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1. Gegeben sei folgendes 4-Box-Kompartiment-Modell mit 0 < a,b,¢ < 1

K1 = Muskel [—"—{ K5 = Blut |——>{ K4 = Niere

b |c

K3 = Leber

Die Funktion y; : t — y;(¢) mit t > 0 gebe die Entwicklung einer Substanz in K; an.

a) Seien
ya(t) yé(t)
w0 = [0 | v = | %0 | wd 4 € M
ya(t) ya(t)

Ein lineares DGL-System y'(t) = A - y(t), t > 0 beschreibe die Entwicklung in den vier Kompar-
timenten Kl, KQ, Ks, Ky.

Bestimmen Sie die Matrix A.

Losung:
—a 0 0 0
a —-b—c c 0
vyO=1 o b _c o |¥®
0 c 0 0

b) Seinun ¢ = 0. Dann bestehen eine Zeile und zwei Spalten von A aus lauter Nullen. Durch Streichen
der Nullzeile und einer Nullspalte erhalten wir eine (3 x 3)-Matrix B

—a 0 O
B=|a -b 0
0 b 0

Wir betrachten nun das (3 x 3)-System
y'(t) =B y(t)
mit y(¢),y'(t) € R* und 0 < a,b < 1.

Yoo,1(t)
Finden Sie alle stationdren Losungen Yoo : t — Yoo (t) = | Yoo,2(t) | des Systems.
Yoo 3(t)
Losung:
Fiir eine stationire Losungsfunktion yeo gilt Yo, = 0,
’ —QYoo,1 0
0=yro(t) =B Yoo = | @Woo,1 =Yooz | = Yoo = | 0| wobei d beliebig.
byoo,2 d

Bitte wenden!



Yo,1

c) Gegeben seien das System aus Teil b) y'(¢) = B-y(t) und ein Startwert y(0) = | 0 | mit yo,1 > 0.
0
Y1
yo2 | richtig oder falsch

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen iiber die Losungsfunktion y =
Y3

sind, und kreuzen Sie jeweils die entsprechende Antwort direkt auf dem Aufgabenblatt an.

richtig | falsch
O O Die Losungsfunktion y konvergiert gegen eine stationédre Losung.
O O Fiir a = b ist die Losungsfunktion y periodisch.
O O Die Losungsfunktion y2 fiir das Kompartiment K> ist monoton fallend.
O O Die Losungsfunktion ys fiir das Kompartiment K3 ist monoton wachsend.
Ldsung:

In der Vorlesung (vom 08.10.2012) wurden Lésungskurven fiir das 3-Box-Kompartiment-Modell

i

Yo
diskutiert, mit b1 # b2 und y(0) = | 0
0
ya(t) Ya(t) Ys(t)
\ N ——
[\ /
/‘ \
| \ /
. | . /
Y1 Y2 Y3
mit
y1(t) = yoe "'

(
a(f) = gt (e = e
(1) = g2 (a (e = 1) = ba(e ™ = 1)

In der Notation hier:

—at

Yo,1€

yi(t) .
yQ(t) _ a?lo,bl (e—bt _ 6—at)
y3(t) Yo (1 — 25 (ae™ — be™*)

Alternative (auch in der VL vom 8.10.):
Die Eigenwerte —a, —b,0 der (Dreiecksmatrix) B lassen sich direkt auf der Diagonalen ablesen,

damit ist fiir a # b die allgemeine Lésung

y(t) = Cre” % + Cae Pus + Cs3Yoo

wobei die Konstanten Ci,C2,C3 durch den Startwert y(0) bestimmt sind. Falls a = b ist die
allgemeine Losung allenfalls

y(t) = Cre” 1+ Ca-t-e” vz + Csyoo

Damit folgt

Siehe nichstes Blatt!



d)

richtig: Die Losung konvergiert gegen C - (0,0,41.0) ", da —a, —b reell und negativ sind. Das ist
aber auch intuitiv einleuchtend: Die Gesamtmenge landet schliesslich in K.

falsch: Nein, falls a = b, erhalten wir nicht periodische Terme der Form e~ ** und/oder t - e~
Periodische Losungen erhalten wir allenfalls bei imagindren Eigenwerten.

falsch: Nein, y2 wichst am Anfang, und ist fallend nach dem Zeitpunkt

_ log(a) — log(b)
maxr — a— b .
Wieder hilft die Intuition: Zu Beginn ist K5 leer.

richtig: Stimmt, da y5(t) = by2(¢) > 0. Intuitiv: Zu Beginn ist K3 leer, dann wandert die Ge-
samtmenge in K3

Seien a = %,b = i. Dann sind

-+ 0 0

1
B - % —11 0
0 3 0

und die allgemeine Lésung des Systems y'(t) = B - y(t)

0 0 1
t— y(t) =C1 | X | + Cgeii‘t 1] + 0367%% —2
1 1 VA

Bestimmen Sie die Eintrige X und Z.

Losung:

Die Matrix B hat drei paarweise voneinander verschiedene Eigenwerte, also gibt es eine Basis aus
Eigenvektoren v1, vz, v3 (mit EW );), und die allgemeine Losung des Systems ist von der Form:

try(t) = Cre g 4+ Coe™ tuy 4+ Cye3 .

Mithin ist (0,X,1)" EV zum EW 0 und (1,-2,Z)" EV zum —2. Somit

0 0 0
BlX|=0[xX] = [-iX]|=0= X=0
1 1 %X
1 1 1 _% _%
Bl -2 :_5 -2 = 1] = 1 = Z=1
VA VA —1 -1z

Bitte wenden!



2. Seien a,k > 0 reelle Zahlen. Wir betrachten eine Population y, welche sich im Laufe der Zeit ¢ > 0
nach folgender Gleichung entwickle:

v'(t) =y(t)(a—yt) -k y(t) =0
a) Sei k = 1. Dann erhalten wir die DGL
y'(t) =yt)(a—y) -1

i.) Bestimmen Sie die Fixpunkte (Gleichgewichtslésungen) in Abhéngigkeit von a.
ii.) Seia > 2.
Entscheiden Sie jeweils, ob es sich um einen stabilen oder instabilen Fixpunkt handelt.

Hinweis: Skizzieren Sie den Graphen der Funktion
Yy Fa(y) =yla—y) - 1.

Losung:
Die Fixpunkte y*° sind die Nullstellen von F,, also

! o 1
0= Fa(y) =~y +ay -1 = 4 = j(a£ V> —4).

Unterscheiden wir die Félle a® — 4 > 0,= 0, < 0:
1. Falls a® — 4 positiv ist (d.h. a > 2), ist der Graph von F,

4/\

und F,(y) > 0 fir y €]yi®,y5°[ und Fu(y) <0 sonst Somit ist der kleinere Fixpunkt yi° =
1(a—Va® —4) > 0 instabil und der grossere y5° = 2(a+ Va® — 4) stabil.

2. Falls a = 2, hat F, eine doppelte Nullstelle, und es gibt nur einen Fixpunkt y> = § = 1 mit
F,(y™) = 0, iiber dessen Stabilitéit wir keine Aussage machen kénnen.

3. Falls a < 2, gibt es keine (reellen) Nullstellen und damit keine Fixpunkte.

Fa
y

1

Eine Losungsfunktion y ist streng monoton fallend, da immer F, = ¢’ < 0 gilt. Die durch y
beschriebene Population stirbt aus, wenn die Kapazitiatsgrenze a zu klein ist.

b) Sei nun a = 8.

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind, und kreuzen Sie jeweils die
entsprechende Antwort direkt auf dem Aufgabenblatt an.

Siehe nichstes Blatt!



richtig | falsch
O O Mit k£ = 18 und Anfangspopulation yo = 10 stirbt die Population aus.
O O Mit k£ = 15 und Anfangspopulation yo = 4 stirbt die Population aus.
O O Mit k£ = 12 und Anfangspopulation yo = 3 stirbt die Population aus.
O O Mit k = 8 und Anfangspopulation yo = 1 stirbt die Population aus.
Losung:

Mit a = 8 erhalten wir als Fixpunkte
Yro = %(ai va?z—4k) =4+ 16 — k.
Die Population stirbt nicht aus, falls es zwei Fixpunkte gibt (k < 16) und yo grosser als der
kleinere Fixpunkt y7° ist, yo > 4 — /16 — k.
Antworten:
richtig: k= 18 > 16,
falsch: yi°* =4 — 16— 15 =3 < yo =4,
falsch: yi°* =4—V16—12=2 < yo =3,
richtig: yi* =4—-/16-8>4—+/16—7=1 = yo.
Sei a > 0 eine reelle Zahl.
Gegeben sei folgendes Rauber-Beute-Modell nach Lotka-Volterra:

H\
~

o~
=

Il

— S0+ 2(0) - y(0)
y'(t) = y®la—yt) —1—=(t) yt)
Mit z(t),y(t) > 0.

i.) Bestimmen Sie die Fixpunkte des Systems in Abhéngigkeit von a.

ii.) Fiir welche a > 0 gibt es genau einen Fixpunkt?

Lésung:
1

Setzen wir die erste Gleichung gleich Null: 2’ =0 = =z(y — 5) = 0. Dann haben wir zwei Falle:

1. °° = 0. Dann setzen wir wie in a) fort.

1
2. Y= = 3 Dann ist

1 1 *°
y’:0:>7(a_,>_1_$7:0:>x°°:a— >0, falls a >

2 2 2

N Ot
N Ot

Die Fixpunkte (2°°,y°°) sind also
e (0, 3(a+va® —4)), wobei ™ reell ist fiir a > 2,
e (a—3,%), wobei 2 >0, falls a > 2.

Fir2<a< g sind (0, 5 (a &+ Va? — 4)) zwei Fixpunkte. Fiir a < 2 existiert keinen Fixpunkt.

Und fiir a = 2 erhalten wir genau einen Fixpunkt, (0, 1).

Bitte wenden!



3. Losen Sie fiir D > 0 die Diffusionsgleichung
Ut = Duge —u (PDE)

auf dem Intervall = € [0, L]. Dabei sind die Randbedingungen

uz(0,t) =0 fiir t > 0 (RB)
u(L,t) =0 fiir t > 0
und die Anfangsbedingung
u(x,0) = cos(3E) — 1 cos(FE) fir0<z<L (AB)

gegeben.
a) Bestimmen Sie zunéchst Losungen von (PDE) der Form
u(z,t) = X (z)T'(t),

welche den Randbedingungen (RB) geniigen.

Ldsung: .
. T X//
(PDE) : XT =DX"T - XT = T:DX — 1= X (const)
Um die Notation im Folgenden zu vereinfachen, schreiben wir A = —Duw? -1

= X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz),
und T'(t) = Cexp {(—Dw2 —1)t}.

(RB) : ug(0,t) =0 = Bw=0 = B =0 (oder w=0 = triviale Losung u = 0).
w(L,t) =0 = Acos(wl) =0 = wp = (nk+3)/L=F-(2k+1).

Also const X cos(wgx) exp {(—Dwi — 1)t} erfiillt (PDE) und (RB).

b) Bestimmen Sie durch Superposition der in (a) gefundenen Lésungen eine allgemeine Lésung von
(PDE) und (RB).
Lo6sung:
Superposition: u(z,t) = Z C'k cos(wyx) exp {(—Dwﬁ —1)t}.
k=0
c) Bestimmen Sie die Koeffizienten in der unter (b) gefundenen allgemeinen Losung so, dass auch
(AB) erfiillt ist.
Losung: -
(AB) : u(z,0) = Z Cr cos(wix) = cos(35E) — 4 cos(27E)
k=0
= Ci=1, Cp = L andere C) = 0.

-3

also u(w,t) = cos(3E) exp {(fD(S—Z)2 — 1)t} — 5 cos(35E) exp {(fD(g’—Z)2 —1)t}.



