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Losung
1. Kompartimentmodell [15 Punkte]
Seien a, b, ¢, p, q,r reelle Zahlen mit a, b, c,p,q,r > 0 und seien
y1(t) re=t —a b 0
yt)y=|v2(t) |, Z@t)= 0 und A=| 0 —-b-c D € M3xs.
y3(t) 0 0 c -p—q

Das lineare inhomogene DGL-System y'(t) = Ay(¢) + Z(t), t € R, beschreibe die Entwicklung der Menge einer
Substanz in den Kompartimenten Ki, K2, K3:

4] 2] 5 ]

(a) Zeichnen Sie in das obige Kompartimentmodell beschriftete Pfeile ein (Richtung beachten!), sodass da-
durch das Differentialgleichungssystem y’(t) = Ay(t) + Z(t) beschrieben wird. [2 Punkte]

Losung:
P

-
et Ry (AR}

Fir den Rest der Aufgabe seiena=b=c=p=qg=1und r = 4.

Jju 0 0
(b) (i) SeiJ=1| 0 —1 1 | die Jordansche Normalform der Matrix A.
0 0 -1
Bestimmen Sie den Eintrag j11, sowie fiir t € R die Eintrage U und V im Matrix-Exponential e/ =
U o 0
0 et V
0 0 et
1 1 0 0 -1 1
(ii) Bsgit A=TJT'mit T=|-2 0 1|undT1=1(4 1 -1
2 0 1 0 2 2
X
Sei et4 = (b1 (t) ba(t) bs(t) ) mit by(t) = | 0 | . Bestimmen Sie den Eintrag X.
0
(ili) Sei L4 der Losungsraum des homogenen Systems y', (t) = Ayp(t). Weisen Sie zunéchst nach, dass
1
—2 | ein Eigenvektor von A ist und bestimmen Sie damit einen Vektor by € C1(R,R3) mit by : t
2

by (t), sodass b1 (aus Teil (ii)) und by einen zweidimensionalen Unterraum von £, erzeugen.
[9 Punkte]

Bitte wenden!



Losung:

(i)

(iii)

Auf der Diagonalen der Jordanschen Normalform von A stehen die Eigenwerte von A =

-1 1 0
< 0o -2 1 ) . Das charakteristische Polynom von A berechnet sich zu:
0 1 =2

A+l -1 0
pA()\):det< 0 A+2 -1 ) = OHD[(A2)2—1] = A1) (A+4M+3) = (A +1)*(A+3).

0 -1 A+2
[1 Punkt]
Daraus ergibt sich unmittelbar: j1; = —3.
[1 Punkt]

Mit der Formel fiir das Exponential von Matrizen in Block-Diagonalform und Jordanblocken
erkennt man unmittelbar:

also U = e 3 und V = te™*.
[1 Punkt]

Es gilt et = Tet/T71.

[1 Punkt]

Damit erhalten wir:

tA t —1
e =TT

1 1 0\ /e 0 0 0 -1 1
-2 0 1 0 et te? 4 1 -1
2 0 1 0 0 et 0 2 2

<4et —e Mt pet4oet e et 4 2tet>

| =

0 2e73 4 27t —2e73t 4 2¢t
0 —2e73t 4 2¢7t 2e73t 4 271

N

Das bedeutet, dass X = e™* gilt.
Bemerkung: Es muss nur die erste Spalte gefunden werden.

[2 Punkte]
-1 1 0 1 -3 1
<0 o 1>.<_2>:<6>:_3<_2>.
0 1 -2 2 —6 2

Man berechnet:
1
Also ist [ —2 | ein Eigenvektor von A zu Eigenwert —3.

2
[1 Punkt]
1
Laut Vorlesung ist damit by mit by (t) = e 3t (—2) eine Losung des homogenen DGL-Systems
2
Y (t) = Ayu(t), das heisst by € La.
[1 Punkt]
1
Man sieht leicht, dass b1 und b; linear unabhéngig sind (denn die Vektoren b1(0) = (O)
0
~ 1 ~
und b1(0) = | —2 | sind schon linear unabhéngig), also spannen b; und b1 in der Tat einen
2
2-dimensionalen Unterraum von L4 auf.

[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



4e” ¥
(¢) (1) Sei Z(u) = < 0 ) . Finden Sie fiir t,u € R das Matrix-Vektor-Produkt e(t=®)4 . Z(y).

0
t F
(i) Die Funktion yp : R — R3 mit yp(t) = / et="A. Z(y)du = [ 0 | und komponentenweiser Integra-
0 0

tion liefert eine spezielle Losung des inhomogenen DGL-Systems vy’ (t) = Ay(¢) + Z(t) (‘Variation der
Konstanten’). Bestimmen Sie den Eintrag F'.

[4 Punkte]
Losung:

(i) Mit der Matrix aus (b) (iii) ergibt sich:

e~ (=W 4e " 4et
WAL Z () = 0 S 0 = 0 |.
0 * ok 0 0
[2 Punkte]

Bemerkung: Fir diese Rechnung spielt nur b1(t) bzw. der Eintrag X eine Rolle!

(ii) Es gilt:
t t [de”? due™™\ 7" 4te™"
yp(t):/ e(F“)A»Z(u)du:/ < 0 )du: [( 0 >‘| = < 0 ),
0 0 0 0 . 0

das bedeutet F' = 4te™*.
[2 Punkte]

Bitte wenden!



2. Nichtlineares Differentialgleichungssystem [5 Punkte]

Wir betrachten fiir F' : R?2 — R? und z(t) = (i;gg) das nichtlineare Differentialgleichungssystem z’(t) =
F(z(1)):
(1) = —z2()e" V) + e 2a(t) = Fi(z1(t), 22(1)),
2y (t) = w1(t) — 22(t)® = Fa(1(1), 22(t)).
a estimmen Sie die Fixpunkte (stationdre Losungen) des Systems. 2 Punkte
B Sie die Fixpunk Lésungen) des Sy Punk
Losung:

Fiir die Fixpunkte muss gelten F'(z) = 0, also

0= ZToo,2(e —e"1)

3
0="2Too1 — T2

[1 Punkt].

Aus der ersten Gleichung erhalten wir unmittelbar: o2 = 0 (FallI) oder e—e®>! =0 = 25,1 = 1
(Fall II). Einsetzen von Fall I in die zweite Gleichung liefert zo,1 = 0, wohingegen Einsetzen von
Fall IT in die zweite Gleichung auf z. 2 = 1 fithrt. Somit erhalten wir:

= 0 L= 1
o0 0 9 o0 1 .

[1 Punkt]
OF) (z1,23)  OF1(x1,%2)
Berechnen Sie die Jacobi-Matrix DF(x) = <3F2?;11712) 3F2‘<9;”12’z2)> . [1 Punkt]
Oxq Oxo
Losung:
Die Jacobi-Matrix lautet:
—x2e®t  —e"l te
DF(z) =
() ( 1 —330% >

[1 Punkt]

Sei Too = (ioo’l) der Fixpunkt mit oo,1 > 0 und zoc,2 > 0.

0,
Sei weiter f : [0,00) — R? eine Losungskurve, welche fiir ¢ = 0 in der Nihe von xs startet.
Beschreiben Sie den Verlauf der Kurve fiir wachsendes t.
Hinweis: Das bedeutet: Untersuchen Sie die Stabilitdt des Fixpunktes zoo. [2 Punkte]

Losung: Der Fixpunkt zo = 22l = (1) ist der gesuchte Fixpunkt. Wir setzen ein:

DF(z00) = (_16 03> .
[1 Punkt]

Die Eigenwerte liest man unmittelbar als Ay = —e und A2 = —3 ab und da beide negativ sind, ist
(nach Hartmann-Grobmann) z ein stabiler Fixpunkt. Das bedeutet: Fiir grosse Zeiten ¢ wird
sich f(¢) in Richtung des Fixpunktes z hin bewegen.

[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



3. Fourier-Reihen [15 Punkte]

Die Funktion f, gegeben auf dem Intervall [—1,1] durch

f(x) :ei‘z‘ _ ex, fir —1 S r < 0,
e ™ furo<z <1,

werde 2-periodisch nach R fortgesetzt.

(a) (i) Berechnen Sie den komplexen Fourier-Koeffizienten (cy,)ncz der Funktion f.
(ii) Ermitteln Sie zudem die reellen Fourier-Koeffizienten (an)n>0 und (bn),>1 der Funktion f.
[7 Punkte]
Losung:

(i) Die allgemeine Formel zur Berechnung komplexer Fourier-Koeffizienten einer P-periodischen

Funktion f lautet
P/ 2mnix
f(z)exp (f 2 ) dx.

oL
"o p

—P/2
[1 Punkt]
Wir setzen also P = 2 ein und berechnen:

1

1 —|z| —mniz

Cn = — e e dx
2 —1

1[0 a 1! :
= 7/ e gy 4 5/ e~ (Hinme gy [1 Punkt]
0

2)

_ 1 [e(lfinfr)z]o . 1 I:ef(l+7ln7r)z]l [1 Punkt]
2(1 — inm) -1 2(1+inm) 0

1 —1 n 1 —1 n

= —(1— -1 - -1)" -1 1 Punkt,
2(1_m7r)( e (=1)") 2(1“717()(6 (=1)"—=1)  [1 Punkt]
(1 - E25 (1 +inm + 1 — inm)

- 2(1 + n272)
1— (=n"

(ii) Aus der Vorlesung sind die Formeln

An =Cp + C—n, n>0
b, = i(cn — c—n), n>1
bekannt. Es ist:
92— 2(=n"
an = W [1 Punkt]

b, =0 [1 Punkt].

Dass die b,, verschwinden ist auch daraus ersichtlich, dass f eine gerade Funktion ist.

(b) Betrachten Sie nun den euklidischen Vektorraum C°([—1,1]) mit dem Skalarprodukt

1
(u,v) 2 =/ u(z)v(z)dz

1

und den endlichdimensionalen Untervektorraum
U = ({C1,C2,k}) € CO([-1,1)),
wobei Cy, (x) = cos(nmz), n = 1,2 und k(z) = z3.

(i) Begriinden Sie, warum k orthogonal zu C1 und C> ist.

Bitte wenden!



(i) Die Vektoren Ci und C2 sind orthonormal. Zusammen mit einem Vektor % bilden diese eine Ortho-
normalbasis von U. Bestimmen Sie k.

(iii) Die orthogonale Projektion Py (f) der zu Beginn der Aufgabe definierten Funktion f ist ein Vektor in
U und damit eine Linearkombination

Py(f) = a1C1 + a2C2 + a’;ici
Berechnen Sie die Koeffizienten a1, as und o
[8 Punkte]
Losung:

(i) Die Funktionen C,, n = 1,2 sind gerade, aber k ist ungerade, also ist k - C,, ungerade und

(Cn, k)2 = / Cn(z)k(z)dx = 0.

1

[2 Punkte]
(ii) Die Funktionen Cy, C2 und k paarweise orthogonal und (da # 0) auch linear unabhéngig.
Ausserdem sind C7 und C> bereits normiert, also ||C1||2 = ||C2]|,2 = 1. Wir erhalten eine

Orthonormalbasis von U, wenn wir k£ noch normieren:

7 () z® 3
k@°:|2uz:(fixqmy”::VZm'

[2 Punkte]

(iii) Da {Cl,Cg,E} eine Orthonormalbasis von U bildet, ist die orthogonale Projektion auf U
gegeben durch:

Pu(f) = (C1, f)12C1 + (Ca, f) 2Ca + (K, f) 12k

[1 Punkt]

Nun ist o= (E, Fr2=0(f- k ist Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion)
[1 Punkt]

und weiterhin ist:

1

an = {(Ch, fir2 = / cos(nmz) f(z)dr = an,n =1,2.

—1

[1 Punkt]
Da dies gerade die reellen Fourier-Koeffizienten von f sind, kénnen wir schreiben:
242 2—-2
Py(f)(z) = a1Ci(z) + a2C2(x) = 1_: 7r/26 cos(mx) + Téh/ri cos(2mz).

[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



4. Partielle Differentialgleichungen

[15 Punkte]

Wir betrachten das folgende Dirichlet-Randwertproblem auf einem Rechteck R = [0, 4] x [0, 1]:
(PDE) Uge + duy + duyy = o, fiir (z,y) €]0,4[ x 0, 1]
(RB), u(0,y) =0
(RB), u(4,y) =
(RB), u(z,0) =
(RB), u(z,1) = (g) .
(a) Zeigen Sie, dass u(z,y) = 2zy (PDE) l6st und die Randbedingungen (RB), - (RB); erfiillt.  [2 Punkte]
Losung:
Beachte, dass gilt:
aa (0,) + 40y (0,) + 8 () = o Sy 14 DLy T
Uzz (T, U Uyy (T, —=z == -TY =T.
Y y (Y yy\T, Y 824?/ 3y4y 8m24y
N—— ~——
=0 =0

w8

Also 16st u (PDE).

[1 Punkt]

Ferner ist u(0,y) = i 0-y =0, u(z,0) = f:c -0 = 0 und u(4,y) = i -4 -y =y, damit sind
(RB),, (RB), und (RB), erfiillt.

[1 Punkt]

Sei u eine Losung von (PDE), die (RB); - (RB), erfiillt. Betrachten Sie fiir so ein u nun v(z,y) :=

u(z,y) — u(z,y). Zeigen Sie, dass v eine homogene partielle Differentialgleichung (PDE’) 16st und die
Randbedingungen (RB’), bis (RB’), erfiillt, wobei

(PDE") Vzz + 4vy + dvyy = 0, fiir (x,y) €]0,4[ x ]0,1]
(RB'), v(0,y) =
(RB'), v(4,y) =
(RB')4 v(z,0) =0
2
(RB'), v 1) =(5)" - %
[2 Punkte]
Losung:
Sei u eine Losung von (PDE) mit den Randbedingungen (RB), - (RB),, dann gilt wegen der
Linearitét:
Vze + 4y + AUy = Uaz + duy + duyy — (Uze + 4y + duyy)
=z—x=0. (PDE")
[1 Punkt]
Analog sieht man:
v y) =u(dy) —uldy)=y-y=0
v(x,0) = u(z,0) —u(z,0) =0—-0=10
v(z,1) = u(z, 1) —u(z,1) = (%)2 -1.z1

[1 Punkt]

Bitte wenden!



(©)

Machen Sie fiir v den Separationsansatz v(z,y) = X (2)Y (y) und finden Sie gewonliche Differentialglei-
chungen fiir X und Y. Geben Sie auch X (0), X (4) und Y (0) an. (2 Punkte]

Losung:

Einsetzen des Separationsansatzes in (PDE’) liefert:

X" (@)Y (y) +4X (2)Y" (y) + 4X (2)Y"(y) = 0
2 X'2) _ Yy ,Y'(y)

- X(2) Y (y) Y (y)

mit einer Konstante w > 0, die wir so wahlen, dass sich fiir X periodische Ldsungen ergeben.
Damit haben wir:

= —w

(DGL)« X"(x) 4+ w*X(z) =0
(DGL)y —4Y"(y) —4Y'(y) + Y (y) = 0.
[1 Punkt] Aus den Randbedingungen (RB’), - (RB'), ergeben sich die Bedingungen fiir X und Y

v(0,y) = X(0)Y(y) = 0, also X(0) = 0 (da Y nicht die konstante Nullfunktion sein soll), analog
X(4)=0,Y(0)=0.

[1 Punkt]
Losen Sie die in (c) ermittelten Differentialgleichungen fiir X und Y unter Beachtung der Randbedingun-
gen. [4 Punkte]
Losung:

Die allgemeine Losung fiir X lautet:
X (x) = Acos(wzx) + Bsin(wz), A, B € R.

[1 Punkt]

Wegen X (0) = 0 ergibt sich sofort A = 0.

[1/2 Punkt]

Weiterhin liefert die Forderung X (4) = 0 die Bedingung sin(4w) = 0, also w = %F, n > 1.
[1/2 Punkt]

Somit kénnen wir schreiben:
Xn(x) = Bpsin (Z—W:c) ,Bn € R.

Die allgemeine Losung fiir YV finden wir durch den Ansatz Y ~ eV, der eingesetzt in (DGL)y
ergibt:

(—4N° —4x+wl)e™ =0 = A2 = —
also erhalten wir die Lésungen
Ya(y) = Cneié(li\/m)y + Dnei% (H 1+n2ﬁ2/16)y,

[1 Punkt]
Die Bedingung Y (0) = 0 fithrt auf C,, = — D5, also zusammenfassend:

Yaly) = On(e~ 2 (mVIFZT0)y =3 (10/ 1507 16y

[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



(e) Finden Sie die Losung von (PDE’) aus (b) mit den Randbedingungen (RB’); - (RB’), durch einen Super-
positionsansatz. Geben Sie dann die Lésung von (PDE) an, die (RB), - (RB), erfiillt. (5 Punkte]

Hinweis: Folgende Integrale kénnen niitzlich sein: (a > 0)

/12 sin(az)ds = (2 — a22?) cos(ax) + 2azx sin(azx)

3 +c,c€eR,
a

/xsin(a:{:)dx = sin(az) — Zx cos(az) +cceR.
a

Losung:

Wir machen den Superpositionsansatz

v(z,y) = ZFn(e*%(lf\/m)y _ efé(w 1+n2ﬂ2/16)y)Sin (mr )

—T
4
n>1

Dieser erfiillt automatisch (PDE’) und (RB’), - (RB'),. Wir fordern:

ZFn(efé(kw/anﬂz/le) _ e*%(u 1+n2ﬂ2/16))sin (ij) =v(z,1) = <£)2 =,
n>1 b,
[1 Punkt]

Auf der linken Seite erkennen wir in den b, die Fourier-Koeffizienten einer ungeraden und 8-
periodischen Funktion, die auf [0, 4] die Form z — (%)2 — 7 hat. Also rechnen wir:

4
4 z\%2 z\ . [nnx .
bn = g/o <<4) — 4) sin (T) dx [1 Punkt] Subst.: z =

= 2/ (2* — 2)sin(nnz)dz

_9 {(2 —n?m22%) cos(nmz) 4 2nmz sin(nﬂz)] ! _9 [sin(mrz) —nwz cos(nﬂ'z)] !
0

n3m3 n2m?
0
4= 2(-1)" 4 2(-)™  4((-DH"-1) 0, n gerade,
= 3.3 — 33T = 3.3 = 8
nem nmw nem nmw nem — 53, n ungerade.

[2 Punkt]
Damit ergeben sich die F,, und wir erhalten:

oo _1(1_./ T _1 A/ T
o(y) = — Z 8 e ? (1 1H(2k+1)> 2/16)y —e ? (1+ e 2/16)y sin (2k + 1)7rx
Y= (2k + 1)373 e_% (1—\/1+(2k+1)2772/16) B e—% (1+\/1+(2k+1)27r2/16) 4 '

k=1

[1/2 Punkt]
Schliesslich erinnern wir uns, dass v = u — u gilt und bekommen fiir u die Lésung;:

=) —_1(1_./ - _1 .
u(z,y) = l:c - Z 8 e ? (1 1+(2k+1)> 2/16)y —e ? (1+ e 2/16)?/ sin (2k + 1)7rx
Y=gt — (2k + 1)373 e—%(l—\/1+(2k+1)2ﬂ'2/16) B e_%(H— 1+(2k+1)27r2/16) 4 '

[1/2 Punkt]



