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Aufgabe 1

1.MC1 [2 Punkte] Wir betrachten das DGL-System
-2 1
2'(t) = Az(t), t >0, wobei A= ( . 2) .

Es gilt A= PDP~! mit

(-1 1 (-3 0 Lo 1(-11
P () o (3 8) )

2> , gegeben durch

Dann ist die Losung ¢ — z(t) des DGL-System, mit Anfangswert z(0) = <0

1.MC2 [2 Punkte] Es seien a,b,c,d, f positive reelle Zahlen. Wir betrachten das folgende Kom-
partimentmodell mit Kompartimenten K;, Ky und Kj :

d
ARy
i I
Die Stoffmengen einer Substanz zur Zeit ¢ > 0 in den einzelnen Kompartimenten seien gegeben

durch die Funktionen ¢ — Y;(t), ¢ € {1,2,3}. Das Kompartimentmodell wird durch das folgende
DGL-System beschrieben

Y'(t) = AY (t), t > 0, wobei A € R**3,

Welche Matrix A passt zum obigen Kompartimentmodell?

—(a+0b) 0 d

(A) A= b —c 0
0 c —(d+f)

—a b d

B) A= 0 —=(b+/) c
0 0 —(c+4d)
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—a b d
(C) A= 0 —=(0b+/f) c

b 0 —(c+4d)

—a b d
(D) A= 0 —(b+4d) a

0 0 —(c+d)

.y -2 0 2\ .. .
1.MC3 [2 Punkte] Seiy = L _o]utly)ein inhomogenes lineares System.
Fir welches Yoo 2 it Yoo = 1 eine stationare Losung?
00,2

1
(A) yoo,2 - 5
(B> Yo2 = 1
(C) yoo,2 - O
(D) yoo,2 =1

1.A1 Die Matrix A sei gegeben durch
4 1
= (40

(i) [2 Punkte] Bestimmen Sie das Matrix-Exponential e'4 fiir ¢ > 0.
Hinweis: Berechnen Sie zuerst 71 AT, wobei die Matrizen T und T~! gegeben sind durch

(1 —1 1 0 1
T_<1 O) und T —<_11>.

(ii) [1 Punkt] Bestimmen Sie die Losung der DGL

2(8) = Ax(t), w(0) = (?) .

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A1.
1.A2 Wir betrachten die Differentialgleichung
2 =22+ =0. (DG)

(i) [1 Punkt] Sei nun y(t) = (x(t),2'(t))”, wobei x eine Losung von (DG) ist. Bestimmen Sie
eine Matrix A, so dass gilt
y'(t) = Ay(t).

(ii) [2 Punkte] Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von (DG).

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A2.
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Aufgabe 2

2.MC1 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = ¢*2'. Dann ist die
Laplacetransformation L[g] gegeben durch:

2
(A) £196) =
(B) Llsl(s) =

2
(©) Llls) = TR
(D)QQ@%:g_le

2.MC2 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = (t — 3)?9(t — 3), wobei

9() = {1, x>0,

0, x<0.

Dann ist die Laplace-Transformation £[g| gegeben durch:

2.MC3 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = t"/2. Es gilt

L [ts/ﬂ (s) = 15vm

~ 8s7/2°
Dann ist die Laplace-Transformation von £[g] gegeben durch

105y/7
1659/2
105y/7
855/2
154/
(©) £lgl(s) = 20T

D) Llgl(s) =
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2.A1 [3 Punkte] Bestimmen Sie die inverse Laplace-Transformation von F'(s) = m.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1.
2.A2 [3 Punkte] Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems
Z(t) +32(t) + 22(t) =0, x(0)=0, £(0)=1

unter Verwendung der Laplace-Transformation.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A2.
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Aufgabe 3

3.MC1 [2 Punkte]| Sei f die Funktion mit f(z) = dz*+ 1, einer Konstante d und z € [—1,1]. Fiir
welches d hat die 2-periodische Fortsetzung von der Funktion f den Fourier-Koeffizienten ag = 47

(A) d=3
(B) d=2
(C) d=1
(D) d =0

3.MC2 [2 Punkte] Sei f: [—m, n[— R mit f(z) = zcos(x) eine Funktion, die wir 27-periodisch

_ % + Z a, cos(nx) + Z b, sin(nx) die Fourier-Reihe zur

nach R fortsetzen. Weiterhin sei F'(x) 5
n=1 n=1

Funktion von f. Dann gilt

(A) a, =0 fir alle n € Np

(B) b, =0 fir allen € N
m

(C) ag = 5

(D) bl =T

3.MC3 [2 Punkte] Sei f: [—m, 7[— R mit f(x) = x+ 7 eine Funktion, die wir 27-periodisch nach
R fortsetzen. Dann kann f auf ganz R als Fourier-Reihe dargestellt werden. Welchen Wert nimmt
die Fourier-Reihe von f an der Sprung-Stelle z = 7 an?

3.A1 [3 Punkte] Sei f:[—7,7[— R mit f(z) = 2? eine Funktion, die wir 27-periodisch nach R
fortsetzen. Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten (a,),>o und (b,),>1. Notieren Sie Ihre
Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A1.

3.A2 [3 Punkte] Seig:[0,1]— R mit g(x) = e fur « € [0, 1] eine Funktion, die wir 1-periodisch
nach R fortsetzen. Berechnen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten (¢, ),ez der Fourier-Reihe
von g.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A2.

Priifungs-Nr.: 000 XX-XX-XX-000-000 Seite 6 von 8



s . Mathematik II11
ETHzirich e s

26. August 2024

Aufgabe 4

4.MC1 [2 Punkte] Es sei u : B;(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion, wobei

B1(0) = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1}. Wir betrachten u in Polarkoordinaten und es gelte die
Randbedingung

u(1, p) = 3(cos(p))?, fiir ¢ € [0, 27).

Dann ist das Maximum der Funktion u auf B;(0) gegeben durch

(A) 3
(B) —1
(C) 0
(D) 2

4.MC2 [2 Punkte] Esseiu: B;(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion. Wir betrach-
ten u in Polarkoordinaten und es gelte die Randbedingung

dwenn 0 < p <7
u(l, ) =
0 wenn m < ¢ < 27

Dann ist u(0,0) gegeben durch

(A) 2
(B) -1
(©) 0
1
D) 5

4.MC3 [2 Punkte] Fiir k € R, definieren wir die Funktion

u:RxR—=R
(t,x) > sin(kz — ).

Die Wellengleichung ist gegeben durch

Pu  Ou
o2 0x?
Welche der folgenden Gleichungen gilt fiir den Parameter k, wenn u die Wellengleichung erfiillt?
(A) k=
(B) k=3
(C) k=-2
(D) k* =4
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4.A1 [6 Punkte| Die Warmeleitungsgleichung ist gegeben durch

ou 0*u N
E(t,x) —@(t,x), fir 0 <z <7mundt > 0. (PDE)

Ausserdem, gelten die Rand und Anfangsbedingungen

u(t,0) =u(t,m) =0 firt>0, (RB)

u(0,2) = 2sin(3z), fir0<z<m. (AB)

(i) Fihren Sie den Separationsansatz u(x,t) = f(t)g(x) in (PDE) durch, um je eine gewéhnliche
Differentialgleichung fiir f und g zu erhalten. Achten Sie darauf, dass fiir g periodische Funk-

tionen gesucht werden. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen der Differentialgleichungen
nicht konstant gleich Null sind. Schreiben Sie die allgemeinen Losungen explizit auf.

(ii) Bestimmen Sie die Losungen g, der Differentialgleichung fiir g, so dass die Randbedingung
gn(0) = gn(m) = 0 gilt. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen g, nicht konstant gleich
Null sind.

(iii) Schreiben Sie die Fundamentallésungen u, (¢, z) = f,(t)gn(z), welche (PDE) and (RB) erfiillen,
explizit auf.

(iv) Finden Sie durch Superposition der Fundamentallosungen, also mit dem Ansatz
u(t,z) = Z Dyu,(t,z), D, € R
n=1

die Losung von (PDE), welche die Anfangsbedingung (AB) und die Randbedingung (RB)
erfiillt. Schreiben Sie die Losung explizit hin.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A1.
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