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Aufgaben und Losungsvorschlag
Gruppe A

Aufgabe 1

1.MC1 [2 Punkte] Wir betrachten das DGL-System
, , —2 1
'(t) = Ax(t), t >0, wobei A= :
Es gilt A= PDP~! mit
(-1 1 (-3 0 L 1(-11
P‘<1 1>’D_<0 —1>’P _2<1 1)'

Dann ist die Losung t — x(t) des DGL-System, mit Anfangswert z(0) = <g> , gegeben durch

2¢t

@) )= ;%)
© = (55
(D) TRUE: z(t) = (_eeg;“fett)

Losung:

Das Matrix-Exponential ist gegeben durch
e 3t 0 -1 1
1 1 0 et 1 1
o3t Bt
( 1 1> ( et et>
e et et p et
(_63t + eft e*?)t + eft > :
Also ist die Losung des DGL-System gegeben durch

(1) = et (0) = ( e te ) .

_e 3t 4ot

|
—_
—_

A pPDp-1
et = ¢l

|
—_
—_

N = N = N =
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1.MC2 [2 Punkte] Es seien a,b,c,d, f positive reelle Zahlen. Wir betrachten das folgende Kom-

partimentmodell mit Kompartimenten K, K5 und K3 :

I

la

d
P
o K | K|

f

Die Stoffmengen einer Substanz zur Zeit ¢ > 0 in den einzelnen Kompartimenten seien gegeben
durch die Funktionen ¢ — Y;(t), ¢ € {1,2,3}. Das Kompartimentmodell wird durch das folgende

DGL-System beschrieben
Y'(t) = AY (t), t > 0, wobei A € R**3.

Welche Matrix A passt zum obigen Kompartimentmodell?

—(a+0b) O d
(A) TRUE: A= ( b —c 0 )
0 c —(d+f)

—a b d
By A= 0 —(0b+/) c

b 0 —(c+4d)

—a b d
(C) A= 0 —(b+a4d) a

0 0 —(c+4d)

—a b d
(D) A=10 —(b+ /) c

0 0 —(c+d)
Losung:

Sollte selbsterklarend sein.

-2
1

0

1.MC3 [2 Punkte] Seiy = (

Fiir welches Yoo 2 it Yoo = eine stationare Losung?

00,2

2) Y+ <(2)> ein inhomogenes lineares System.
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Weil gy, eine stationare Losung ist gilt

o= (3 %) (L) + ()

Damit folgt 1 — 2y, 2 = 0 und somit Yoo 2 = %

1= (4

(i) [2 Punkte] Bestimmen Sie das Matrix-Exponential !4 fiir ¢ > 0.
Hinweis: Berechnen Sie zuerst 71 AT, wobei die Matrizen T und T~! gegeben sind durch

(1 —1 1 0 1
T(l 0> und T <_11>.

Die Jordan-Normal-Form ist gegeben durch

R (51
J:=T AT-(O 5).

1.A1 Die Matrix A sei gegeben durch

Losung:

Es gilt dann

1 _
etA — etTJT — TetJT 1’

' 67575 t€75t
“Tlo e)
a (1 =1\ (e te’\ [0 1
7\t o)Jlo et)\-1 1
1 =1\ [(—te® €% + te?
= 1 0 _€5t e5t
(1 —1) te’
o —te’t 51 +1)

(ii) [1 Punkt] Bestimmen Sie die Losung der DGL

und

Damit folgt

2(t) = Ax(t), 2(0) = (?) |

Losung:

Seite 3 von 15



Mathematik IIT

ETHzurich e

26. August 2024

Die Losung der DGL ist gegeben durch

2(t) = e (0) = (éﬁfi t)> .

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A1.
1.A2 Wir betrachten die Differentialgleichung
2" =22 +x=0. (DG)

(i) [1 Punkt] Sei nun y(t) = (x(t),2'(t))”, wobei x eine Losung von (DG) ist. Bestimmen Sie
eine Matrix A, so dass gilt

y(t) = Ay(t).

A= (%)

Wenn wir die Differentiagleichung umschreiben, erhalten wir z”(t) = 22/(t) — x(¢). Damit
folgt

Losung:

Wir definieren

(ii) [2 Punkte] Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von (DG).

Losung:

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch pa(\) = A% — 2\ + 1, mit der
doppelten Nullstelle A = 1.

Variante 1: Nach Satz 1.22 bilden die Funktionen
n(t) =, w(t) =t (1)

ein Fundamentalsystem.

Variante 2: Das Matrix Exponential ist gegeben durch

1—1t t

tA Ut

(150,

Die Spalten der Matrix e*4 bilden eine Basis des Losungsraum von 3’ = Ay. Daraus folgt,

dass die erste Zeile von €' eine Basis von (DG) bildet. Also ist

r1(t) =e'(1—1t), m(t) =t (2)
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| eine Basis. Basen sind nicht eindeutig, (5) und (6) geht beides.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A2.
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Aufgabe 2

2.MC1 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = ¢?2!. Dann ist die

Laplacetransformation L[g] gegeben durch:

(A) Llol(s) = 5
(®) L) = 5
2
(©) L) = =
(D) TRUE: L[g|(s) = (3—131(2))3

Losung:

Mit dem Damfpungssatz folgt

Llg)(s) = LI (s)
— £[°)(s - In(2))

(s — (@)

2.MC2 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = (¢ — 3)%J(t — 3), wobei

9(a) = {1, x>0,

0, z<0.

Dann ist die Laplace-Transformation £[g| gegeben durch:

(A) Llgl(s) = e
(B) Llgl(s) = >

(D) Llgl(s) =

V)

Losung:

Mit dem Verschiebungssatz folgt

(= 3)20(t — 3)](s) = e L2I0)](s) = e3>

g3
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2.MC3 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = t"/2. Es gilt

£ [ (s) = Zg

Dann ist die Laplace-Transformation von L[g] gegeben durch

() Llgl(s) = VT

(B) TRUE: £[g](s) — m

(©) Llgl(s) = L

$7/2

(D) Llgl(s) = 2V

$9/2

Losung:

Mit dem Satz iiber Integration im Originalbereich und mit dem Hinweis folgt

L [t7/2} (S) _ 27S£ [ 5/2} (5) _ 1&;2;//?

2.A1 [3 Punkte] Bestimmen Sie die inverse Laplace-Transformation von F'(s) = m.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1.

Losung:

Nach dem Dampfungssatz gilt

1 1

Lle %) (s) = P und  L[e ](s) = ot

Variante 1: Nach dem Faltungs-Satz gilt
F(s) = Lle™™](s)L[e™](s) = L[e™™ x e7](s).

Fiir die Faltung erhalten wir

t t
e R A A
0 0

Also ist die inverse Laplace-Transformation gegeben durch e=3t — e~4,

Variante 2: Es gilt die Parialbruchzerlegung

1 1

F(s) = — .
(5) s+3 s+4
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Mit der Lineritat der Laplace-Transformation folgt

1 1 =3t —4t o _3¢ A
s+3_5+4:£[6 ] = Lle™"(s) = Lle™™ — e 7(s).

F(s) =

Also ist die inverse Laplace-Transformation gegeben durch e=3t — e=#.

2.A2 [3 Punkte] Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems
Z(t) + 3&(t) + 22(t) =0, =(0)=0, ©(0) =1

unter Verwendung der Laplace-Transformation.
Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A2.

Losung:

Wir definieren X (s) = L[z](s). Mit dem Ableitungs-Satz und den Anfangsbedingungen folgt

L[#](s) = sL[i](s) — 2(0) = s(sL[z](s) — 2(0)) — #(0) = s°X(s) =1 und

Damit erhalten wir

L[# + 3% + 22](s) = s2°X(5) — 1 + 35X (s) + 2X(s)
= X(s)(s*+3s+2) -1

Wenn wir die Laplace-Transformation auf beiden Seiten der Differentialgleichung anwenden
und nach X (s) auflésen, erhalten wir

1

X e
(5) s24+3s5+2

Wir machen den Ansatz fir eine Partialbruchzerlegung. Wir suchen also A, B € R, so dass

s2+1 A N B
s2(s+1) s+1 s+2
Nach ausmultiplizieren, erhalten wir A = 2, B = —1 und somit
1 1

Daraus folgern wir
L[z](s) = X(s) = L[e™" — e *](s).

Also ist die Losung gegeben durch z(t) = e — e, wegen der Eindeutigkeit der Laplace-

Transformation.
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Aufgabe 3

3.MC1 [2 Punkte] Sei f die Funktion mit f(z) = dz*+ 1, einer Konstante d und z € [—1, 1]. Fiir
welches d hat die 2-periodische Fortsetzung von der Funktion f den Fourier-Koeffizienten ay = 47

) d=0

) TRUE: d = 3
C) d=2

) d=1

Losung:

Die korrekte Antwort ist d = 3, da

a :/_11(dx2+1)dx: (d [”;T +2) _ (d§+2)

2
:d§+2:4 <~ d=3.

3.MC2 [2 Punkte] Sei f: [—m 7n[— R mit f(z) = zcos(x) eine Funktion, die wir 27-periodisch
nach R fortsetzen. Weiterhin sei F(x) = % + > a,cos(nz)+ Y b, sin(nz) die Fourier-Reihe zur

n=1 n=1

Funktion von f. Dann gilt

Weil f ungerade und z +— cos(nx) gerade ist, gilt fir alle n > 0, dass

a, = i/:; f(z) cos(nzx)dz = 0.

3.MC3 [2 Punkte] Sei f:[—m, m[— Rmit f(z) = x + 7 eine Funktion, die wir 27-periodisch nach
R fortsetzen. Dann kann f auf ganz R als Fourier-Reihe dargestellt werden. Welchen Wert nimmt
die Fourier-Reihe von f an der Sprung-Stelle z = 7 an?
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(C) —1
(D) TRUE: 7

Losung:

Nach Satz 4.6 konvergiert die Funktion zum Mittel des linken und rechten Grenzwertes bei
x =, also gegen 27” = T.

3.A1 [3 Punkte] Sei f: [—7,7[— R mit f(z) = 2? eine Funktion, die wir 2r-periodisch nach R

fortsetzen. Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten (ay,)n>o und (b,),>1. Notieren Sie Ihre
Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A1.

Losung:

WEeil die Funktion f gerade ist, gilt b, = 0 fiir alle n > 1. Wenn f : R — R eine L-periodische
Funktion ist, gilt die Formel

2nmx

2 L
an:L/_Zf(x)cos< 7 )da:, n € Np.

Fiir die gegeben Funktion erhalten wir also

1 = 2 [
a, = —/ 2% cos (nz) dr = —/ 2% cos (nx)dr, n € Np.
™ J—m T Jo

Damit erhalten wir fiir n =0

2 m 271 .7 2 (1 3> 2,
_ =z de = 2= e G
W=z 0 S o T 3" 3"
Und fir n > 1
ay, = —/ x” cos(nx) dx
7 Jo
2771 T 4 T
=— [mQ sin(nx)} —— | xsin(nx)dx
7 In o nmJo
=0
4 1 g 1
= —( ——xcos(nz)| + [ —cos(nz) da:)
nm n o Jon
4 [ —m " 1 . i 4(=1)"
T [na““m”)L T

=0

3.A2 [3 Punkte] Seig:[0,1[— R mit g(x) = e * fir x € [0, 1] eine Funktion, die wir 1-periodisch
nach R fortsetzen. Berechnen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten (¢;,),ez der Fourier-Reihe
von g.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A2.

Losung:
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— 2tnx

Fir n € Z gilt also hier
1 )
¢ = / e—xe—ﬂﬂnxdx
0

1 ;
:/ e—(1+7,27rn)xdx
0
1

1+122mn

1 _
T 1+ i2mn (1=¢)

Fiir eine L-periodische Funktion f, ist die Formel fiir die komplexen Koeffizienten

1 /L
cn:—/ fx)e™ 7, nez.
L Jo

L {67(1+i27m)ac} 1
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Aufgabe 4

4.MC1 [2 Punkte] Es sei u : B;(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion, wobei

B1(0) = {(z,9) € R? : 22 +¢*> < 1}. Wir betrachten u in Polarkoordinaten und es gelte die
Randbedingung

u(1, p) = 3(cos(p))?, fiir ¢ € [0, 27).
Dann ist das Maximum der Funktion u auf B;(0) gegeben durch
A)
B)
C)
D)

2

0

TRUE: 3
-1

~—~~ I~ —~

Losung:

Wir wenden Korollar 5.11 an. Die Funktion w ist harmonisch und nicht konstant auf By (0).
Also nimmt die Funktion ihr Maximum auf dem Rand 0B;(0) an. Es gilt also

max _ u(r,p) = max u(r,p) = max u(l,¢) =3 max (sin(p))* = 3.
(r,p)eB1(0) (ry0)€dB1 (0) p€[0,2m) ©€(0,2m)

4.MC2 [2 Punkte] Esseiu: B1(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion. Wir betrach-
ten u in Polarkoordinaten und es gelte die Randbedingung

(1,0) dwenn 0 < p <7
u(l, ) =
4 0wenn m < ¢ <27

Dann ist u(0,0) gegeben durch

Nach der Mittelwerteigenschaft (Satz 5.10), gilt

1 T
0):—/ ddp = 2.
mJo
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4.MC3 [2 Punkte] Fir k € R, definieren wir die Funktion

u:RxR—R
(t,x) > sin(kz — ).

Die Wellengleichung ist gegeben durch

Pu_ o
o2 Ox?
Welche der folgenden Gleichungen gilt fiir den Parameter k, wenn u die Wellengleichung erfiillt?
(A) k=
(B) k=-2
(C) TRUE: k* =1
(D) k* =4
Losung

Wir berechnen die entsprechenden Ableitungen

up(t,z) = kcos(kx —t), ug(t,r) = —k*sin(kx — 1)
w(t,x) = —cos(kx —t), wuyu(t,x) = —sin(kx —t).

Die Funktion u ist genau dann eine Losung von us; = u,,, wenn fiir alle x € R und alle ¢t > 0
die Beziehung

—sin(kz — t) = —k?sin(kx — t)

gilt. Dies ist genau dann erfiillt, wenn 1 = k? ist.

4.A1 [6 Punkte| Die Wirmeleitungsgleichung ist gegeben durch

0 0?
u(t,x):a—;;(t,x), fir 0 <z <7mund t > 0. (PDE)

Ausserdem, gelten die Rand und Anfangsbedingungen

ot

u(t,0) =u(t,m) =0 firt >0, (RB)
u(0,x) =2sin(3z), fir0<z<m. (AB)

(i) Fiithren Sie den Separationsansatz u(x,t) = f(t)g(x) in (PDE) durch, um je eine gew6hnliche
Differentialgleichung fiir f und g zu erhalten. Achten Sie darauf, dass fiir g periodische Funk-
tionen gesucht werden. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen der Differentialgleichungen
nicht konstant gleich Null sind. Schreiben Sie die allgemeinen Losungen explizit auf.

Losung:
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Indem man den Ansatz u(t,z) in (PDE) einsetzt, erhdlt man

@) _ g'(x)

ft)  glx)”

Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte Seite nur von x abhédngt, muss

St _g'(x)

ft)y  gl)

gelten, fiir ein kK € R. Man hat also eine Differentialgleichung fiir f und eine fiir g. Die
Losungen fir f sind gegeben durch

Ce™, CeR\{0}.
Die Losungen fiir g sind gegeben durch
Ae®VF Be ™* A BeR.

Wegen der Anfangsbedingung (AB), wissen wir dass ¢ eine nicht konstante periodische
Funktion sein muss. Und daher ist k = —w? < 0, mit w € R\ {0}. Man erhélt somit die
beiden Differentialgleichungen

fi(t) = —wf(2), (3)
J"(x) = —wg(x). (4)

Die Losungen fiir f und g sind dann gegeben durch

f(t) = Ce™,
g(x) = Acos(wz) + Bsin(wz),

mit A, B,C € R und w € R\ {0}.

(ii) Bestimmen Sie die Losungen g, der Differentialgleichung fiir ¢, so dass die Randbedingung
gn(0) = gn(m) = 0 gilt. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen g, nicht konstant gleich
Null sind.

Losung:

Aus (RB) erhalten wir u(t,0) = f(t)g(0) = Ce “"*A = 0 und damit A = 0, weil C' # 0.
Ausserdem folgt damit B # 0, weil sonst g konstant gleich null wéire. Wiederum aus (RB),
erhalten wir u(t,7) = f(t)g(r) = Ce "' Bsin(wr) = 0, und damit w = n fiir n € N. Die
gesuchten Losungen sind also von der Form

gn(z) = B, sin(w,z) = By, sin(nz), firn € Nund B, € R.

(iii) Schreiben Sie die Fundamentallésungen w,, (¢, ) = f,(t)gn(z), welche (PDE) and (RB) erfiillen,
explizit auf.
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Losung:

Un(t,2) = fo(t)gn(z) = Coe ™ !B, sin(na) = Dye " 'sin(nz), neN, D, € R.

(iv) Finden Sie durch Superposition der Fundamentallosungen, also mit dem Ansatz
u(t,z) = Z Dyu,(t,z), D, € R
n=1
die Losung von (PDE), welche die Anfangsbedingung (AB) und die Randbedingung (RB)

erfiillt. Schreiben Sie die Losung explizit hin.
Losung:

Einsetzen von u,(x,t) ergibt
u(t,z) = Dye " sin(nx).
n=1

Aus (AB) folgt
u(0,2) = > D, sin(nz) = 2sin(3z).
n=1
Mit Koeffizientenvergleich folgt also D3 = 2 und D,, = 0 fiir n € N\ {3}. Die Losung ist

also gegeben durch
u(t,r) = 2e~ % sin(3x).

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A1.
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Aufgaben und Losungsvorschlag
Gruppe B

Aufgabe 1

1.MC1 [2 Punkte] Wir betrachten das DGL-System
, , —2 1
x'(t) = Ax(t), t >0, wobei A= :
Es gilt A= PDP~! mit
(-1 1 (-3 0 L 1(-11
P‘<1 1>’D_<0 —1>’P _2<1 1)'

Dann ist die Losung t — x(t) des DGL-System, mit Anfangswert z(0) = <g> , gegeben durch

(C) TRUE: z(t) = ( e te )

—e 3t et

672t + eft

o a0 = (50

Losung:

Das Matrix-Exponential ist gegeben durch
e 3t 0 -1 1
1 1 0 et 1 1
o3t Bt
( 1 1> ( et et>
e et et p et
(_63t + eft e*?)t + eft > :
Also ist die Losung des DGL-System gegeben durch

(1) = et (0) = ( e te ) .

_e 3t 4ot

|
—_
—_

A pPDp-1
et = ¢l

|
—_
—_

N = N = N =
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1.MC2 [2 Punkte] Es seien a,b,c,d, f positive reelle Zahlen. Wir betrachten das folgende Kom-
partimentmodell mit Kompartimenten K, K5 und K3 :

d

/\

- F]

Y

Die Stoffmengen einer Substanz zur Zeit ¢ > 0 in den einzelnen Kompartimenten seien gegeben

durch die Funktionen ¢ — Y;(t), ¢ € {1,2,3}. Das Kompartimentmodell wird durch das folgende
DGL-System beschrieben

Y'(t) = AY (t), t > 0, wobei A € R**3.

Welche Matrix A passt zum obigen Kompartimentmodell?

—a b d
(A A= 0 —(b+4d) a
0 0 —(c+4d)
—a b d
By A= 0 —(0b+/) c
0 0 —(c+4d)
—a b d
(C) A= 0 —(b+/) c
b 0 —(c+4d)
—(a+0b) 0 d
(D) TRUE: A=| b - 0
0 c —(d+f)

Losung:

Sollte selbsterklarend sein.

1.MC3 [2 Punkte] Seiy = (-12 _02> Y+ ((2)> ein inhomogenes lineares System.
Fiir welches Yoo 2 it Yoo = yl eine stationare Losung?
00,2
(A) yoo,Q =0
(B) yoo,? — _1
(C) Yoo,2 = 1
(D)
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Weil gy, eine stationare Losung ist gilt

o= (3 %) (L) + ()

Damit folgt 1 — 2y, 2 = 0 und somit Yoo 2 = %

1= (4

(i) [2 Punkte] Bestimmen Sie das Matrix-Exponential !4 fiir ¢ > 0.
Hinweis: Berechnen Sie zuerst 71 AT, wobei die Matrizen T und T~! gegeben sind durch

(1 —1 1 0 1
T(l 0> und T <_11>.

Die Jordan-Normal-Form ist gegeben durch

R (51
J:=T AT-(O 5).

1.A1 Die Matrix A sei gegeben durch

Losung:

Es gilt dann

1 _
etA — etTJT — TetJT 1’

' 67575 t€75t
“Tlo e)
a (1 =1\ (e te’\ [0 1
7\t o)Jlo et)\-1 1
1 =1\ [(—te® €% + te?
= 1 0 _€5t e5t
(1 —1) te’
o —te’t 51 +1)

(ii) [1 Punkt] Bestimmen Sie die Losung der DGL

und

Damit folgt

2(t) = Ax(t), 2(0) = (?) |

Losung:
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Die Losung der DGL ist gegeben durch

2(t) = e (0) = (éﬁfi t)> .

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A1.
1.A2 Wir betrachten die Differentialgleichung
2" =22 +x=0. (DG)

(i) [1 Punkt] Sei nun y(t) = (x(t),2'(t))”, wobei x eine Losung von (DG) ist. Bestimmen Sie
eine Matrix A, so dass gilt

y(t) = Ay(t).

A= (%)

Wenn wir die Differentiagleichung umschreiben, erhalten wir z”(t) = 22/(t) — x(¢). Damit
folgt

Losung:

Wir definieren

(ii) [2 Punkte] Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von (DG).

Losung:

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch pa(\) = A% — 2\ + 1, mit der
doppelten Nullstelle A = 1.

Variante 1: Nach Satz 1.22 bilden die Funktionen
xi(t) =€, xo(t) = te, (5)

ein Fundamentalsystem.

Variante 2: Das Matrix Exponential ist gegeben durch

1—1t t

tA Ut

(150,

Die Spalten der Matrix e*4 bilden eine Basis des Losungsraum von 3’ = Ay. Daraus folgt,

dass die erste Zeile von €' eine Basis von (DG) bildet. Also ist

r1(t) =e'(1—1t), m(t) =t (6)
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| eine Basis. Basen sind nicht eindeutig, (5) und (6) geht beides.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A2.
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Aufgabe 2

2.MC1 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = ¢*2!. Dann ist die

Laplacetransformation L[g] gegeben durch:

(A) Llol(s) = 5
2
(B) L) = -
(©) L) = o
(D) TRUE: L[g|(s) = (S_li@))g

Losung:

Mit dem Damfpungssatz folgt

Llgl(s) = L[t?™*)(s)
= L[t*](s — In(2))

2

(s —In(2))*

2.MC2 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = (t — 3)?J(t — 3), wobei

0, x<O.

9(a) = {1, x>0,

Dann ist die Laplace-Transformation £[g| gegeben durch:

Losung:

Mit dem Verschiebungssatz folgt

(= 3)20(t — 3)](s) = e L2I0)](s) = e3>

g3
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2.MC3 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = t"/2. Es gilt

£ [ (s) = Zg

Dann ist die Laplace-Transformation von L[g] gegeben durch

(A) TRUE: £[g|(s) = - 2VT

16s9/2
(B) Llol(s) =

(© £lglts) =

1057

885/2

(D) L[gl(s)

Losung:

Mit dem Satz iiber Integration im Originalbereich und mit dem Hinweis folgt

L [t7/2} (S) _ 27S£ [ 5/2} (5) _ 1&;2;//?

2.A1 [3 Punkte] Bestimmen Sie die inverse Laplace-Transformation von F'(s) = m.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1.

Losung:

Nach dem Dampfungssatz gilt

1
s+ 3

1

Lle %) (s) = P

und  L[e ](s) =

Variante 1: Nach dem Faltungs-Satz gilt
F(s) = Lle™™](s)L[e™](s) = L[e™™ x e7](s).

Fiir die Faltung erhalten wir
t t
(€73 % e~ t) (1) = / o3 o= AET) g / et = e — 1) = e — U,
0 0

Also ist die inverse Laplace-Transformation gegeben durch e=3t — e~4,

Variante 2: Es gilt die Parialbruchzerlegung

1 1

F(s) = — .
(5) s+3 s+4
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Mit der Lineritat der Laplace-Transformation folgt

1 1 =3t —4t o _3¢ A
s+3_5+4:£[6 ] = Lle™"(s) = Lle™™ — e 7(s).

F(s) =

Also ist die inverse Laplace-Transformation gegeben durch e=3t — e=#.

2.A2 [3 Punkte] Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems
Z(t) + 3&(t) + 22(t) =0, =(0)=0, ©(0) =1

unter Verwendung der Laplace-Transformation.
Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A2.

Losung:

Wir definieren X (s) = L[z](s). Mit dem Ableitungs-Satz und den Anfangsbedingungen folgt

L[#](s) = sL[i](s) — 2(0) = s(sL[z](s) — 2(0)) — #(0) = s°X(s) =1 und

Damit erhalten wir

L[# + 3% + 22](s) = s2°X(5) — 1 + 35X (s) + 2X(s)
= X(s)(s*+3s+2) -1

Wenn wir die Laplace-Transformation auf beiden Seiten der Differentialgleichung anwenden
und nach X (s) auflésen, erhalten wir

1

X e
(5) s24+3s5+2

Wir machen den Ansatz fir eine Partialbruchzerlegung. Wir suchen also A, B € R, so dass

s2+1 A N B
s2(s+1) s+1 s+2
Nach ausmultiplizieren, erhalten wir A = 2, B = —1 und somit
1 1

Daraus folgern wir
L[z](s) = X(s) = L[e™" — e *](s).

Also ist die Losung gegeben durch z(t) = e — e, wegen der Eindeutigkeit der Laplace-

Transformation.
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Aufgabe 3

3.MC1 [2 Punkte]| Sei f die Funktion mit f(z) = dz*+ 1, einer Konstante d und z € [—1,1]. Fiir
welches d hat die 2-periodische Fortsetzung von der Funktion f den Fourier-Koeffizienten ag = 47

Die korrekte Antwort ist d = 3, da

ap = /_ll(d:cz +1)de = (d [:{;r_l n 2) _ (dz 4 2)

:d§+2:4 & d=3.

3.MC2 [2 Punkte] Sei f: [—m, n[— R mit f(z) = zcos(x) eine Funktion, die wir 27-periodisch

nach R fortsetzen. Weiterhin sei F'(x) = % + > aycos(nz)+ > by sin(nz) die Fourier-Reihe zur

n=1 n=1

Funktion von f. Dann gilt

(A) TRUE: a, = 0 fiir alle n € N
(B) ao = 5

(C) b, =0 fur allen e N

(D) =7

Losung:

Weil f ungerade und x +— cos(nx) gerade ist, gilt fir alle n > 0, dass

—/ ) cos(nz)dx = 0.

3.MC3 [2 Punkte] Sei f: [—m, 7[— Rmit f(x) = 2+ 7 eine Funktion, die wir 27-periodisch nach
R fortsetzen. Dann kann f auf ganz R als Fourier-Reihe dargestellt werden. Welchen Wert nimmt
die Fourier-Reihe von f an der Sprung-Stelle z = 7 an?

(A) 1
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Losung:

_ 2r _
r =T, also gegen 5 = 7.

Nach Satz 4.6 konvergiert die Funktion zum Mittel des linken und rechten Grenzwertes bei

3.A1 [3 Punkte] Sei f:

[—m, m[— R mit f(x) = 2 eine Funktion, die wir 27-periodisch nach R

fortsetzen. Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten (a,),>o und (b,),>1. Notieren Sie Ihre
Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A1.

Losung:

Funktion ist, gilt die Formel

L

ap = E/QL f(z) cos

2

Fir die gegeben Funktion erhalten wir also
1
a, = —/ x”cos (nx) dx =
T J—7

Damit erhalten wir fiir n =0

Weil die Funktion f gerade ist, gilt b, = 0 fiir alle n > 1. Wenn f : R — R eine L-periodische

(

2

™

2 271 97 2/1 2
ap = —/ 2de == [xg] = — (773) 2.
7 Jo T L3 o T \3 3
Und firn >1
2 [,
a, = —/ x cos(nx) dx
7w Jo
271 T4 g7
—— [ﬁ sin(nx)} —— [ wsin(nx)dzr
T ln o nmJo
-0
4 1 T m1
= - ({—x cos(nx)} + — COS(TL.I‘) dx)
nm n 0 0 n
4 | —m 1 T 4(-1)"
— |- (—1)" + [n2 sin(nx) . =
N e’

2nmx

. )dm, n e N,

/ 2% cos (nx) dr, n € Np.
0

=0

3.A2 [3 Punkte] Seig:[0,1[— R mit g(x) = e * fur x € [0, 1] eine Funktion, die wir 1-periodisch
nach R fortsetzen. Berechnen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten (c;,),ez der Fourier-Reihe

von g.
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Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A2.

Losung:

Fiir eine L-periodische Funktion f, ist die Formel fiir die komplexen Koeffizienten

1 L _j2mnx
cn:—/ flz)e™"" L, nelZ.
L Jo
Fir n € Z gilt also hier
1 )
¢ = / 6—:56—127rna:d$
0
1 )
:/ e—(1+7,27rn)a:dl,
0
—1

{67(1+i27m)ac} 1

- 1+12mn 0

1 _
1+ i2m (1=¢)
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Aufgabe 4

4.MC1 [2 Punkte] Es sei u : B;(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion, wobei
B1(0) = {(z,9) € R? : 22 +¢*> < 1}. Wir betrachten u in Polarkoordinaten und es gelte die
Randbedingung

u(1, p) = 3(cos(p))?, fiir ¢ € [0, 27).
Dann ist das Maximum der Funktion u auf B;(0) gegeben durch
A

B

) —1

) T
C) 2

) 0

RUE: 3

D

~—~~ I~ —~

Losung:

Wir wenden Korollar 5.11 an. Die Funktion w ist harmonisch und nicht konstant auf By (0).
Also nimmt die Funktion ihr Maximum auf dem Rand 0B;(0) an. Es gilt also

max _ u(r,p) = max u(r,p) = max u(l,¢) =3 max (sin(p))* = 3.
(r,p)eB1(0) (ry0)€dB1 (0) p€[0,2m) ©€(0,2m)

4.MC2 [2 Punkte] Esseiu: B1(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion. Wir betrach-
ten u in Polarkoordinaten und es gelte die Randbedingung

(1,0) dwenn 0 < p <7
u(l, ) =
4 0wenn m < ¢ <27

Dann ist u(0,0) gegeben durch

Nach der Mittelwerteigenschaft (Satz 5.10), gilt

1 T
0):—/ ddp = 2.
mJo
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4.MC3 [2 Punkte] Fir k € R, definieren wir die Funktion

u:RxR—R
(t,x) > sin(kz — ).

Die Wellengleichung ist gegeben durch

Pu_ o
o2 Ox?
Welche der folgenden Gleichungen gilt fiir den Parameter k, wenn u die Wellengleichung erfiillt?
(A) k?* =4
(B) k=3
(C) k=-2
(D) TRUE: £* =1
Losung

Wir berechnen die entsprechenden Ableitungen

up(t,z) = kcos(kx —t), ug(t,r) = —k*sin(kx — 1)
w(t,x) = —cos(kx —t), wuyu(t,x) = —sin(kx —t).

Die Funktion u ist genau dann eine Losung von us; = u,,, wenn fiir alle x € R und alle ¢t > 0
die Beziehung

—sin(kz — t) = —k?sin(kx — t)

gilt. Dies ist genau dann erfiillt, wenn 1 = k? ist.

4.A1 [6 Punkte| Die Wirmeleitungsgleichung ist gegeben durch

0 0?
u(t,x):a—;;(t,x), fir 0 <z <7mund t > 0. (PDE)

Ausserdem, gelten die Rand und Anfangsbedingungen

ot

u(t,0) =u(t,m) =0 firt >0, (RB)
u(0,x) =2sin(3z), fir0<z<m. (AB)

(i) Fiithren Sie den Separationsansatz u(x,t) = f(t)g(x) in (PDE) durch, um je eine gew6hnliche
Differentialgleichung fiir f und g zu erhalten. Achten Sie darauf, dass fiir g periodische Funk-
tionen gesucht werden. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen der Differentialgleichungen
nicht konstant gleich Null sind. Schreiben Sie die allgemeinen Losungen explizit auf.

Losung:
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Indem man den Ansatz u(t,z) in (PDE) einsetzt, erhdlt man

@) _ g'(x)

ft)  glx)”

Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte Seite nur von x abhédngt, muss

St _g'(x)

ft)y  gl)

gelten, fiir ein kK € R. Man hat also eine Differentialgleichung fiir f und eine fiir g. Die
Losungen fir f sind gegeben durch

Ce™, CeR\{0}.
Die Losungen fiir g sind gegeben durch
Ae®VF Be ™* A BeR.

Wegen der Anfangsbedingung (AB), wissen wir dass ¢ eine nicht konstante periodische
Funktion sein muss. Und daher ist k = —w? < 0, mit w € R\ {0}. Man erhélt somit die
beiden Differentialgleichungen

fi(t) = —wf(2), (7)
J"(x) = —wg(x). (8)

Die Losungen fiir f und g sind dann gegeben durch

f(t) = Ce™,
g(x) = Acos(wz) + Bsin(wz),

mit A, B,C € R und w € R\ {0}.

(ii) Bestimmen Sie die Losungen g, der Differentialgleichung fiir ¢, so dass die Randbedingung
gn(0) = gn(m) = 0 gilt. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen g, nicht konstant gleich
Null sind.

Losung:

Aus (RB) erhalten wir u(t,0) = f(t)g(0) = Ce “"*A = 0 und damit A = 0, weil C' # 0.
Ausserdem folgt damit B # 0, weil sonst g konstant gleich null wéire. Wiederum aus (RB),
erhalten wir u(t,7) = f(t)g(r) = Ce "' Bsin(wr) = 0, und damit w = n fiir n € N. Die
gesuchten Losungen sind also von der Form

gn(z) = B, sin(w,z) = By, sin(nz), firn € Nund B, € R.

(iii) Schreiben Sie die Fundamentallésungen w,, (¢, ) = f,(t)gn(z), welche (PDE) and (RB) erfiillen,
explizit auf.
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Losung:

Un(t,2) = fo(t)gn(z) = Coe ™ !B, sin(na) = Dye " 'sin(nz), neN, D, € R.

(iv) Finden Sie durch Superposition der Fundamentallosungen, also mit dem Ansatz
u(t,z) = Z Dyu,(t,z), D, € R
n=1
die Losung von (PDE), welche die Anfangsbedingung (AB) und die Randbedingung (RB)

erfiillt. Schreiben Sie die Losung explizit hin.
Losung:

Einsetzen von u,(x,t) ergibt
u(t,z) = Dye " sin(nx).
n=1

Aus (AB) folgt
u(0,2) = > D, sin(nz) = 2sin(3z).
n=1
Mit Koeffizientenvergleich folgt also D3 = 2 und D,, = 0 fiir n € N\ {3}. Die Losung ist

also gegeben durch
u(t,r) = 2e~ % sin(3x).

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A1.
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