Aufgaben

1. Gegeben sei folgendes 3-Kompartiment-Modell fiir ¢ > 0 und 0 < b,¢,d, e < 1:

a) Stellen Sie das zugehorige DGL-System ¢/ (t) = A-y(t) + g(t) auf, welches die Entwicklung
einer Substanz in den Kompartimenten beschreibt.

Wir betrachten nun das lineare DGL-System
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2'(t) = B-z(t), wobei B = ( ) , mit Anfangswert z(0) = (i) .
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b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix B.

c) Berechnen Sie e8!, und daraus die Losung z(t) des DGL-Systems, fiir alle ¢ > 0.
Hinweis: Die Matrix B ist nicht diagonalisierbar. Verwenden Sie deswegen folgende Matrix
T, um B in ihre Jordan’sche-Normalform zu transformieren:
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Sei z(t) die Grosse einer gewissen Population. Die Entwicklung der Populationsgrisse werde

durch die Differentialgleichung
2'(t) = az(t)(K — 2(t))

beschrieben, wobei o, K > 0 gegebene Konstanten sind.
d) Fiir welche Anfangswerte z(0) bleibt die Populationsgrésse konstant?

e) Bestimmen sie die Losung z(t) falls z(0) = zp, mit 0 < zp < K.

Bitte wenden!



2. Wir suchen die Losung u(z,y) eines Laplace-Problems auf dem Quadrat ¢ mit Ecken (0, 0),
(1,0), (0,1), (1,1). D.h., es gelte
Au=0 in Q,

und die gesuchte Funktion u erfiille die Randbedingungen

u(0,y) =0 fir0<y<1
u(l,y) =¢(y) firo<y<l1 1)
u(z,0) =0 fir0<z<l1
u(z,1) =0 fiir 0 <z <1,

sei.

a) Machen Sie einen Separationsansatz u(z,y) = X (2)Y (y) und bestimmen Sie die Differenti-
algleichungen fiir die Funktionen X und Y.

b) Finden Sie alle Losungen fiir X und Y unter Beachtung der Randbedingungen X (0) = 0,
Y(0) = Y(1) = 0.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst Y.

c) Zeigen Sie, dass die Fourier-Reihe von ¢ gegeben ist durch
i 4 sin(27(2n 4+ 1)y).
‘ m3(2n + 1)3

n=

Hinweis: ¢ ist eine ungerade Funktion.

d) Bestimmen Sie durch Superposition der gefundenen Lésungen fiir X und Y die gesuchte
Funktion u(z,y) mithilfe von c).

Siehe nachstes Blatt!



3. In dieser Aufgabe bezeichne L£{f}(s) die Laplace-Transformierte einer gegebenen Funktion
fiRY S C.
a) i) Berechnen Sie £{cosh}(s) direkt anhand der Definition £L{f}(s) = [, f(t)e~*'dt.
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Hinweis: es gilt cosh(t) = “15—.

ii) Wie lautet die Laplace-Transformierte der Funktion
2 cosh(2t) + [2(t — 2)]? - o(t — 2),

wobei o definiert ist durch o(t) =1 fiir ¢ > 0 und o(¢) = 0 fiir ¢ < 07

b) Bestimmen Sie mittels Partialbruchzerlegung die Originalfunktion h(t) zu
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m, fiir beliebige a,b > 0 mit a # b.

¢) Wir suchen die Losung u(t), ¢ > 0, der linearen Differentialgleichung
74 (t) +u(t) =v(t), mit Anfangsbedingung u(0) = 0, (2)

wobei 7 > 0 konstant und v(-) eine gegebene Funktion ist.

i) Seien U(s) = L{u}(s) und V(s) = L{v}(s). Bestimmen Sie U in Abhéngigkeit von V'
und 7.

ii) Sei nun v(t) = v(0) = vo fiir alle ¢ > 0. Bestimmen Sie die gesuchte Losung u(t) von
(2) mittels Riicktransformation aus i).



