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Losungen zur Priifung Mathematik III

1. (12 Punkte)

a) (2 Punkte)

a

S LR oy
d

b) (2 Punkte) Fiir eine stationire Losungsfunktion y gilt y., =0,

Das heisst, es gibt einen nichttrivialen stationédren Zustand des Systems genau
dann, wenn das homogene LGS A -y, = 0 eine nichttriviale Losung hat, also
genau dann, wenn det(A) = 0. Falls e = 0, gilt

det(A) = —a(b+ ¢)d + abd — ac(—d) =0

fir alle a, b, ¢, d, und somit existiert ein nichttrivialer stationérer Zustand.
Bemerkung: Das heisst auch, dass A = 0 immer einer der Eigenwerte von A ist,
und der zugehorige Eigenvektor einer stationdren Losungsfunktion entspricht.

c) (5 Punkte) Die charakteristische Gleichung det(B — AI) =0 ergibt die Eigenwerte:

1 1 1
det(B—)\I):<>\+§> <>\+§>;0 = /\1:—5, AL = ——.

Nun 16sen wir B - v; = A\;v; um die zugehoérigen Eigenvektoren zu bestimmen:
1 a —La—1b 1 /a 1
veer ()= () =5 0) == 0),
1 a\ —%a — %b 1 /a (1



d)

Also mit P = (v1,v2) erhalten wir

R N B AN
B_PDP_<01 0 —3) \0 1)°
und somit

Bt p.eDt p-1_ (1 —L), e 3t 0 ) (1 1) _ [e3t o3
B S \0 1 0 e—%t 0o 1) 0 o1

Die Losung ist folglich

P2 (t)=BP-z(t) + f(t)
P-Z(t)=PDP7'P.2(t) + f(t)
P-2(t)=PD - z(t) + f(t)
Z(t)y=D-z(t)+ P71 f(t)
Das heisst,
() = —3z1(t) B EUE Azt
(t) = —Lay(t) + ¢ 2(t) = Age™3" +at + b
1
t) = Aje 32!
Koeflizientenvergleich = () 1e f .
zo(t) = Age™ 3" + 3t —9
Riicksubstitution:

_ 1y o _ 1y o
2(t) = Pa(t) = 1€ _ffe 30— 3t+9
Age 3" 4+3t—9

Anfangswert einsetzen ergibt die Konstanten:

2(0) = <A1;2‘i29+ 9> - G) = A =24, =10

L e = 2e~2t — 10e 3" — 3t + 9
- 100”5 + 3t — 9 '



2. (12 Punkte)
a) (2 Punkte) Fiir alle x € R gilt

fl-a) = 5 = —f(w)

also ist f ungerade. (Oder: mittels einer Skizze konnen wir sagen, dass f ungerade
ist) Dann gilt a, = 0 fiir alle n > 0.

b) (4 Punkte) Weil f ungerade ist,

2 iy
b, = — / sinh z sin nxdx
T Jo
27 1 . 1 [7
= — |——sinhzcosnz|j + — cos nx cosh zdx
T L n n 0
2 [ (=1)" 1 [T 1 (7
= — —( ) sinh 7 + —2/ cos nx cosh xdx — — sinhxsinhxdz}
T L n n 0 n 0
27 (=)™ 1 (7
= — —( ) sinh 7 — —2/ sinhxsinhazdm}
T L n n 0
2(—1 n+1 1
nmw n
Das heisst,
(_1)n+12n )
bn = m sinh 7.
Also gilt

— (—1)"+12
F(z) = Z((QT):sinhﬂ'sinnzp.
n

n=1



c) (2 Punkte) Fiir die komplexen Koeffizienten ¢, gilt

(an —iby) n >0
Cp = %ao n=2>0
F(a—p +ib_p) n <O,

wobei ay,, b, die Koeflizienten der Fourier-Reihe in reeller Form sind. Sei g ungerade,
also a, = 0, fiir alle n > 0. Demnach ist ¢y = 0. Alle anderen ¢, sind nicht notwen-
digerweise null, ein Gegenbeispiel ist durch die Fourierreihe zu f aus Aufgabenteil
b) gegeben.

d) (4 Punkte) Bekanntlich lautet die allgmemeine Losung y = yp, + yp, wobei y;, die
Losung der homogenen Differentialgleichung y”+3y = 0 ist und v, irgendeine Lésung
des inhomogenen Problems ist. Die Nullstellen von 2% 4+ 3 = 0 sind z; = v/3i und
29 = —/3i, demnach ist die allgemeine Losung von y” + 3y = 0

Yn = CeV3iT 4 Oy~ V3iz C} sin 3z + Ch cos V3,

wobei C, Cy, Cf und C) beliebige reelle Konstanten sind. Mit dem Ansatz y, =
Y o2 by sinna lautet die 2. Abteilung von y,

[o.¢]
y;,': E —n2b,, sin nz.
n=1

Riicksubstitution in ¢ (z) + 3y,(z) = sin® z = 3 sina — % sin 3z, und Koeffizienten-

vergleich ergeben
~ ~ 3
b1 +3bp = 1

—9b3 +3by = —-
—n%b,+3b, = 0 n#l3.

Also ist y, = %sinx + i sin 3z eine partikuldre Losung, und die allgemeine Losung
lautet

3 1 . .
y(x) = —sinz + — sin 3z + CreV3® 4 Chem V3

8 24
3 1
= gsinx + 21 sin 3z + O} sin V3z + C5 cos V3,

wobei C1, C2, C] und C) beliebige (reelle) Konstanten sind.



3. (12 Punkte)
a) i) (2 Punkte) Es gilt

e~ (s—a)t

e8] %) 1 o0 1
= —(s—a)t e —(s—a)t —
L{f}(s) /0 te dt t_(s_a)(o +8_a/0 e o= =

(wobei streng genommen der Definitionsbereich R(s) > « ist).
ii) (1 Punkt) Aus i) und mit dem Ableitungssatz gilt

s
(s — a)?
Also ist f/(t) = (1 + at)e™ die Originalfunktion zu s/(s — a)?.

= s L{fHs) = L{Hs) + £(0) = L{F}(s). (1)

b) (2 Punkte) Mittels geeigneter Transformationssétze erhélt man nacheinander

L{g}(s) = e~ ¥ L{cos(t)}(s) + L{(2t)>}(s + 3)
= seh i -+ 8L{E} (5 +3)
s 3!

_ —4s
=% T a +8(s+3)4'

c) (8 Punkte) Geméss Faltungssatz und mit doppelter partieller Integration erhélt
man

t
h(t) :/ cos(u)e® =" dy,
0

a(t u)

/sm “(t ) du

= sin(t) + [ (— cos(u))et— } /Ot cos(u)e® =" duy,
= sin(t) — acos(t) + ae® — a®h(t),

= sin(u)

und Auflosen nach h(t) ergibt

1

m(sin(t) — acos(t) + ae™).
a

h(t) =

d) i) (2 Punkte) Mit dem Ableitungssatz (fiir die zweite Ableitung) gilt

s2Fy(s) + B(F1(s) — Fy(s)) = sA
s2Fy(s) — B(Fi(s) — Fy(s)) = 0.



Dies ist ein lineares Gleichungssystem in Fp, F5, und es gilt
Fi(s)\ _ -1 (54
<F2(S)> Mo )
M= s2+B =B
S\ =B +8)
Aus det(M) = (s? + B)? — 32 ergibt sich also
Fi(s)\ 1 s>+ B sA
Fy(s))  (s2+8)2—-p>\ B +5)\0

- (s2+ 51)2 — 32 <(82 ;si)SA> '

ii) (2 Punkte) Aus i) wissen wir, dass

wobei

(s 4+ B)sA B A(s® +B)
(24 8)2— B> (s>+2B)s’

Die gesuchte Funktion ¢; ist die Originalfunktion zu Fj. Wir bestimmen sie
mittels Partialbruchzerlegung. Der iibliche Ansatz

Fl(S) =

As*+B) B Cs+D
(s24+28)s s 24283

liefert nach Multiplikation mit (s + 2/)s
A(s* + B) = B(s* 4+ 28) + (Cs + D)s = 268B + Ds + (B + C)s?,
und Koeffizientenvergleich ergibt B = A/2, D = 0und C = A — B = A/2.

Insgesamt gilt also
Al s
F - - <_ > )
) =55 72
und damit

61(1) = 51+ cos(y/251).



