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1. Laplace-Transformation (10 Punkte)

Die Laplace-Transformierte L[f] einer stiickweise stetigen Funktion f : [0,00) — R
mit |f(t)] < Ce® fiir C > 0, @ € R ist definiert durch

L) = [ e par
0
fir Re s > ay, wobei ay = inf{a € R : |f(¢)] < Ce® fiir ein C' > 0}.

a) Die Funktion f sei gegeben durch f(t) = 3sin(t — 2)o(t — 2) + e~ ", wobei

1 >0

o(u) = O’ " ; 0 Berechnen Sie L[f](s) fiir s € C mit Re s > 0. (3 Punkte)
, u<O0.

Zuerst verwenden wir die Linearitit der Laplace-Transformation, dann den Verschie-
bungssatz:

L[f](s) = L[t — 3sin(t — 2)o(t — 2)](s) + L]t — exp(—=Tt)](s)

1

= 3¢~ 2 L][si

e [sin](s) + ST

(1 Punkt) (1 Pvunkt )

_ 3e28 n 1

1+s2 s+7

——

(1 Punkt)

b) Zeigen Sie allgemein, dass fiir s € C mit Re s > max{a,, oy} gilt:

L[gl(s) = sL[g)(s) — 9(0),
falls g, ¢’ beide die oben genannten Bedingungen erfiillen. (2 Punkte)

Hinweis: Benutzen Sie partielle Integration.
£l )s) = [ ey oy
0

= [e_Stg(t)]go + s/ooo e Stg(t)dt (1 Punkt)

A 1 sclgl(s) - a(0)

= sLlgl(s) —g(0) (1 Punkt),

= lim

da |g(T)| < Ce°T fiir ein «a € (g, Re s) und Re s > ay.

Hinweis: Die genaue Begriindung ist nicht erforderlich. Es reicht fiir die volle Punkt-
zahl, zu schreiben, dass limp_, o % = 0.
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Betrachten Sie nun das Anfangswertproblem

y'(t) +y(t) =1,  y(0) =y'(0)=0.

c) Zeigen Sie, dass fiir die Laplace-Transformierte von y gilt:

1
Llyl(s) = m
Finden Sie A, B,C € R, sodass L[y](s) = 2 Ejj:lc

Wir Laplace-tranformieren die Differentialgleichung;:

(8 Punkte)

1
Lly" +yl(s) = LOJ(s) =<
~~
(1/2 Punkt)
1
Ly)(5) + Lly)(s) = -
itungssatz 1
Able t:>gs at Sﬁ[y/](s) o y/(o) +£[y] (S) — _
~—~ S
=0
Ableitupgssata s(sLy](s) — y(0)) + L[y](s) = 1 (1/2 Punkt)
~~ §
=0
1
(1+s*)Lyl(s) = 5
1
- Lyl(s) = m (1/2 Punkt)
Eine Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz 5(521 ) R % + 15; + 1-5-% liefert:

A=1 (1/2 Punkt) B = —1 (1/2 Punkt) C =0 (1/2 Punkt).

d) Finden Sie y(t) durch Riicktransformation.

s 142
= 1 — cos(t) .
-~

~———
(1 Punkt) (1 Punkt)

meEJFHl— s hw

Alternative Losung: Mit dem Faltungssatz gilt wegen L[y](s) =
wobei fi(t) =1 und fao(t) = sin(t):

(2 Punkte)

o = LLAIG)LIf(s),

y(t) = (fix fa)(t) = /0 sin(u)du = [~ cos(u)]fy = 1 — cos(t). (2 Punkte)

Hinweis: Auch wenn die Losung von d) mit dem Faltungssatz bestimmt wurde, miissen
in c) A, B,C bestimmt werden, um die volle Punktzahl zu erhalten.

Bitte wenden!



2. Fourierreihen (10 Punkte)

Die Funktion f sei gegeben als f(t) = § — |t| auf [—n, 7|, 27m-periodisch fortgesetzt
auf R.

Weiterhin konvergiert die reelle Fourierreihe der Funktion f auf ganz R gegen f,
es gilt also:

_a = - : )
f(t) = 5 + ; a, cos(nt) + ; by, sin(nt) fir alle t € R

mit ag, an, b, € R.

a) Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten der Funktion f. (3 Punkte)
Hinweis: Benutzen Sie die Symmetrie von f.

Die Funktion f ist gerade, also gilt b, = 0 fiir alle n € N. (1 Punkt)

ot [ (5r)a

/Oﬂ(g—t)dt

2
T

= % [gt - 1#] =0 (1 Punkt),
1
T
2
T

an = /: <g - \t\) cos(nt)dt
- /OTr g cos(nt)dt — fr/oﬁtcos(nt)dt
_ [nsmim)h 2 [tsm(;uf)]o — /0 sin(nt)dt
= 2 feos(nt)];
= (1" - 1)

(1 Punkt)

n ungerade

B {0, n gerade

n2m’

b) Benutzen Sie die Fourierreihe von f, um zu zeigen, dass

[e.e]

o1 11 o
(2k+1)2 12 32 5 7 87

k=0
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(2 Punkte)

f ist gerade und stetig auf [—m, 7[, also auch stetig auf R und wird deshalb iiber-
all durch ihre Fourierreihe dargestellt. Es gilt:

S 1 1
DT 2w

k=0 n ungerade
T Y cos(n-0) (1 Punkt)
= 1 n27'(' cos(n un
n ungerade -1
2

™ ™ [T ™
—— =_(Z_ = —. 1 Punkt

O =2(5-10) =% (1 Punkt)

Wir betrachten nun einen getriebenen, geddmpften harmonischen Oszillator mit der
obigen Funktion f als duflerer Kraftwirkung:

" (t) + 62'(t) + 25z(t) = f(t), (1)

c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung xj, der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung und zeigen Sie lim; o zp(t) = 0. (2 Punkte)

Mit dem Ansatz x ~ e erhilt man
(A% +6) +25)eM =0,
also ergibt sich: A\j 2 = —3 £ /9 — 25 = —3 £ 4i. Somit:
xp,(t) = Ae ' cos(4t) + Be 3 sin(4t) (1 Punkt)
Da |sin(4t)] <1 und |cos(4t)| < 1 gilt:
lim |z, (t)] < tlgglo(]Ak_?’t + [Ble™3") = 0. (1 Punkt)

t—o00

d) Bestimmen Sie nun eine spezielle Losung von (1). (3 Punkte)

Hinweis: Finden Sie fiir n > 1 jeweils eine Losung x,, von
zl(t) 4+ 62, (t) + 25x,(t) = a, cos(nt) + b, sin(nt).

Dann ist 2(t) = > . x,(t) eine Losung von (1). Wir wollen die Differentialglei-
chungen

0 d
T (t) + 625, (t) + 252, (t) = { ’4 n gerade

——cos(nt), n ungerade

Bitte wenden!



fiir jedes n > 1 l6sen. Wir 16sen zunéchst

o

, n gerade
%emt, n ungerade

Ty (t) + 6, () + 252,(t) = {

und bilden anschlieBend z,(t) = Re 7,(t) Mit dem Ansatz z,(t) = A,e™ ergibt
sich:
0, n gerade

—L_eint  p ungerade,

n2w

Ap(—n? 4 6in + 25)e™ = {

also ergibt sich:

0 d
A, = { ’ 1 eerade (1 Punkt)

4
(@ Tems v ungerade,

(1/2 Punkt)

4((25—n?)=6in) d
n27r((25_n2)2+36n2)7 n ungera e’

B {0, n gerade

Also erhalten wir fiir ungerade n:

z,(t) = Re ,(t)
= Re {Re A, cos(nt) — Im A, sin(nt) + i (Im A, cos(nt) + Re A, sin(nt))}
= Re A, cos(nt) — Im A, sin(nt) (1/2 Punkt)

4(25 — n?) 24n
= (@5 — )2 1 36m2) U F s — e 36n2)

sin(nt) (1/2 Punkt)
fiir gerade n ist x,(t) = 0 (1/2 Punkt). Also gilt:

~ 4(25 — n?) 24 |
w®)= 2 (n27r((25 —y 36) U T @ ) 1 son?) Sm(”ﬂ)

n ungerade
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3. Kompartimentmodell (10 Punkte)

Ein aus drei Teilen K7, K5 und K3 bestehendes Kompartimentsystem sei beschrieben
durch das lineare Differentialgleichungssystem y'(t) = Ay(t) + g(t) mit

—(a+d) 0 0 0
A= a —(b+e) c : gty=1 0 |. (2)
0 b —(c+f) Z(t)

Dabei beschreibt y;(t) die Konzentration einer Substanz in Kompartiment K; (i €
{1,2,3}) zur Zeit t > 0 und a, b, c,d, e, f sind positive reelle Zahlen.

a) Zeichnen Sie ein Kompartimentmodell, das (2) beschreibt und beschriften Sie
die Pfeile entsprechend. (2 Punkte)

[ o [ Ko =20
T

Die Parameter seien nun wie folgt gewéhlt: a = b = ¢
AuBlerdem gehen wir von einem konstanten Zulauf Z(t) = 4 aus.

b) Berechnen Sie fiir ¢ > 0 die Matrix exp(tA). (4 Punkte)

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass A = T JT~! gilt, wobei

0 —4 0 L [0 —1 1 -3 1 0
T=|-2 1 1 ,T—lzZ -1 0 0),J=10 =3 0
2 1 1 1 2 2 0 0 -1

Es gilt
—2 1 2 —1 —1
exp(tA) = Inxn +tTJT = + 5t TJT'TJT ' + ..

1
=T(Inxn +tJ + §t2J2 4.7
= Texp(tJ)T™! (1 Punkt)

Weiterhin gilt:

ef3t te*Bt 0
exp(tJ)=| 0 3t 0|, (2 Punkte)
0 0 et

Bitte wenden!



wie man entweder mithilfe der Formel fiir das Exponential von Jordanmatrizen oder
durch direkte Rechnung sieht. Damit ergibt sich:

0 —4 0\ [e3 te3t 0 (0 11
exp(tA)=|-2 1 1 0 e 0 (-t 00
2 1 1 0 0 et 1 2 2
] 4e3t 0 0
=—| @2t—-1e 3t +et 234 2e7t 273 4271 (1 Punkt)

—(2t+ e 3t +e7t —2e73 427t 273t 4 2e7?

c) Losen Sie das Gleichungssystem y'(t) = Ay(t) + ¢g(¢) mit der Anfangsbedingung
y(0) = (1,0,0)7. (4 Punkte)

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass y(t) geschrieben werden kann als

o(0) = explt(0) + exp((t — ) A)g(u)du.

1 ¢ 0
yt)y =€ |0 +/ et=WA 0] du
0 0 4

_3t
1 4e t 0
= 2t—1)e 3 4t —i—/ —2e73tH3u | ge—ttu | 4y
7(215 + 1)6—3t 4 e—t 0 26—3t+3u + 2€t+u

-~

(1 Punkt) (1 Punkt)

Die Integration wird ausgefiihrt:

t 1 1 1
/0 e StH3u gy = gef?’t [63“]8 =3~ gefstv (1/2 Punkt)
t
/ et dy — et [eu]g —-1— eit, (]/2 Punkt)
0

und wir erhalten schlie3lich:

yt)= [ (¢t + lil) =3t _ £7e—t +3 1. (1 Punkt)

Siehe nichstes Blatt!



4. Partielle Differentialgleichungen (10 Punkte + 5 Zusatzpunkte)

Wir betrachten das Randwertproblem fiir (z,y) € [0, 7]*:

o 02
Au(z,y) = @u(‘x, y) + 6_3/2u(x’ y)=0 (Laplace-Gleichung)
(@, 0) = 0, w(w, ) = 0, fir 7 € [0, 7] )
u(0,y) =0, u(m,y) = ¢(y), fiiry € [0, 7],
y €05

2y
wobei p(y) = ;_’ 2 e [Ea
T PREGEN

a) Machen Sie einen Separationsansatz u(z,y) = X(z)Y (y) und geben Sie Diffe-
rentialgleichungen fiir X und Y an. (2 Punkte)

Hinweis: Wihlen Sie das Vorzeichen der auftretenden Konstante so, dass sich
fiir Y periodische Losungen ergeben.

Mit dem Separationsansatz u(z,y) = X (z)Y (y) gilt:

X" (@)Y (y) + X(2)Y"(y) =0
X' _ Yy .
= X Y k= >0, (1 Punkt)
k2

wobei wir hier verwendet haben, dass die linke Seite der Gleichung nur von x und die
rechte nur von y abhéngt, sie also beide konstant sein miissen. Weiterhin haben wir
Y"(y)/Y (y) = —k?%, k > 0 gewihlt, damit sich fiir Y periodische Losungen ergeben.
Wir erhalten fiir X und Y die folgenden Differentialgleichungen:

X"(x) = k*X (2), (1/2 Punkt)
Y'(y) = —k*Y(y).  (1/2 Punkt)

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung fiir Y unter Beachtung der beidseitigen
Randbedingungen Y (0) = Y (7) = 0. (2 Punkte)

Die allgemeine Losung fiir Y lautet
Y (y) = Acos(ky) + Bsin(ky),A,B € R (1 Punkt)

Aus Y(0) = 0 folgt unmittelbar A = 0, aus Y (r) = 0 folgt dann Bsin(kw) = 0, also
k=mn € Ny (1 Punkt). Wir haben erhalten:

Y, (y) = By, sin(ny) n € Np.

Bitte wenden!



c)

d)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung fiir X unter Beachtung der Randbedin-
gung X (0) = 0. (2 Punkte)
Die allgemeine Losung fiir X lautet

X(z) = Ce* + De7** C D eR. (1 Punkt)

Aus der Randbedingung folgt C' = —D (1 Punkt), also insgesamt:

X (x) = Cy sinh(nx) n € Np.

Bestimmen Sie die Losung von (3), die allen Randbedingungen geniigt, durch
Superposition. (4 Punkte)
Hinweis: Zeigen Sie, dass ¢(y) = > 1o, %sin((% + 1)y) fir y € [0, 7].

Sie diirfen benutzen, dass [ ysin(ny)dy = —% cos(ny) + n—12 sin(ny) + ¢ gilt, falls
n=172,..

Superposition der Basislosungen fiihrt auf:
o
u(z,y) = Z F,, sinh(nx) sin(ny) (1 Punkt)
n=1

mit F,, = @Bn, wobei der (n = 0)-Term verschwindet. Nun verlangen wir:

u(m,y) =Y F,sinh(nm) sin(ny) = o(y),

n=1

also sind Fj, sinh(ny) die sin-Fourierkoeffizienten der ungeraden, 27-periodischen Fort-
setzung @ von . Wir bendtigen also die Fourierkoeffizienten

=2 [ " By sin(ny) = 2 /0 " () sin(ny)dy

T ) U

4 [z 4 [ 4 (" .
= 2/ ysin(ny)dy + / sin(ny) — 2/ ysin(ny)dy
T 0 VI s T %

2

47 y 1. 2y 47 y 1.
= [_n cos(ny) + -3 sm(ny)} e [cos(ny)]% = [_n cos(ny) + 3 sin(ny)
8 i ( 7T> 8 0, n gerade (2 Punkte)
= —sm|n—) = unkte
n2m? 2 n2m? (—1)"7, n=2k+1,k e Ny
Damit erhalten wir For, =0, For+q = (2k+1)2ﬁg(s_i§})1]z(2k+l)w) fiir k € Ng bzw.

sinh((2k + 1)x)

B 00 8(_1)k
u(z,y) = kZ:O (2k + 1)272 sinh((2k 4+ 1))

sin((2k + 1)y) (1 Punkt)

Siehe nichstes Blatt!
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Nun betrachten wir die Warmeleitungsgleichung 2-u(t, z) — Daa—;zu(t, z)=0,D > 0.

e) (x) Zeigen Sie, dass die Fouriertransformierte nach x der Funktion u die Glei-
chung

Flu)(t, k) = C(k) exp(—DEK?t), Ck)eC (4)
erfiillt. Bestimmen Sie anschlieBend u(t, x) fiir den Fall, dass u(0, z) = exp(—x?)
fiir x € R gilt. (5 Zusatzpunkte)

Hinweis Die Fouriertransformierte der Funktion ¢ mit ¢(z) = exp(—az?) ist
= /Zexp( ——Z (> 0).

Wir Fourier-transformieren die partielle Differentialgleichung nach x. Wegen des Ab-
leitungssatzes ergibt sich:

g Flul(t, k) +DR2F[u](t,k) =0 (1 Punkt)
l ——~—

::Uk(t)
d

= aUk( )

=  Ft k) =C(k)e ¥t (1 Punkt)

—DE2UL(1)

mit C(k) € C. Als néchstes bestimmen wir C(k): Es gilt:
C(k) = F[u)(0,k) = Flz + exp(—a?)]
= \/%e_% (1 Punkt)
Somit erhalten wir:

Flul(t, k) = C(k)e™PF
—fe T —Dk?t

exp
V4Dt 41 \ DT ( - IDFT )

[x e 4m+1] (k) (1 Punkt),

\/4Dt +1
und nach Anwendung der inversen Fouriertransformation ergibt sich:
1 o
u(t,x) = ———=e DiF1 (1 Punkt).

vaDt + 1



