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Losung

1. Systeme linearer Differentialgleichungen [10 Punkte]

Wir betrachten das folgende Kompartimentmodell mit Kompartimenten K7, Ko und K3. Die Stoffmenge einer
Substanz zur Zeit ¢ > 0 in den einzelnen Kompartimenten sei beschrieben durch die Funktionen ¢ — Y;(¢),
1 €{1,2,3} und a,b,c,d, f, g seien positive reelle Zahlen.

(a) Formulieren Sie ein geeignetes lineares Differentialgleichungssystem der Form
Y't)=A-Y()+U(®), AcR¥*3 U € CO(R,R?), (1)
welches dieses Kompartimentmodell beschreibt. [2 Punkte]
Losung:
Das zugehorige Differentialgleichungssystem lautet:

—a b d t+et
Yty=( 0 0+ c Y (t) + 0
0 0 —(c+d+g) 0
=:A, [1 Punkt] =:U(t), [1 Punkt]

In den nachfolgenden Aufgabenteilen seia =c=d=f=g=1 und b= 2.

(b) Berechnen Sie exp(tA) fir t € R. [4 Punkte]
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass mit diesen Parametern fiir die Matrix A aus Teil (a) gilt: T~ A-T =
J, wobei
1 -1 1 0 1 0 -3 1 0
T=11 o o), 7t*=(0o o 1), J=|l0 =3 0
0 1 0 1 1 1 0 0 -1
Losung:

Die Matrix A lautet mit den angegebenen Parametern:

-1 2 1
A= 0 -3 1
0 0 -3

Wir verwenden nun:
exp(tA) = Isxs + T(tJ)T ' + %T(tJ)T’lT(tJ)T’l + ...
1 _
= T(I3x3 +tJ + 5(tJ)2 +.)77t
= Texp(tJ)T ™"

Bitte wenden!



[1 Punkt]
Weiterhin gilt:

e 3t o3t
exp(tJ)=| 0 e 0 ),
0 0 et

[2 Punkte]
wie man mit der Formel fiir das Exponential von Jordan-Matrizen (oder durch direkte Rechnung)
sieht.

Damit ergibt sich:

exp(tA) =T -exp(tJ) - T~ "

0 0 e
[1 Punkt]
(c) Finden Sie die Losung von (1), falls gilt Y/(0) = (0,0,2) 7. [3 Punkte]
Losung:

Wir verwenden die Formel fiir mehrdimensionale ’Variation der Konstanten’:

Y (t) = exp(tA) - Y(0) + / exp((t — s)A) - U(s)ds

et et —e™ et (t 1) 0
=10 e 3t te 3t -1 0
0 0 e 2

: ef(tf.s) 67(1575) _ 673(t75) €7<t75> _ (t — 54+ 1)673(t75) s4e*
+ / 0 e 309 (t —s)e 3= . 0 ds
0

0 0 6—3(t—s) 0
2e7t —2(t + 1) t [se’e b +e !
= 2t + / 0 ds [1 Punkt]
2¢ 3¢ 0 0
2e7" — 2(t 4 1)e 3 [e7tse® —e el +te !
= 2te > + 0
2e”% 0
B4+te =20t +1)e ™+t -1
= 2te™3t . [2 Punkte]
26—3t
(d) Gibt es einen stationdren Zustand Yoo des DGL-Systems (1)? Begriinden Sie. [1 Punkt]
Losung:

Es gibt keinen stationdren Zustand, denn wére Y, € R ein stationirer Zustand, dann wére:

o:%yoo:A-yoo+U(t) = U@)=-A-Ya,

aber U ist t-abhangig, wahrend die rechte Seite t-unabhéngig ist.
[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



2. Fourier-Reihen [10 Punkte]

Die Funktionen g und u seien gegeben auf dem Intervall [—m, 7] durch g(z) = cos(ax) und u(z) = sin(az),
wobei a € R\ Z. Wir bezeichnen mit g und u die jeweilige 27-periodische Fortsetzung von g beziehungsweise .
(a) In dieser (und nur dieser) Teilaufgabe wihlen wir oo = % Skizzieren Sie g und wu fiir —37 < x < 37 in das
unten stehende Koordinatensystem:
Losung:

Die Graphen von ¢g und v haben die folgende Form:

1
xT
-3 —27 -7 s 2m 3T
1
[2 Punkte]
(b) Berechnen Sie die komplexen und reellen Fourierkoeffizienten der Funktion w. [5 Punkte]

Hinweis: Verwenden Sie: sin(y) = i(e” —e ™), yEeR.

Losung:

Die allgemeine Formel fiir die Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten der 2mw-periodischen
Funktion w lautet

1 7 ;
n = o u(z)e """ dx.
Damit berechnen wir:
Cn = % %(eiaz o efiaz)efinzdx
1 T i(a—n)x —i(a+n)x
= 1m (e( >fe(+))dm
1 1 i T 1 1 ; a7
- - - i(a—n)x o —i(at+n)x 1 Punkt
dmii(a —n) [¢ [ (—i)(a +n) [e 12 [1 Punkt]
1 ) ) o 1 ) ) o
I 1T —INT _ —1Tx _1NT _ —1T _—I1NnT _ 1T _INT 1 P kt
Ina—m! R Al v ooy A e“"e™™) 1 Punkt]
o (_1)n2n(ei7ra _ e—i'/ra)
N 4dr(a? — n?)
(=) 1 Cin (=)™ ni |
= m(—m)g(el Y —e Y = o e ——— sin(ar). [1 Punkt]

Wir bestimmen nun noch die reellen Fourierkoeffizienten: Da die Funktion u ungerade ist, gilt

an, =0 Vn > 0.

Bitte wenden!



[1 Punkt]
Weiterhin gilt:

2(=1)"ng

bn = i(Cn - c,n) =1 Sin(om') = mm

m(a? —n?) T a?—n?

[1 Punkt]

Die reellen Fourierkoeffizienten von g lauten:

{an _ 2(—1)"« sin(amw) n>0,

™ a?—n?’

bn:07 n>1.

Die Funktion g wird auf ganz R durch ihre reelle Fourierreihe dargestellt. Benutzen Sie dies, um nachzu-
weisen, dass die folgende Formel gilt:

oo
Z 1 1 m cos(a)
n2 —a2 202 2asin(ar)’
(3 Punkte]

Losung:

Die Funktion g ist stiickweise stetig differenzierbar und auf R stetig, wird also iiberall durch ihre
(komplexe oder reelle) Fourierreihe dargestellt.

Wir haben fir z € R:

S Lsin(ar) <~ 2(—1)"a sin(ar)
_ 70 7sm T — Q SIn|\o7m
=3 E n cos(nz) T + El e Qg cos(nx).

[1 Punkt]
Wir setzen auf beiden Seiten jetzt © = 7 ein und erhalten:

Z 2« sin(arr) 71)2,1 [1 Punkt]

ls
cos(am) = ; b R

oo

1 1 7 cos(a)
= _ = 2T
Z_:l n?—a? 20?2 2asin(ar)

Dies ist gerade die gesuchte Formel.
[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



3. Laplace-Transformation [10 + 2 Punkte]

Die Laplace-Transformierte L[f] einer stiickweise stetigen Funktion f : [0,00) — R lautet:
oo
L[f1(s) = / e S f(t)dt
0
fir s € C mit Re(s) > ay = inf{a € R: |f(t)| < Ce®! fiir ein C > 0}.

(a) Die Funktion g sei auf [0, 00) gegeben durch g(t) = t32¢ — (t — 2)20(t — 1), wobei

1 >
o)=L 720
0, =<0.

Berechnen Sie L[g](s) fiir Re(s) > a4 mithilfe geeigneter Transformationssétze. [4 Punkte]
Losung:
Zuerst benutzen wir die Linearitdt der Laplace-Transformation:

Llg)(s) = L[t — te>P(s) — L[t — (t — 2)0(t — 1)](s)
Lt t)(s—2In(3)) L[t — (t— 1 —1)%6(t — 1)](s)

Dampfungssatz, [1 Punkt]

1 2
= G oom@)? —L[t— (t—1)°0(t — 1)](s)
—_——
[1 Punkt]
+2L[t— (t—1)0(t — 1)](s) — L[t — 6(t — 1)](s)
= m —e° (L[t — 1°](s) — 2L[t — t](s) + E[l](s)) Verschiebungssatz, [1 Punkt]

- (5wt

[1 Punkt]
(b) Sei y die Losung der folgenden Integro-Differentialgleichung:

y'(t) + / y(t — u)du = cos(t), y(0) = 0.
0

(i) Weisen Sie nach, dass L[y](s) = ﬁ gelten muss.

Hinweis: Sie konnen das Integral als eine geeignete Faltung darstellen und den Faltungssatz verwen-

den.
(ii) Finden Sie y durch Riicktransformation.

Hinweis: Fir v, € R:

1
cos(7y) cos(d) = 5 ( cos(y — &) + cos(vy + 5))
[4 Punkte]

Losung:

(i) Die Integro-Differentialgleichung lautet:
§ () + (5 1)(2) = cos(t)

Wenden wir auf beide Seiten der Gleichung die Laplace-Transformation an, erhalten wir mit-
hilfe von Faltungs- und Ableitungssatz:
Ly |(s) + LIy (s)L[1] (s) = L]cos](s) =

S

711 [1 Punkt]

sLly](s) —y\(g)jrﬁ[y](s)% = SQLH [1/2 Punkt]
> e =
= E[y](s) = (SQSTl)Q [1/2 Punkt]

Bitte wenden!



(ii) Wir bemerken:
Lly)(s) =

S S

Pl el L]cos|(s) - L]cos](s) = L]cos * cos|(s).

[1/2 Punkt]
Damit haben wir

= (cos * cos)(t)

/
5

cos(t — u) cos(u)du, [1/2 Punkt]

t
t)du + / 1 cos(2u — t)du
0 2

N:M—‘

1 1
= —tcos(t) + —[sin(2u — t)]§
2 4
1 1, . .
= itcos(t) + 1(sm(t) — sin(—t))
1 1
= 515 cos(t) + 3 sin(t).
[1 Punkt]
(c) Berechnen Sie die Laplace-Transformierte L[p](s) der periodischen Funktion p : [0,00) — R mit p(t) =
| sin(2t)| fiir Re(s) > 0. (2 Punkte]

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass gilt:

at
/e“t sin(bt)dt = a;—i— 2 (asin(bt) — bcos(bt)), a,b#0.

Losung:
Die Funktion p hat die Periode 7, also haben wir:

ot
1 —e—sP

Lp)(s) = / p(t)e *tdt [1/2 Punkt]
0

o 1 2
P2 7ﬂ/ e *'sin(2t)dt  [1/2 Punkt]
2
0

1—e°2
1 e 5t . z o
=1 .3 SR [—ssin(2t) — 2 cos(2t)]§ (Hinweis mit a = —s, b = 2)
— 55 (—
_l4e 3 2
C1-—e T 5244

[1 Punkt]
Die folgende Aufgabe ist eine Bonusaufgabe:

(d) (%) Seien hi,hz : [0,00) — R stiickweise stetig mit ap,,, ap, € (0,00). Zeigen Sie, dass fiir das Produkt

H :[0,00) = R, mit H(t) = h1(t) - ha(t), gilt
ag < Qapy + Qpy-
[2 Zusatzpunkte]

Hinweis: Es geniigt nachzuweisen, dass fiir a > ap, + ap, gilt: |[H(t)| < Ce®t, t > 0 fiir ein C > 0.
Losung:
Sei a > ap; + an,. Wir wihlen a1 > ap, und ae > an, sodass a = a1 + 2. So finden wir C1 > 0
und C3 > 0 sodass gilt:

|h1(t)] < Cre™?, |ha(t)| < Cae™2*.  [1 Punkt]
Also ist
|H(t)| = |h1(t)ha2(t)] < C1Cae®tte?t = O Chelortan)t — : Ce™,
wenn wir C' = C1C> > 0 setzen. Also ist

ag <inf(an, + Qhy, 00) = ap, + Qhy. [1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



4. Partielle Differentialgleichungen [10 + 3 Punkte]
Wir betrachten zunéchst das folgende Randwertproblem fiir Laplace-Gleichung, wobei
B3(0) = {(z,y) € R? : 22 + 42 < 9} 9B3(0) = {(x,y) € R? : 2% + 4% = 9}

die Kreisscheibe mit Radius 3 um den Ursprung und ihren Rand darstellen:

(PDE) Au =0, fiir (z,y) € B3(0)
(RB) u(z,y) =3 —y° + 2y, fiir (,y) € dB3(0)
(a) Schreiben Sie das System aus (PDE) und (RB) in Polarkoordinaten um. [2 Punkte]

Losung:
Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten lautet

A = i? + lg + iiz
T or2  ror r20¢2
[1/2 Punkt]
Auf 9B3(0) haben wir r = 3 und damit in Polarkoordinaten « = 3 cos(¢) und y = 3sin(¢).
[1/2 Punkt]

Damit lautet das System aus (PDE) und (RB) in Polarkoordinaten:

(PDE) Ure(r,8) + Tun(r,0) + puso(r,6) =0, firr€[0,3), ¢ € [0,2m)
(RB) u(3,¢) = 3 — 27sin®(¢) + 9sin(¢) cos(¢), fiir ¢ € [0, 27)
[1 Punkt]

(b) Die allgemeine Losung von (PDE) in Polarkoordinaten lautet:
oo
u(r,¢) = Ao + Z ™ (An cos(ng) + By sin(ng)).
n=1

Waihlen Sie die Koeffizienten (An)pn>0 und (Bn),>1 geeignet, damit v eine Losung des Randwertproblems
ist. Geben Sie dann die Lésung von (PDE) und (RB) in kartesischen Koordinaten an. [5 Punkte]

Hinweis: Verwenden Sie (v € R):

3 1
sin®(y) =  sin(y) =  sin(37),

sin(y) cos(y) = % sin(27).

Losung:

Wir stellen einen Koeffizientenvergleich an:

u(3,¢) = Ao + Y _ 3" (A, cos(ng) + By sin(ne))

n=1
L3-97 sin®(¢) + 9sin(¢) cos(¢)

[1/2 Punkt]
Wir setzen die Formeln aus dem Hinweis ein:

u(3,¢) = Ao + Z 3" (An cos(ng) + B sin(ng))
81 -

\ . 27 9.
L3 " sin(¢) + T sin(3¢) + 3 sin(2¢)

Bitte wenden!



[1/2 Punkt]

woraus sich sofort ergibt:

_ - 8 2p 9 sp, - 27
Ay =3, 3B1 = 1T 332—2, 333—4
bzw. o7 1 )
0 37 1 47 2 2, 3 4
und A, =0 fur alle n > 1, B, = 0 fur alle n > 4.
[2 Punkt]

Die Losung in Polarkoordinaten ist damit:
2 1 1
u(r, @) =3 — Z7T sin(¢) + 57"2 sin(2¢) + er sin(3¢).

[1 Punkt]

Wir benutzen die Formeln aus dem Hinweis nochmal:
27 . 1 . .
u(x,y) =3 = Zry + 717 sin(¢) cos(9) + 77° (3sin(¢) — 4sin®(9))

27 3
=3-"ytay—y’ + @ +y)y,

4 4
wobei wir & = rcos(¢), y = rsin(¢) und z? + y* = r? verwenden.
[1 Punkt]
(c) Berechnen Sie Ve " und Ae="" fiir r(z,y,z) = /22 + y? + 22. [3 Punkte]

Hinweis: Fiir eine differenzierbare radialsymmetrische Funktion g : R? — R, das bedeutet g(z) = f(r(x)),
gilt Vg(x) = f/(r)Z, wobei © = (z,y,2) .
Losung:

3

Fiir den Gradienten benutzen wir die Formel aus dem Hinweis mit f(r) =e™" :

3 3 3
_ 2 _ _
Ve " = =3r‘e" Z = —-3re " x.

r

[1 Punkt]

Als Néchstes benutzen wir, dass gilt

V(pA) = (V) - A+ (V- A),

also
A = v (Ve )
=V (—3re_""3a:)
= (—3€_T3 + 97"3e_r3) L oa3re "V g [1 Punkt]
T S~~~
—— 3

=r

= (97" — 127")677’3. [1 Punkt]

Die folgende Aufgabe ist eine Bonusaufgabe:

(d) (*) Wir betrachten nun das folgende Randwertproblem fiir Laplace-Gleichung, wobei
B1(0) ={(z,y) €R*:2® +¢* <1}  9B1(0) = {(z,y) €R?:2” +y* =1}

die Kreisscheibe mit Radius 1 um den Ursprung und ihren Rand darstellen:

(PDE), Au =0, fir (z,y) € B1(0)
(RB), u(zx,y) = sin(z — y) — xy?92°, fiir (z,y) € 0B1(0)

Siehe nachstes Blatt!



Beweisen Sie unter Benutzung des Maximumprinzips, dass fiir eine Losung v von (PDE), und (RB), die
Abschétzung gilt: |u(z,y)| < 2 fiir alle (z,y) € B1(0). [3 Zusatzpunkte]

Losung:
Die Losung u ist harmonisch, daher liegen nach dem Maximumprinzip Maximum (und Minimum)
von u auf dem Rand 9B(0).

[1 Punkt]
Nun gilt aber:

lu(z,y)| = |sin(z — y) — 2y**°| < |sin(z — y)| + |=[|y*"*° < 14+1- 1% = 2.

auf dem Rand (z,y) € 0B1(0).

[1 Punkt]
Somit gilt:
—2 < min u <u(z,y) < max u < 2,
9B1(0) 9B1(0)
falls (z,y) € B1(0), also |u(z,y)| < 2.
[1 Punkt]

Bitte wenden!



