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Aufgaben und Lo6sungsvorschlag

1. Fourierreihen [10 Punkte]

Betrachten Sie die 2r—periodische Fortsetzung der Funktion

fz) =

T™— T, 0<z<m,
0, T <z <2m.

(a) [2 Punkte] Skizzieren Sie den Graph der Funktion z — f(z) fiir z € [—27, 27].
(b) [3 Punkte] Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von f.
(¢) Wir bezeichnen mit D C R die Menge der Punkte 2 € R in welchen die Fourierreihe punkt-
weise gegen f konvergiert.
(i) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Menge D C R.
(ii) [1 Punkte] Beschreiben Sie das Konvergenzverhalten der Fourierreihe von f fir x ¢ D.

Begriinden Sie ihre Antworten.

(d) [2 Punkte] Bestimmen Sie den Wert der Reihe Y ° m
Losung:
(a)
()
s °
: ‘ : ‘ ‘ o— T
—2r 3t -m -7 0 z T 3% om

2

(b) Aus der Definition der reellen Fourierkoeffizienten erhalten wir mittels partieller
Integration und cos(nm) = (—1)", sin(nr) = 0 fiir n € Ny:

L[ I 1 2
aoz—/ f(x)da:z—/(7r—m)dx=—<7m—z—> :Z,
T Jo T Jo T 2/, 2
1 27 s s
a, = — f(z) cos(nz) dx = / cos(nz) dx — —/ x cos(nx) dz
T Jo 0 T Jo
. s 1 ™ m 1—(=1)"
- sin(na) | 1 (x sin(nx)|y —/ sin(nx) dx) =— cos(n;:) = #
no |, nm 0 m™m2 |, ™
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(d)

und

. " L[ .
f(z)sin(nz) dx = i sin(nx) dx—;/o xsin(nx) dz

U 1 g
= — cos(nz) + — (x cos(nz)|g — / cos(nx) dx)
n |, mn 0
1—-(=1)" 1 |
- (=1) + (=D" _ 5 sin(nz)| = —.
n n ™m o N

Somit ist die reelle Fourierreihe gegebene durch
2 oo
1 ; Z

Die 2m—periodische Funktion f erfiillt die Dirichlet-Bedingungen aus Satz 1.5 und
damit wissen wir, dass die Fourierreihe von f fiir jedes x € R punktweise gegen das
artithmetische Mittel des links- und rechtsseitigen Grenzwertes in x konvergiert. Da
die Fortsetzung bis auf die Punkte x € 277 stetig is, konvergiert die Fourierreihe
punktweise gegen f fiir x € R\ 27Z. In den Punkten z € 277 gilt

lim f(r) =

27k

os 2n—|—
2n+

| 3

)x) N i singln:c) ‘

n=1

f(z) ~ —i—Z a, cos(nz) + b, sin(nx)) =

lim f(z) =7 und

x| 27k

fiir k£ € Z und somit erhalten wir

hmxiQﬂ'k f(ﬂf) + hmxT?ﬂ'k f(.fC) _ E
2 2
fir k € Z, jedoch gilt f(27k) = 7 fiir k € Z. Also gilt:

(i) D =R\ 27Z
(ii) und die Fourierreihe konvergiert fiir = € 277 gegen 7 /2.

Gemaiss Teilaufgabe c) konvergiert die Fourierreihe in x = 0 gegen 7/2 und somit
erhalten wir mit dem Resultat aus Teilaufgabe b)

T 7r+2 cos((2n + 1)x)
2 \4

(2n + 1)2
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2. Laplace-Transformation [10 Punkte]

(a) [3 Punkte] Berechnen Sie die Laplace-Transformierte von
ft) =137+ (t = 3)%0(t — 3),

1, t>0

0 <0’ direkt aus der Definition der Laplace-Transformation.
, <

wobei o(t) = {

(b) [3 Punkte]| Berechnen Sie die inverse Laplace-Transformation von

82

st 4

F(s) =

Hinweis: Sie diirfen die Identitdt s*+4 = ((s—1)2+1)((s+1)?+1) ohne Beweis verwenden.

(¢) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte der Losung y: [0,00) — R des fol-
genden Anfangswertproblems

Y’ — 2y + 2y = cos(t) + 2sin(t), y(0) =2, ¢'(0)=4.

(d) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Losung x: [0,00) — R folgender Gleichung
t
/ z(s)(t — s)e” 9 ds = t3¢!,
0

wobel ¢t > 0.

Loésung:

(a) Aus der Linearitét des Integrals und partieller Integration folgt
Cf](s) = / 3265 gy 4 / (t = 3)%0(t — 3)e—" dt
0 0
1 [~ d 1 [~ d
:——/ t3/2—e_5tdt——/ (t —3)2—e ' dt
s Jo dt 5 /3 dt

3 2 [
= —/ Y27t dt 4 = / (t—3)e " dt
2s Jo

:§/ e T dT——/ (t—3 *Stdx (T:tl/Q, dt = 27 dr)
S Jo
3 d
— —57' d = —st dt
252 /0 Tar® i + 3
3 - —s12 2 -3t 3 = —s72 2 -3t
ﬁ e T dr + 3¢ T2 e T dr + 3¢
:i E_{_ze 3’5:371—_1/2_’_3*3’5
452\ s 3 455/2 g3

fiir s > 0, wobei wir verwendet haben dass [, e dr = /7 /a fiir a > 0 gilt.
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(b) Zuerst machen wir eine Partialbruchzerlegung

s as+b N cs+d
st+4 (s+1)241 0 (s—1)241

fiir noch zu bestimmende Konstanten a, b, ¢,d € R. Multiplizieren wir die Identitit mit
s* 4+ 4, so erhalten wir

s* = as® + (—2a + b)s® + (2a — 2b)s + 2b + cs® + (2¢ + d)s* + (2¢ + 2d)s + 2d
=(a+c)s+ (2c+d—2a+b)s>+2(a—b+c+d)s+2(b+d).

Mit einem Koeffizientenvergleich folgt @ = —¢ = —1/4, b = d = 0 und damit erhalten
wir
s 1 s 1 s 1(s+1)—1

Y PO § PR L P ) R S Y PO CIE R

1(s—1)+1
4(s—12+1

Aus Sétzen der Vorlesung wissen wir

o {m} () = e*'sin(t), £ [(Sifﬁ} (t) = e cos(t).

Damit erhalten wir schlussendlich

[—e ™" cos(t) + e "sin(t) + €' cos(t) + €' sin(t)]

(sinh(t) cos(t) + cosh(t) sin(t)).

N = =]

(¢) Wir bezeichnen mit Y(s) die Laplace-Transformation von y. Aus der Ableitungsregel im
Originalbereich (Proposition 4.18) folgt

s?Y — sy(0) — ¢/(0) — 2(sY — y(0)) + 2Y = Lcos(t)] + 2L[sin(t)] <
1

2y 96— 4—9(sY —2)+2Y = —> 49

S S (s )+ 32—1—1+ 21 &

s 2 _ 25° +3s+2

241 241 241

(s — 25 +2)Y(s) = 2s +

253 +3s+2

YO = oy

a

(d) Wir bemerken, dass das Integral auf der linken Seite die Faltung z * (te™*) ist und damit
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liefert die Anwendung der Laplace-Transformation auf diese Gleichung:
Llx(te™)] = L[]
Llz]L[te™] = L[t3e'] <
L)) = (-] e
ds B ds3
d 1 a2 1
_ - — (13—
E[x]dssjtl (=1) ds3s—1
Lz} 6
(s+1)2  (s—1)%
Es folgt
(s+1)? ((s—1)+2)? 1 1 4
—= = == 4
=i~y et
4
=L {6 (t + 27 + 6t3) et} = L[(6t + 12¢* + 4t%) ']

und damit gilt
x(t) = (6t + 12¢° + 41%) €'

?Die Losung y konnte man nun wie folgt berechnen: Wir machen den Ansatz

253 +3s+2 as+b cs+d

(s2—25+2)(s2+1) s24+1 52 —25+2

fiir noch zu bestimmende Konstanten a, b, ¢, d € R. Multiplikation mit dem gemeinsamen Nenner liefert
25% +35+2 = (a+c)s® + (—2a +d)s*> + (2a +¢)s + 2b+ d

und mit einem Koeffizientenvergleich folgt a = c =1, d = 2, b = 0. Wir erhalten

s s+2 s (s—1)+3
Y(s) = =
() 52+1+32—2s+2 241 (s—=1)2+41
s s—1 3

I S PR PR R P R

und damit gilt
y(t) = cos(t) + e’ cos(t) + 3e’ sin(t).
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3. Partielle Differentialgleichungen [10 Punkte]

(a) Betrachten Sie das folgende Randwertproblem

{Au(a:, y) + br?u = 0, fir (z,y) € Q, )

u(r,y) =0, fir (z,y) € 99,

wobei Q := [0, 1] x [0, 1].

(i) [4 Punkte] Finden Sie mithilfe der Methode der Separation der Variablen eine nicht-
triviale Losung u: 2 — R von (1).

(ii) [1 Punkte] Ist die gefundene Losung u in (i) eindeutig?

(b) Betrachten Sie nun das Dirichlet-Problem

{Au(x,y) =0, fir (x,y) € B1(0) )

u(x,y) = 23 + 22y, fir (z,y) € 90B1(0),

wobei B1(0) = {z € R?: |z| < 1} die offene Kreisscheibe mit Radius r = 1 bezeichnet.

(I) [3 Punkte| Finden Sie den Wert der Losung u von (2) im Punkt (0,0) und begriinden
Sie ihre Antwort.

(II) [2 Punkte] Bestimmen Sie das Maximum der Losung v von (2) auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B;(0) = {z € R?: |z| < 1}.

Hinweis: Sie diirfen die Identitaten

_ 14 cos(2¢) ~ 3cos(¢) + cos(39)

5 , cos’ (@) = 1 , cos*(o)

3+ 4cos(2¢) + cos(49)
B 8

cos?(9)

ohne Beweis verwenden.

Loésung:

(a) (i) Einfachheitshalber setzen wir 57%. Mit dem Separationsansatz u(z,y) = v(z)w(y)
erhalten wir
V' (2)w(y) + v(z)w" (y) = —v(z)w(y)

fir alle (x,y) € Q. Nach Division durch u folgt

/U”(x) w//(y)
= -
v(z)  w(y)
und damit , .
V@) ')
v(x) w(y)
wobei v > 0. Ware v = 0, dann miisste v = 0 sein aufgrund der homogenen

Randbedingungen. Wire v < 0, dann wiirde mittels partieller Integration folgen,
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dass
0< —V/Olv(x)Q dz — /01 o (@)o(a) de = o (2)o(@)]} — /U’(x)Qdac
= —/Olv’(x)de <0

gilt. Damit erhalten wir einen Widerspruch und es muss v > 0 gelten. Alternativ,
kann man dies auch wie folgt sehen: Wenn v < 0 gelten wiirde, dann wére die
Losung von v”(x) = —vwv(z) eine Linearkombination von e¥=* und e~V="*  jedoch
kann diese Funktion nicht die Randbedingungen erfiillen. Dieselbe Argumentation
angewandt auf die Gleichung w”(y) = (v — M)w(y) zeigt, dass A — v > 0 gilt. Also,
erfiillen v, w die Differentialgleichungen

V'(z) = —vo(z), mit v(0)=v(1) =0,
w'(y) = —(A = v)w(y), mit w(0)=w(l

Losungen dieser Gleichungen sind
v(z) = Aysin(v/vz) + Bycos(vry), w(y) = Aysin(vV' X — vy) + By cos(V A — vy).

Wegen den homogenen Dirichlet-Bedingungen, d.h. u(z,y) = 0 fir = € 09, folgt
By = By = 0 und /v = nm, VA —v = mr mit n,m € N. Somit miissen die
Relationen v = n?n? und 5 = (m? + n?) mit m,n € N gelten, deren Losungen
(n,m) = (1,2) und (n,m) = (2,1) sind. Also erhalten wir folgende zwei Losungen

uy(z,y) = sin(rz) sin(2ry) und  wus(x,y) = sin(2wz) sin(my).
(ii) In Teilaufgabe (i) haben wir gesehen, dass es zwei linear unabhéngige Losungen gibt

und somit ist sie nicht eindeutig.

(b) (I) In Polarkoordinaten lautet die Randfunktion

9(¢) = cos’(¢) + cos(¢) sin*(¢) = cos’(¢) + cos*(¢)(1 — cos®(¢))
= cos’(¢) + cos?(¢) — cos*(¢)

= é(él + 4 cos(2¢) + 6 cos(¢) + 2 cos(3¢) — 3 — 4 cos(2¢) — cos(4¢))

= é(l + 6 cos(@) + 2 cos(3¢) — cos(49)).

Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung u von (2) im Ursprung gegeben ist
durch:

u0.0) = 5 [ ate)as

1 2 1
=3 (27‘(’ + 6sin(¢)[2" + 3 sin(37) |57 — 1 sin(4¢) g”) = %
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(IT) Aus dem Maximumsprinzip (Korollar 5.11) folgt, dass das Maximum auf dem Rand
angenommen wird (da u nicht konstant ist) und somit gilt:

max UZL‘, = max U,l’, = Imax .
hax (z,y) L (z,y) 4)6[07%)9@)

Die Funktion g nimmt ihr Maximum z.B. im Punkt ¢ = 0 an. Also erhalten wir

1
max u(z,y)=<(1+6+2—-1)=1
(2.4)€B1(0) 8
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4. Kompartiment-Modelle und lineare Differentialgleichungen [10 Punkte]

(a) Gegeben sei ein 3-Kompartiment-System mit einer Zufuhr ¢ — Z(t)

az

ba1
Z(t) Ky K,

bs1
b32

K | %3

Im Kompartiment K; haben wir Menge y;(¢), und alle Raten sind positiv. Die Entwicklung
in dem Modell werde beschrieben durch

y'(t) = Ay(t) + g(t)
Z(t)
mit g(t) =1 0
0
(i) [1 Punkte] Bestimmen Sie aus dem Kompartimentsystem die Matrix A.
(ii) [2 Punkte] Seien die Raten as = a3 = bg; = by = % und b3y = i. Bestimmen Sie die
Matrix T AT, wobei die Matrizen T und T—! gegeben sind durch

-3 0 0 -2 0 0
T=( 1 -10 ud  T'=|[ -2 -1 0
0 1 1 2 1 1
(iii) [2 Punkte] Sei die Zufuhr Z(t) = e™'. Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Sy-
stems.
(b) Wir betrachten die Differentialgleichung

y" — 4y + 5y — 2y =2t + 3(1 + t)e. (3)

(I) [2 Punkte]| Bestimmen Sie die zum homogenen Problem gehérende Losung.
(II) [1 Punkte] Stellen Sie das zum homogenen Problem zugehorige DGL—-System

Y'(t) = AY (t)

auf.
(III) [2 Punkte] Finden Sie die allgemeine Losung von (3).

Losung:

(a) (i) Die Matrix A ist gegeben durch

—(bs1 + ba1) 0 0
A = b21 —<CZ2 + b32) 0
b31 b32 —as

(ii) Fur die gegebenen Raten hat die Matrix A dir Form

-1 0 0
A=|(1/2 =3/4 0
12 1/4 —1/2
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Es gilt
-2 0 0\ /-1 0 0 -3 0 0
D:=T'AT=|-2 -1 0] (1/2 =3/4 0 1 -10
2 1) \1/2 1/4 —1/2 0 1 1
-2 0 0\ /1/2 0 0
=[-2 -1 0] -1 3/4 0
2 1 1 0 -3/4 —1/2
-1 0 0
=10 -3/4 0

(iii) Setze z(t) = T 1y(t). Es gilt y(t) = Tx(t), ¥/ (t) = T2/(t) und damit erhalten wir
y(t) =A-y(t) +9(t) = Ta'(t) = A-Tx(t) + g(t)

= 2/(t) = (T'AT) - 2(t) + T 'g(t) = D - x(t) + h(?),
wobei h(t) =T tg(t) = e 1(—=2,-2,2)" = e k.
Da D diagonal ist, sind die Differentialgleichungen entkoppelt. Diese haben die Form
zi(t) = Ny (t) + ke, und kénnen mittels Variation der Konstanten gelést werden.
Ansatz: x;(t) = C(t)eMt,
(C'(t) + \C()eM = N\ C(t)eM! + ke
C'(t)eM = ke
C'(t) = ke~ 1HA)1

Falls 1+ X\ #0: C(t) = —H—')\e_(p”\")t + const.
zi(t) = — i et 4 et
i 1+/\z )

Falls 1+ )\ =0: C'(t) = kie® = k; = C(t) = kit + const.
zi(t) = kite™ + ;e

Also
—2te™t + cret
x(t) = 8et + coe 3t/
—4e~t 4 czet/?
—2t 1 0 0
= 8 et+e |0)e 4+ |1 e‘3t/4+03 0] e 2
—4 0 0 1

Alternativ kann z(t) auch direkt durch Integration mittels der Variation der Kon-
stanten Formel aus Aufgabe 2, Serie 5 bestimmt werden. Mit y(¢) = T'z(¢) haben
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(IT)

(111)

wir nun
te™t — cret/2
y(t) = [ —(2t +8)e™ + cre™t — cpe™/4
467t + 62673t/4 +0367t/2
¢ -1 0 0
=|-2t—-8|et+¢ 1 Jet+e| -1 e’3t/4—l—cg 0| e 2
4 0 1 1

Wir verwenden den Exponentialansatz y(t) = e*. Einsetzen in (3) ergibt:
(A* — 42 + 5 — 2)eM = 0.

Da e > 0 fiir alle t € R muss der Ausdruck in der Klammer verschwinden und wir
erhalten die charakteristische Gleichung

A — 4N 4+50—2=0.

Wir sehen dass A\g = 1,A\; = 2 Nullstellen der charakteristischen Gleichung sind.
Eine Polynomdivision zeigt, dass A\ eine doppelte Nullstelle ist. Somit erhalten wir
die allgemeine Losung (Satz 2.15)

y(t) = Clet + Ogtet + 0362t, mit 7,0y, C3,Cy € R.
Wir setzen Y (t) = (y(t),y'(t),y"(t))" und wegen 3" = 4y” — by’ + 2y erhalten wir

Y'(t) =/ (6),y" (), 4" ()" = (' (), y"(t), 4" — 5y +2y) .

Daraus folgt
0 1 0
A=10 0 1
2 =5 4
Wir bestimmen zuerst eine partikulare Losung fiir den linearen Teil der Inhomoge-
nitdt und bestimmen anschliessend eine Funktion welche den Term mit der Expo-
nentialfunktion erzeugt. Wir machen fiir den linearen Teil den Ansatz y;(t) = a+ bt.
Setzen wir diese in die Differentialgleichung ein, dann erhalten wir

5b—2(a+bt) =2t < (5b—2a)=2(1+Db)t.
Wihlen wir b = —1,a = —5/2 dann ist die Bedingung erfiillt und y,(t) = —(5/2+1)

erzeugt den linearen Term. Da nach Teilaufgabe (I) die Funktionen €, te! Losungen
der homogenen Gleichung sind, machen wir den Ansatz yo(t) = ct?e’ + dt3e’. Es gilt

d a2 a3
—(t%e') = (2t + t*)e!, —(t%e") = (2 + 4t + t*)e’, —(t%¢") = (6 + 6t + t*)e

dt dt? dt3
dos i a2 e s o v @ s 2 | 43\ t
dt(te)—(?)t +t°)e’, dtQ(te)_<6t+6t +t°)e’, dt3(te)—(6+18t—|—9t +t)e
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Setzen wir t2¢’, t3¢! in die linke Seite von Gleichung (3) ein, so erhalten wir
((6+6t+t7) — 42+ 4t + ) + 5(2t + t*) — 2t*) ' = —2¢'
und
((6 + 18t 4+ 9> + %) — 4(6t + 6t° + t°) + 5(3t* + t°) — 2t%) e = (—6t + 6)e’

Damit folgt
yg/ B 4yg + 5yé — 2y = [(—20 + 6d) - 6dt]€t.

Wiihlen wir ¢ = —3,d = —1/2, dann ist der erhaltene Ausdruck gleich 3(1 + ¢)e?,
wie gewiinscht. Somit ist die allgemeine Losung von (3) gegeben durch

D 1
y(t) = Clet + Cgtet + 03€2t — 5 —t— 3t2€t — §t3€t, mit Ol, Cg, 03, C4 e R.
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