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Aufgaben und Losungsvorschlag
Aufgabe 1
1.MC1 [2 Punkte] Wir betrachten das DGL-System
-3 1
2'(t) = Az(t), t >0, wobei A= ( ) :
Es gilt A = PDP~! mit
(-1 1\ . (-4 0\ ., 1(-11
P_<1 1>’D_<0 —2>’P _2<1 1)'
Dann ist die Losung t — x(t) des DGL-System, mit Anfangswert z(0) = <g> , gegeben durch
ety -2

(A) TRUE: z(t) = ( et 4 e )

Losung:

Das Matrix-Exponential ist gegeben durch
oA _ Li-11 e 0 -1 1
201 1 0 e 1 1
Sl =1 1\ (et e
- 5 1 1 e—Qt 6—2t

o\ et o2t a2

Also ist die Losung des DGL-System gegeben durch

6—4t + e—2t
o) = to0) = (£,

1.MC2 [2 Punkte] Es seien a,b,c,d, f positive reelle Zahlen. Wir betrachten das folgende Kom-
partimentmodell mit Kompartimenten K, K> und K3 :
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Die Stoffmengen einer Substanz zur Zeit ¢ > 0 in den einzelnen Kompartimenten seien gegeben
durch die Funktionen t — Y;(t), i € {1,2,3}. Das Kompartimentmodell wird durch das folgende
DGL-System beschrieben

Y'(t) = AY (t), t > 0, wobei A € R**3,

Welche Matrix A passt zum obigen Kompartimentmodell?

—a b d
(A) TRUE: A = ( 0 —b c )
0 0 —(c+d+f)
—a b d
B) A= 0 —(b+/) c
0 0 —(c+4d)
—a b d
(C)A=0 —=0b+/f) c
b 0 —(c+d)
—a b d
(D) A= 0 —(b+4d) a
0 0 —(c+d)
Losung:

Sollte selbsterklarend sein.

1.MC3 [2 Punkte] Seiy = <_12 _01> Y+ <(2)> ein inhomogenes lineares System.
Fiir welches Yoo 2 it Yoo = 1 eine stationare Losung?
00,2

(A) TRUE: yoo =1

1
(B> Yoo,2 = 5
(C) yoo,2 - O

1

(D) yoo,Q - _5-
Losung:

WEeil y., eine stationdre Losung ist gilt

(20 0)
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| Damit folgt Yoo 2 = 1.

1.A1 Die Matrix A sei gegeben durch

a= (1 2

(i) [2 Punkte] Bestimmen Sie das Matrix-Exponential e'4 fiir ¢ > 0.
Hinweis: Berechnen Sie zuerst 71 AT, wobei die Matrizen T und 7! gegeben sind durch

(1 1/4 4 (0 1
T_<1 O) und T —<4 _4>.

Losung:

Es gilt

Damit folgt

‘A 1 1/4\ (et te*\ (0 1

1 0 0 et 4 —4
1 1/4\ (4te™t et —4dtet
1 0 4et —4et

Ate t + et et —Atet — e‘t>

(ii) [1 Punkt] Bestimmen Sie die Losung der DGL

2(t) = Az(t), (0) = (é) |

Losung:

Die Losung der DGL ist gegeben durch

2(t) = e (0) = (e_tﬁiﬁ“)) .

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A1.
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1.A2 Wir betrachten die Differentialgleichung
" — 42’ + 42 = 0. (1)

(i) [1 Punkt] Seinun y(t) = (x(t),2'(t))T, wobei x eine Lésung von (1) ist. Bestimmen Sie eine
Matrix A, so dass gilt
y'(t) = Ay(t).

Losung:

Es gilt

Tatséchlich gilt mit dieser Matrix

(ii) [2 Punkte] Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von (1).
Losung:

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch pa(\) = A? — 4\ + 4, mit der
doppelten Nullstelle A = 2. Nach Satz 1.22 bilden die Funktionen

zi(t) = e*,  zy(t) = te*,

ein Fundamentalsystem.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A2.
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Aufgabe 2

2.MC1 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = t4'. Dann ist die

Laplacetransformation L[g] gegeben durch:

(A) TRUE: £[g](s) = (3—111(4))2
(B) Llg)(s) = -

(©) Llg(s) =

D) £l = 5oy

Losung:

Mit dem Déamfpungssatz folgt

2.MC2 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = (t — 1)>9(t — 1), wobei

1 >
9(x) = { 20
0, z<0.
Dann ist die Laplace-Transformation £[g] gegeben durch:
(A) TRUE: £[g|(s) 68864
2
(B) Llg)(s) =
(C) Llgl(s) =€

Losung:

Mit dem Verschiebungssatz folgt

LIt = 1%0( — 1)](s) = L[] (5) = e

g4
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2.MC3 [2 Punkte] Die Funktion g : [0,00) — R sei gegeben durch g(t) = t*/2. Es gilt

L[Vt (s) = VT

283/2'

Dann ist die Laplace-Transformation von L[g] gegeben durch

(A) TRUE: £lgl(s) = Y7
(B) Llol(s) = r

(© £lgl(s) = 50T

(D) Llgl() =

Losung:

Mit dem Satz tiber Integration im Originalbereich folgt

L) (s) =
Wenden wir den Satz noch einmal an, erhalten wir

£(872) (s) = 258.5 (1) (5) = 0

Insgesamt, erhalten wir

157

o 857/2

L(f)(s)

2.A1 [3 Punkte] Bestimmen Sie die inverse Laplace-Transformation von F(s) = (sﬁLTl(sﬁLfi)

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1.

Losung:

Nach dem Faltungs-Satz gilt
F(s) = L(e2)(s)L(e)(s) = L(e * x e ) (s).

Fir die Faltung erhalten wir

¢ ¢
(672u « e*“)(t) :/ 027 o=3(t-") g — / eI dr — o2t _ 3t
0 0

Alternativer Losungsweg: Mit einer Partialbruchzerlegung und mit dem Dampfungssatz sehen
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wir ] ]
_ . _ —2t -3t
F(S)_s+2 s+ 3 Lle e ().

2.A2 [3 Punkte] Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems
(t) +x(t) =t, x(0)=1,

unter Verwendung der Laplace-Transformation.
Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A2.

Losung:

Wir definieren X (s) = L[z](s). Mit dem Ableitungs-Satz folgt
L[z (t) + z(t)](s) = sX(s) —2(0) + X(s) = X(s)(s+ 1) — 1.

Ausserdem gilt

Wenn wir die Laplace-Transformation auf beiden Seiten der Differentialgleichung anwenden
und nach X (s) auflésen, erhalten wir

s24+1

X(s) = Ty

Nach Lemma 3.43 gilt fir A, B,C € R

s2+1 A B C

PG+ s &£ st
Daraus folgt A= —1,B =1,C' = 2 und wir erhalten

1 1 2
Xe)==S+ gt~

—L[1](s) + L[t](s) + L[2e7"](s) = L[-1 +t + 2e77](s).
Die Losung der Gleichung ist also

(t) =2 "+t —1.
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Aufgabe 3

3.MC1 [2 Punkte] Sei L > 0 und f : [-L,L[— R mit f(z) = 2> — 7 eine Funktion, die wir
2 L-periodisch nach R fortsetzen. Fiir welchen Wert L ist der Fourierkoeffizient ag = 07

(A) TRUE: L = /37
(B) L=

(C) L=+v2r

(D) L =3yxw
Losung

Die korrekte Antwort ist L = +/37, da
2 L, 2 ([2%]" 2 (I3
—— - =2 |%=] —o2rL| =2 (2% —2nL
0 2LLKL6t mdr =351 ([3]_L " ) 2L ( g "
LQ
:23—27r:0 <~ L =+3m.

3.MC2 [2 Punkte] Sei f:[—m,m[— R mit f(x) = 2? cos(z) eine Funktion, die wir 2r-periodisch

nach R fortsetzen. Weiterhin sei F'(x) = % + > aycos(nz)+ > by sin(nz) die Fourier-Reihe zur

n=1 n=1

Funktion von f. Dann gilt

(A) TRUE: b, =0 fur allen € N
(B) a, =0 fur alle n € Ny

(C)

(D)

Q

02

b

[y

Weil f ungerade und x +— sin(nx) gerade ist, gilt

b, = 1 /ﬂ f(z)sin(nz)dx = 0.

T J—7

3.MC3 [2 Punkte] Sei f:[—7,7m[— R mit f(x) = z eine Funktion, die wir 27-periodisch nach R
fortsetzen. Dann kann f auf ganz R als Fourier-Reihe dargestellt werden. Welchen Wert nimmt
die Fourier-Reihe von f an der Sprung-Stelle z = 7 an?

(A) TRUE: 0
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Losung:

Nach Satz 4.6 konvergiert die Funktion zum Mittel des linken und rechten Grenzwertes bei
x =7, also gegen 5+ = 0.

3.A1 [3 Punkte] Sei f:

[—7, 7[— R mit f(x) = |z| eine Funktion, die wir 27-periodisch nach R

fortsetzen. Berechnen Sie die reellen Fourierkoeflizienten (a,)n>o und (by,)n>1.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A1.

Losung:

Damit erhalten wir

Weil die Funktion f gerade ist, gilt b, = 0 fiir alle n > 1.

Fiir den Koeffizienten a,, gilt (rewrite)

™ 2 0

a, = / || cos (nx) dx = —/ || cos (nx) dx.
- m™Jo

Qo

Qn

1

7

2 (7 21711 03 2/1
VA e L R
m Jo N Tml2 1o mw\2
=x,da >0
und firn > 1:

:i/oﬂ( lx/L ) cos(nx)dx

=x,da >0
2771 T2 1
—— [x sin(nx) — — Sin(nw)cm
T ln o mJo n
—_—————
=0
2 ™
T2 [cos(nz)];
2
= @(cos(nﬂ) —cos(0))

=(-1)" =1

) ===, n ungerade,
0, n gerade.

3.A2 [3 Punkte| Sei f :

[0,2[— R mit g(z) = e %2 fiir z € [0,2[ eine Funktion, die wir 2-

periodische nach R fortsetzen. Berechnen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten (c;,),ez der

Fourier-Reihe von g.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A2.

Losung:
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Fir n € Z gilt

1 2 _x —i27nx
ch=—= [ e 2e 2 dx
2 Jo

1 /2 -
— 7/ 6—(%+z7rn);rdx
2 Jo

2 %—i—iﬂn
1 1 1
= (e =1
2§—|—i7m(e )

1 _
:1+i27rn(1_6 1)‘

:1[_ 1 6_(;+m)x]
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Aufgabe 4

4.MC1 [2 Punkte] Es sei u : B;(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion, wobei

B1(0) = {(z,9) € R? : 22 +¢*> < 1}. Wir betrachten u in Polarkoordinaten und es gelte die
Randbedingung

u(1, ) = 2(sin(p))?, fiir p € [0, 27).
Dann ist das Maximum der Funktion u auf B;(0) gegeben durch
A
B
C

TRUE: 2

(
(
(
(

~— S~—" ~— ~—
| = @

D

Losung:

Wir wenden Korollar 5.11 an. Die Funktion w ist harmonisch und nicht konstant auf By (0).
Also nimmt die Funktion ihr Maximum auf dem Rand 0B;(0) an. Es gilt also

max__ u(r,p) = max __u(r,p) = max u(l,¢) =2 max (sin(p))?* = 2.
(rp)€B1(0) (rp)€dB1(0) ¢€[0,2m) ¢€[0,2m)

4.MC2 [2 Punkte| Esseiu: B;(0) — R eine nicht konstante harmonische Funktion. Wir betrach-
ten u in Polarkoordinaten und es gelte die Randbedingung

(1,0) 2wenn 0 < p<m
u(l, ) =
7 0 wenn m < ¢ < 27

Dann ist u(0,0) gegeben durch
A

( )TRUEl
(B) —
(C)
(D)

C
D

o= O

Losung:

Nach der Mittelwerteigenschaft (Satz 5.10), gilt

1 ™
0):———/12d¢::L
™ Jo
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4.MC3 [2 Punkte] Fir k € R, definieren wir die Funktion

u:RxR—=R
(t,z) — sin(kx — t).

Die Wellengleichung ist gegeben durch

o _ o
o2 a2’
Welche der folgenden Gleichungen gilt fiir den Parameter k, wenn u die Wellengleichung erfiillt?
(A) TRUE: 4k* =1
(B) k=3
(C) k
(D) k* =
Losung:

Wir berechnen die entsprechenden Ableitungen

ug(t,2) = kcos(kx —t), ug(t,r) = —k*sin(kx —t)
w(t,x) = —cos(kx —t), wuy(t,x) = —sin(kx —t).

Die Funktion u ist genau dann eine Losung von uy = 4u,,, wenn fiir alle z € R und alle ¢t > 0
die Beziehung

—sin(kz — t) = —4k*sin(kx — 1)

gilt. Dies ist genau dann erfiillt, wenn 1 = 4k? ist.

4.A1 [6 Punkte] Die Schwingung einer Saite werde modelliert durch die Wellengleichung
0%u 0%u

@(ﬁ 1) = @(%

Die Enden der Saite sind fixiert bei x = 0 und x = 1. Das heisst, es gelten die Randbedingungen

t), fir0 <z <1lundt>0. (PDE)

u(0,t) =u(l,t) =0, firt>0. (RB)
Ausserdem, nehmen wir an, dass folgende Anfangsbedingungen gelten

u(z,0) = 4sin(6rz), fir 0 <z <1, (ABO)
ug(z,0) =0, fir0 <z < 1. (ABI1)

(i) Fiihren Sie den Separationsansatz u(x,t) = f(z)g(t) in (PDE) durch, um je eine gewohnliche
Differentialgleichung fiir f und g zu erhalten. Achten Sie darauf, dass fiir f periodische Funk-
tionen gesucht werden. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen der Differentialgleichungen
nicht konstant gleich Null sind.

Losung:
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Es gilt, dass

f(@)g"(t) = un = vew = ["(2)g(t),

und nach Multiplikation mit # erhalt man
f(x)g(t)
g'(t) _ f'(z)
g(t)  fla)

Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte Seite nur von ¢ abhingt, miissen beide Seiten
konstant sein. Damit f eine periodische Funktionen in x ist, muss also

RO KO
o)~ f()

gelten fiir ein w > 0. Man erhélt somit die beiden Differentialgleichungen

, (2)
f'(@) = —w’f(2). (3)

(ii) Bestimmen Sie die Losungen f,, der Differentialgleichung fir f, so dass die Randbedingung
fa(0) = fo(1) = 0 gilt. Beachten Sie ausserdem, dass die Losungen f, nicht konstant gleich
Null sind.

Losung:

Die allgemeine Losung von (2) ist
f(z) = Acos(wzx) + Bsin(wz),

mit A, B € R. Aus (RB), folgt f(0) = f(1) = 0. Daraus folgt A = 0 und w,, = nx fur
n € Ny. Wir konnen n = 0 ausschliessen, weil sonst die Funktion f konstant gleich Null
wére. Die gesuchten Losungen sind also von der Form

fulz) = By sin(w,mx) = B, sin(nrx), firn € Nund B, € R.

(iii) Bestimmen Sie zu jedem f,, eine Losung g, der Differentialgleichung fiir g, so dass die Fun-
damentallosungen u,(x,t) = f.(2)g.(t) die Anfangsbedingung (AB1) erfiillen. Beachten Sie
ausserdem, dass die Fundamentallosungen wu,, nicht konstant gleich Null sind. Schreiben Sie die
Fundamentallésungen wu,, explizit hin.

Losung:

Die allgemeine Losung von (3) ist

g(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), A, BcR.
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Mit w,, aus Teil (ii), sind die Losungen von der Form
gn(t) = A, cos(nt) + By sin(nt), A,, B, cR,neN.

Mit (AB1) folgt
Opun(x,0) = fu(x)g,(0) =0 firalle z € (0,1).

Damit erhalten wir

9,(0) = _nAn sin(0) + an cos(0) = an =0,
und somit B, = 0. Die gesuchten Fundamentallésungen sind also

Un(2,t) = fo(x)gn(t) = B, sin(nmz)A, cos(nnt) = C, sin(nrx) cos(nmt),

mit C,, € R und n € N. Wobei wir die Konstanten A,, und B,,, zu einer neuen Konstanten
C,, zusammengefasst haben.

Finden Sie durch Superposition der Fundamentallésungen, also mit dem Ansatz

u(z,t) = Z Chun(z,t), C, € R
n=1

die Losung von (PDE), welche die Anfangsbedingungen (AB0), (AB1) und die Randbedingung
(RB) erfiillt. Schreiben Sie die Losung explizit hin.

Losung:

Einsetzen von u,(x,t) ergibt

u(z,t) = i C,, sin(nmx) cos(nnt).

n=1
Aus (ABO) folgt
u(x,0) = > Cpsin(nmz) = 4sin(6rz).
n=1

Mit Koeffizientenvergleich folgt also Cg = 4 und C,, = 0 fiir n € N\ {4}. Die Losung ist
also gegeben durch
u(z,t) = 4sin(6mx) cos(67t).

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A1.
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