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Losungen zu Mathematik I/11

Aufgaben

1. (10 Punkte)

a) Wir berechnen
sin(2?) L'Hopital m 2z cos(z?) 1

Iim ——= — L =
70 13 + 412 =0 322 + 8z 4

b) Wir benutzen L’Hopital

tan(x
lim tan(z)(x — —) = lim 1( )
T 2 =3 —
=3
1
L’Hgﬁtal li cos(z)?
=z

= — lim
-1 cos(z)?
L'Hopital |, 2(x - §)
= — lim .
e—T —2sin(z) cos(x)
L’Hépital ., 1

opital ) — 1
x1_r>n% cos(x)? — sin(x)

c) Das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion
f(@) = sin(e”)

(im Punkt zp = 0) ist gegeben durch
1
Ts(x) = sin(1) + cos(1l) x + E(cos(l) — sin(1)) 2°.

d) Wir integrieren die Gleichung y” = y/. Daraus folgt dass

Yy =y+C.



Aus y(0) =1 und ¢/(0) = 1 folgt ¥/ = y. Wir integrieren:
In(y) =z + D.

Mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 folgt, dass

f) Wir berechnen

V3 0 V3 9
/ |x3—3xdx:/ x3—3xdx—/ 2% — 3zdr = =.
~V3 V3 0 2

g) Wir berechnen mit f = sin(zy)

fa = ycos(wy), fy =z cos(zy),
Jay = cos(xy) — xysin(zy), Jyy = —z?% sin(zy).

Im Punkt (0,0) ist dann:

fmy(()?(]) =1, fyy(oao) = 0.

2. (8 Punkte)
a)




b) Die Losungen von

22— 2+4iz—i=0.

lauten
21 = 1, 22 = —1.

c)
z2= (24 iV12)70 = 47%5",

d) Die Nullstellen von
A4 B2 4241

lauten

3. (12 Punkte)

a) Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

i) falsch, denn

1 0
2

3

SRS
I
o

-1
-1
ii) falsch, (da die Determinante der Matrix 0 ist).

iii) richtig (da die Determinante der Matrix 0 ist).

iv) falsch (die Determinante der Koeffizientenmatrix ist gleich 0, daher besitzt das
homogene Gleichungssystem unendlich viele Lésungen).

b) Wir erhalten

1 3 2 4 1 3 2 4

2 1 -1 0 0 -5 -5 -8
PSS

4 2 0 =2 0 —-10 -8 -—18

-1 7 1 5 0 10 3 9

1 3 2 4 1 3 2 4

0 -5 -5 -8 0 -5 =5 =8
S

0O 0 2 =2 o 0 2 =2/

0o 0 -7 -7 0O 0 0 -14

und somit ist Rang(A) = 4.

c) Es gilt: v ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A # 0 < v ist Eigenvektor von
A~ zum Eigenwert % Wir haben

2 6 4 2 4
A=13 -1 0.1l 2 |=| 4
0 -3 0 -3 —6



2

Daher ist v = | 2 | Eigenvektor von A zum Eigenwert 2 und somit ist v auch
-3

Eigenvektor von A~! zum Eigenwert %

d) i) In Matrix-Vektor Notation wird die Entwicklung durch das System

(i 2)E)- ()

1
V2
i) Da 0 < A1 < Ay < 1, gibt es keinen dominanten Eigenwert und die Populatio-

nen sterben aus.

beschrieben. Die Eigenwerte A\; = % und Ay = konnen wir direkt ablesen.

4. (12 Punkte)

a) Wir leiten die erste Differentialgleichung v} (z) = 2y1(z) + 3y2(z) ein Mal nach x
ab und bekommen

Y1 (z) = 2y1 () + 3y (). (1)
Nun setzen wir die zweite Differentialgleichung y4(x) = y1(z) in (1) ein und erhal-

ten y{ (z) = 2y} (z) + 3y1(x). Umgeformt bekommen wir die homogene Differenti-
algleichung zweiter Ordnung y{ () — 2y (x) — 3y1(z) = 0.

b) Wir benutzen die Substitution u(x) = ¥ und unter Beriicksichtigung, dass 3’ =
u'z + u gilt, erhalten wir

Wr+u=u(l-u

)
u'r = —u?, \/
/—U_Qdu = /:U_ld:v =In|z| +c, ceR

uwl=Inlz| +c
1

uzln|x|+c'

Also ist die allgemeine Losung y(z) = m mit ¢ € R.

— cos(z)
sin(x)

der Variablen und erhalten [ d—yy = 7;5(2(?) dx. Somit folgt mit dem Hinweis

In |y| = — In(sin(z)) + ¢, mit ¢ € R. Dies fithrt zu y(z) = ﬁ, wobei ¢ € R.

Alternativ kann man die Formel fiir eine DGL der Form ¢/(x) + f(x)y(x) =0
aus der Vorlesung benutzen, und erhilt

c) i) Die homogenen Differentialgleichung % = 16sen wir mit Trennung

cos(x) dx

y(x) — Ce_ff(x)dx — Ceif sin(x) — Ce_ 1n(|51n(x)|) —

C eR,

sin(x)

da sin(z) > 0 fir €0, 7[.



ii) Variation der Konstanten fiithrt auf den Ansatz y(z) = K@) gomit gilt

sin(x) *
K'(z)sin(z) — K(x) cos(z)
/
= . 2
Setzen wir den Ansatz y(z) = Sﬁ((z)) und (2) in die inhomogene Differential-

cos(x)

gleichung /' (x) + sm(m)y( x) = cos(z) ein, so erhalten wir

K'(z) . cos(z)  cos(x)
sin(x) K )sin2(:n) sin?(z)

K'(x) = sin(z) cos(z) |/
K(a) = [ sin(o) cos(e)da
— sin(z) — / sin(z) cos(z)dz + ¢

K(z) = cos(z)

1
2551n()+c ceR.
. N —sm 2(@)+e 1 c
Also erhalten wir y(z) = e 3 sin(x) + SR

iii) Um die Konstante ¢ zu bestimmen betrachten wir die Anfangsbedingung:
T 1

y(g) = 3sin(g) + ﬁ = 1+ 2c = 3, daraus folgt ¢ = Y. Also ist die
allgemeine Lésung y(z) = 5 sin(z) + 8511T1(2:)

5. (8 Punkte)

a) Der Gradient von f ist

Vf(z,y) = (Zm2—5+y,;§+x).

Die notwendigen Bedingungen fiir kritische Punkte sind

9 o
—-z° =5 = 0
4x +y
! +
4 =
VY
Aus der zweiten Gleichung folgt x = _\}37 und eingesetzt in die erste Gleichung

erhalten wir
9 9
— -5 = 0=>9>—5y+-=0.
1y +y Yy Y+ 1

Es folgt

Yy =

N | ©
N =



Die kritischen Punkte liegen bei

up = (—?2) und  up = <—\/§;)

Mit den zweiten Ableitungen von f

9 1
Jzz = 37, fmyzl und fyy:_W

2
erhalten wir fiir D(z,y) = foz(2,9) fuy(®,y) — foy(z,y)? in ug und us

D(ul):3ﬂ(2(1>1=;1<0,

2 9/2)3/2
9 1
D =——|—7F—% | -1=9-1=8>0.
) =75 < 2(1/2)3/2>
Somit liegt in u; ein Sattelpunkt vor. In ug gilt fr.(u2) = —% und somit handelt

es sich um ein lokales Maximum.

b) Wir berechnen das Volumen des Kérpers mit Hilfe eines Dreifachintegrals in kar-
tesischen Koordinaten

1 pl—x pl—z—y 1 pl—zx
V= / / / ldzdydx = / / (1 -z —y)dydx
0o Jo 0 0o Jo
! 1 1

_/ (1=~ (1)) = <.

0

6. (10 Punkte)

a)
1(t) = (t,0) fir 0 <t<1,
Y2(t) = (1,1) fir0<t<1,
yat)= (1—-1),1-1t)3) firo<t<1,

b) Mit der Substitution
(bei I) z =t,dx = dt und y = 0,dy = 0,
(bei Is) z = 1,de = 0 und y = t, dy = dt,
(bei I3) 2 = (1 —t),de = —dt und y = (1 — t)3,dy = —3(1 — t)2dt,

folgt
L = /—3ydw+23}dy:0.
"
1
I, = /—3yda:—|—2xdy—/ 2dt = 2.
Y2 0
31—t 3
I = | —3yd 2d:7‘:—7.
3 /73 yaxr + 2x ay 1 0 1



5
Iz/—3yd:n+2xdyz[1+12+13:4.
¥

d) Es gilt f(z,y) = —3y und g(x,y) = 2z, somit % — % = 5. Mit dem Satz von

Green erhalten wir dann

1 pad 1 5
/ / 5dydx=5/ wd3dr ==,
0 JO 0 4



