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1. (8 Punkte)

a)

b)

c)

d)

f)

Mit Kiirzen des Bruchs folgt
lim <:v + sin(z) — sin(x) cos($)> _ lin}] <x +1— cos(x)) — 1.
T—

20 sin(x) sin(x)

Alternativ folgt die Losung mit L’Hospital:

lim (a: + sin(x)Si—n(s;I)l(m) cos(:c)> i (1 + cos() _CSZ(SS)Q + sin(a;)2> L

Fiir einen Fixpunkt gilt f(2e) = oo, damit folgt zo01 = —%,
Teste die Bedingung | f/(zs0)| < 1 fiir i = 1,2.

Das stimmt fiir xo,1 = —%, jedoch nicht fiir zoc2 = % Damit folgt fiir den Fix-
punkt o, = —% gilt: Fiir jeden Startwert xg in der Ndhe von zo, = —% konvergiert

die Folge (z,) gegen x .

Es ist 29 = 1 ein Fixpunkt, also f(1) = 1 und damit auch f~'(1) = 1. Darum ist
(floflo . of HM)=(toflo...of Hyta)=...=1.
2014 Stiick 2013 Stiick

Mit Substitution ¢ = y/z und partieller Integration folgt

4 2 9 2
/ eﬁdx:/ et2tdt:et2t‘1—/ 2¢t dt = 2 ¢?
1 1 1

Mit dem Hauptsatz ist p = ;/OT f(z) dx = ;/OT@]\f()lﬂ dr = T]\f—ol und
daher
richtig | falsch
X O My=1, T=1.
O (0] My >5, T =2.
(%) O |My=3 T=1
O ® |My=3 T=4.

Bitte wenden!



2. (14 Punkte)

cos?(p) —sin?(¢) —2cos(p) sin(p) 0
a) Wir sehen A% = 2cos(p) sin(p)  cos?(¢) —sin?(¢) 0 | und mit den Ad-
0 0 1
cos(2¢) —sin(2¢) 0
ditionstheoremen A? = | sin(2p) cos(2p) 0 | und damit a =B =~ =46 =
0 0 1
2¢.
richtig | falsch
(%9 O |a=p=7v=0¢
X O |a=d=2
O Q |B=7=¢
O Q@ |B=—
cos(4p) —sin(4de) 0O - 3
b) Da A* = | sin(4p) cos(dp) 0 |, gilt fiir die Winkel 0 < 5 Mg < 27
0 0 1
somit A* = Ejs.
c) Die Eigenwerte sind die Losungen der Gleichung (v/3—)\)2+1 = A2—2y/3)A4+4 =0
und damit
Kartesisch
)\1:\/§+’i, )\2:\/§—i.
Polar

I

)\1 = 262%, )\2 =2e 6.

d) Wende die Matrix auf den Vektor an. Mit der Gleichung Bv = Av folgt dann
b=y=1.

e)
richtig | falsch
V3 1
1 VERS N 0
O X B = ZB = i‘ \/g . Gegenbeispiel: B = H
i1 0 pe
X O B ist invertierbar.
X O Sei v, = (E) " vg. Fiir jeden Startvektor vy konvergiert die Fol-
ge der Vektoren v, gegen den Nullvektor. Begriindung: || < 1
und |po| < 1.
det(B ~ -
O X ei ) = det(B). Es ist det(B) = dei%B).

Siehe nichstes Blatt!



f) Mit Gauss-Verfahren folgt:

3 2 7|2 1 1 3]0 1 1 310 1 1 310
-1 3 2|1 |=|3 2 7/12|=1]0 -1 -2(2=10 -1 —-2]|2
1 1 3]0 -1 3 2|1 0 4 5 |1 0 0 =319
Dann z3 = —3, deswegen ist 9 = 4 und x; = 5. Dass heisst
5
T = 4
-3

Bitte wenden!



3. (12 Punkte)

a) Die DGL ist

richtig | falsch

Y (2)(1 —y(2)) +y(z) = a(l — y(2)). (1)

Fiir jedes a € R, hat die DGL (1) unendlich viele Losungen.

Fiir jedes a € R, hat die DGL (1) mindestens eine stationére
Losung. (Fiir a = —1 gibt es keine.)

Fiir a = 2 ist die Losungsfunktion f der DGL (1) mit einem
Anfangswert y(0) = 2 streng monoton wachsend.

(Weil ¢/(0) = yg/o()oll +a =4 > 0 und fiir z > 2 ist auch
1 +2>0).

Fiir a = 1 ist die Losungsfunktion f der DGL (1) mit einem
Anfangswert y(0) = % streng monoton wachsend.

(Weil ¢/(0) = yg/o()oll +a=-1<0).

1 1 1
b) Fiir eine stationédre Losung y, gilt ygo —1= 0. Also Yoo,1 = —5 und Yoo 2 = 3

Das Richtungsfeld 3 ist korrekt.

¢) Die dazugehorige homogene Differentialgleichung ist von der Form

Y (z) = —sin(a)y.

Via Trennung der Variablen sehen wir direkt, dass die allgemeine Lotsung der
homogenen DGL von der Form

cos(z)

Yhom = Ke

ist. Um die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden,
verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Fiir die allgemeine
Losung yane verwenden wir den Ansatz

Yallg = K(x)ecos(x) )

Durch Ableiten erhalten wir

Yallg = K'(2)e®®) — K (2) sin(z)e®).

Siehe nichstes Blatt!



d)

Durch Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung erhalten wir
K/(:L’)ecos(x) — K(x) sin(:c)ecos(m) = - sin(x)K(az)eCOS(w) + ecos(@)+e
Daraus folgern wir K'(z) = e* und daher
K(z)=¢"+ K.
Durch die Wahl unseres Ansatzes schliessen wir
Yallg = (€” + K)ecos®),
Mit dem Anfangswert y(3) = 1 folgt K =1 — e™/2. Die Losung lautet somit
y(z) = (% + 1 — e™/2)ecs@),
Die dazugehorige homogene Differentialgleichung ist
y'(z) = 5y (z) + 4y (z) = 0
Die Charakteristische Gleichung ist
A2 —5A+4=0.
Mit Losungen A1 = 1 und Ao = 4 folgt die allgemeine Losung

y = C1e® + Coe?, Cy,Cy €R.

Bitte wenden!



4. (10 Punkte)

a) Esist
folz,y) = T2 + 5sin(5z — by)) — 322

und
fy(z,y) = 2" — 5sin(5z — 5y).

b) Sei K(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)). Nach der Formel von Green ist der Wert des
gesuchten Kurvenintegrals gleich dem Gebietsintegral der Funktion @, — P, {iber
die von ~ eingeschlossene Fliche.

Da hier ), — P, = 0 die Nullfunktion ist, verschwindet auch das Kurvenintegral
7{ K -dy=0.
¥
c) i) Durch Einsetzen von y = —x — 1 in 22 — 4% — 3zy + 1 = 0 erhalten wir
322 +x=0
1 2

und finden die Schnittpunkte (z1,y1) = (0, —1) und (z2,y2) = (—g, 3).
ii) Wir bestimmen die Steigung der Tangente an die Kurve im Punkt (zg, y9) mit
Impliziter Differentiation:
Fi(zo,50) _  2x0 — 3yo

!
€T = — =
(@) Fy(xo0,y0) —2y0 — 3xo

3
Im Punkt (x9,v0) = (0, —1), dass ergibt ' = —3 und die Tangentialgerade ist
gegeben durch

d) Die Tangentialebene an z = f(z,y) im Punkt (xo,yo) ist
z = fo(@o,y0)(x — x0) + fy(w0, y0)(y — vo) + f (20, y0)-
Fiir unsere Funktion hier ist es
z=2(zo — 2)(x — x0) + 2(yo + 3)(y — yo) + f (20, %0)
und nach Einsetzen der Punkte

Ei: 6-2x+4+2y==z Ey: 11 -4z 4 6y = 2.

richtig | falsch

Der Punkt (0,0,6) liegt auf E;.

Der Punkt (1, —1,2) liegt auf Es.

® O O |&®

(

Der Punkt (1, —1,2) liegt auf Fy und Ej.
(
(—

OI®¥|K’ |0

Der Punkt

%, ,5) liegt auf £y und Es.

Siehe nichstes Blatt!



5. (16 Punkte)

a) Wir priifen, ob die notwendige Bedingung (F}), = (F2), erfiillt ist. Da der Defi-
nitionsbereich R? einfach zusammenhingend ist, ist dies auch hinreichend.

richtig | falsch

& O | Flz,y) =

> . Potenzial: 22 sin(x)

ecos(x) sin(y)
O ® F(x,y) = < ecos(z) sin(y) ) :

2xy
X O F(z,y) = ln(ﬁf—il— 0 ) . Potenzial: ylog(z? + 1)
_ 922y? — 4xy?
O K | Fla,y) = 622y — 623y ) -
b)
t
op:t—o(t)y=1| ¢t |, 0<t<1.
0
\/§cos(t)
. ™ i
oyt oat)=| V2sint) |, —<t< —.
4 4
0
1—1¢
oz:t—=og(t)=[ t—1 |, 0<t<L1
0
c) Esist

// f(z,y,2) dS = // 1dS = Flicheninhalt von S = 27(1 — i) = %77
S S

Alternativ konnen wir das Oberflichenintegral als Gebietsintegral berechnen, da
S eine ebene Fliche ist und sich damit selbst parametrisiert.

Mit Polarkoordinaten ergibt sich

TR/ V2 6 2 3
fx7y7z dS:/ / TdT’d@:*ﬂ"fzfﬂ'.

Bitte wenden!



d) Es sind
1 5
/ K- dv—/ (t2 +1¢2,1,0) - (1,1,0)dt = /(2t2+1)dt: 3
0 0

/ K-dy= / (2cos(t)? + 2sin(t)?,1,0) - (—v2sin(t), V2 cos(t), 0)dt

_ / * [~2sin(t) + cos(t))dt= —2,

1
/ K-d7:/0 (t—1)2+(1-1)>%1,0)-(=1,1,0)dt

! 1
—/ —2t% 4 4t — 1dt= ~.
0 3

e) n3 = 1.

f) Die Voraussetzungen fiir den Satz von Stokes sind gegeben, und es gilt

//rot -ndS = Kd’y Z/Kd’y 0



