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D-BIOL, D-CHAB
Losungen zu Mathematik I/11

Aufgaben

1. (10 Punkte)
a) 0.
b) oo, 0.
c) 0.
d) zsin(x) + cos(z) + C.
e) A=—3,B=2C=—3.
f) ap = €%, a1 = 3¢€?, ay = 4e2.

g) c=1,d=35-12

2. (10 Punkte)

a)

Abbildung 1: Die Menge M.



b)
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c) i) Esgilt

1 3 o
B + 1\2[ = cos (g) + ¢sin (E> =e'3

mithilfe der Eulerschen Formel. Also ist
L VB\s0
s=(y+iy) =t

2r
5

Wl

und damit r =1 und ¢ =
ii) Wegen i) erhélt man

i) om 2 2 1 3
z:)el% = cos (—W> 4 7 sin (—Tr> = —+i\2[.

3 3 2
d) Es gilt
W= 4[008 (%) +isin (%)} (4 + di) = 2v2(1 +3)(4 + di)
und damit

Re(w) =2V2(4 —d) =0

nur fiir d = 4.

3. (10 Punkte)

a) i
1 2 -1
A= -1 -2 1
2 4 =2
ii)
1 2 -1
Rang(A) =Rang | 0 0 O =1
00 O
iii) Nein, denn A ist nicht invertierbar und Rang(A) # Rang(A|b).

b) Das charakteristische Polynom lautet

det( 2? 2E>\>:(2—)\)2—3.3:()\—5)()\+1).

Die Eigenwerte sind also A = 5, —1.



d)

Sei v = (v1,v2)7 ein Eigenvektor zum Eigenwert 5. Dann gilt

-3 3
0—(./4—5])1)—( 3 _3)1).
Dies 16st man zum Beispiel mit Gauss Elimination durch Addition der beiden

Zeilen, und erhélt
-3 3
( 0 0 ) v=0.

Also gilt —3v; + 3vg = 0 und die Eigenvektoren zum Eigenwert 5 haben die Form
1
“\1
Sei u ein Eigenvektor zum Eigenwert —1, dann gilt

O:(A+I)v:<§ §>u

Eine dhnliche Rechnung ergibt, dass die zugehorigen Eigenvektoren von der Form

(A1)

mit ¢ eine beliebige Konstante.

mit ¢ beliebig, sind.

0 0
t =1 | =i(t*+4).
4 t

det =

O O .

Fiir t # £2¢ sind die Vektoren linear unabhéngig.

Gauss Elimination:

0 2 1 |-8

1 -2 =210

-1 1 2 3
Zeilen 1 und 2 vertauschen

1 -2 =310

0 2 1 |-8

-1 1 2 3
Zeile 1 zu Zeile 3 addieren

1 -2 =3/ 0

0 2 1 |-8



Multipliziere Zeile 2 mit 1/2

)
—_

1 -2 -3, 0
1
5 | —4
0 -1 —-1| 3

Addiere 2. Zeile und 3. Zeile

Mutipliziere Zeile 3 mit —2

0
Addiere —% mal 3. Zeile zur 2. Zeile

1 -2 -3] 0
0 1 0 | -5
0 0 1 2

Addiere —2 mal 2. Zeile und —3 mal 3. Zeile zur 1. Zeile

1 0 0|4
01 05
0 0 1|2
Also lautet die Losung
Tr1 = —4, T = —5, xTr3 = 2
4. (10 Punkte)
a) 1) Die homogene Gleichung lautet
, 1
y+-y=0
x
Separation der Variablen ergibt
dy __ds
y @

Nun integriert man auf beiden Seiten, und erhélt

YH = exp (/—idx> =exp(—Inz 4+ Cp) = %

wo Cp und C4 beliebige Konstanten sind.



i)

iii)

b) i)

ii)

Wir versuchen, eine Losung der Form

erfiillen, also

Deswegen ist
1
C(x) = / —dr =Inz + Cy
x

wobei C eine beliebige Konstante darstellt. Die allgemeine Lésung lautet dem-
nach

_Inz+ Oy

y(x) .

Man berechnet die Konstante Cy wie folgt. Die Anfangsbedingung ist y(1) = 2,
also gilt

_ Inl+Cy

—Cy=2.
1 2

y(1)
Insgesamt ist

Inz+2

y(z) = et

Die homogene Gleichung lautet
y' +y — 6y =0.
Die charakteristische Gleichung ist
M4A—6=A=-2)(A+3)=0

mit Losungen A1 = 2, Ay = —3. Also lautet die allgemeine Losung
y = 1% + cpe 3%,

Man substituiert y = ax + b in die Differentialgleichung und erhélt
a—6(ax +b) = 6.

Also ist —6a = 6 und a — 6b = 0, demnach

1
a=—1,b=—-.
6



iii) Die allgemeine Losung lautet

1
y(x) = 1% + o3 —x — 5
Die Anfangswerte y(0) = —% und ¢/(0) = 4 ergeben
1 1
y(0)261+62—6:—6

y'(0) =2c; —3ca — 1 =4.

Also gilt ¢; = 1,c9 = —1. Die Losung lautet somit

1

2x —3x
=€ — € — X — —.
Y 6

5. (10 Punkte)

a)

b)

Schreibe z = f(z,y) = 2% + y? — 1. Wir wissen, dass f, = 2z und f, = 2y.
Die Tangentialebene in (2,1,4) lautet
z—4=4(x—-2)+2(y—1).
Die Tangentialebene in (2,0, 3) lautet
2—3=4(z—2).

Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung lauten

fo(z,y) =42+ 2y — 6
fy(z,y) = 22 + 4y.

Die kritischen Punkte erfiillen gleichzeitig die Bedingungen f.(x,y) = 0, fy(z,y) =
0. Also gilt

dr+2y—6=0
2z + 4y = 0.

Dieses System hat eine einzige Losung im Punkt (2, —1). Die partiellen Ableitun-
gen 2. Ordnung sind

f:cx(x7y) =4
fyy(z,y) =4
fzy(xay> =2

Berechne die Determinante
D = fue(2,-1) fyy(2,—1) = f2,(2,-1) =4-4 -2 =12 > 0.
Da fz2(2,—1) > 0, hat f ein lokales Minimum im Punkt (2, —1).



c) Wir wollen die Grosse 22 + y? + 22 unter der Nebenbedingung x + 2y + 3z = 7
minimieren. Wir verwenden Lagrange-Multiplikatoren. Schreibe

L(z,y,z,\) =22 + > + 22+ Mz + 2y + 32 — 7).

Die Punkte (z0, 30, 20, Ag) mit VL =0 sind die Losungen folgender Gleichungen:

20 +A=0
20+2X2=0
22z +3A=0

z+2y+32—-7=0

Also gilt g = —%, Yy=—Np, 2 = —% und nach Einsetzen in die letzte Gleichung
*% - 2)\0 - % — 7 = 0. Damit ist )\[) == *1, also o = %,yo = 1,2’0 = %

Der gesuchte Punkt ist P = (3,1, 3).

6. (10 Punkte)

)
1 (t) = (cost,sint), t € [0,n]
(t) = (£, = 1), te[-1,1]

b)

L = /Oﬂ(sint) - (—sint) dt + 2(cost) - (cost) dt

T

1 3 3
:/0 2+2cos(2t)dt:72T+’4Sin(2t)0:
1 1 5 ! 4
12:/ (t2—1)dt+2t-2tdt:/ (5t2—1)dt:‘t3—t =
1 -1 3 1 3
T 4
I=L+L=—+4-.
1+ 12 2+3

c) Der Satz von Green ergibt

=[] e-nia= [ ] aa

wo A die von v eingeschlossene Flache ist.

Die Flache von A ist die Summe der Teilflichen von A ober- und unterhalb der
x-Achse, also gilt

™ 1 1 0
I://dA:/ / 1-7’drdw+/ / 1-dydx
A w=0 Jr=0 r=—1Jy=22-1

T 4

RS



