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Hinweise zur Priifung

Priifungsdauer: 3 Stunden.

Hilfsmittel: Aufzeichnungen im Umfang von 20 Seiten A4.

Bitte beachten Sie folgende Punkte:

e Tragen Sie jetzt IThren Namen in das Deckblatt ein und geben Sie es am Ende der
Priifung als vorderstes Blatt Threr Arbeit ab.

e Legen Sie Thre Legi offen auf den Tisch.
e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.

e Begriinden Sie Ihre Losungen. Dabei kénnen bekannte Formeln aus der Vorlesung und
den Ubungen ohne Herleitung verwendet werden.

e Schreiben Sie nicht mit Bleistift, rotem oder griitnem Kugelschreiber.
e Die Reihenfolge der Bearbeitung der Aufgaben ist Thnen freigestellt.

e Wir erwarten nicht, dass Sie alle Aufgaben 16sen. Tun Sie einfach Thr Bestes! Verweilen
Sie nicht zu lange bei einer Aufgabe, die Thnen Schwierigkeiten bereitet.

Viel Erfolg!




Aufgaben

1. (10 Punkte)

Die Antworten in dieser Aufgabe miissen nicht begriindet werden. Schreiben Sie die
Antworten vollstindig gekiirzt und vereinfacht direkt auf das Aufgabenblatt.

a) Sei a, = % -sin(") fiir n =1,2,... Berechnen Sie

lim a, =
n—oo

b) Berechnen Sie
10210 4 52° + 1
lim =
z—00 929 4 626 + 222

und
10219 4+ 52° + 1 B

Pt 11z + 626 + 222

c) Berechnen Sie
lim ze ™ =
Tr—00

d) Berechnen Sie das folgende unbestimmte Integral

/:U cos(z)dx =

e) Sei
2 —2 A B C
B P + 7 + 1 fiir gewisse A, B,C € R und alle t € R.
Bestimmen Sie A = , B = ,C =

f) Sei agp + ai(x — 1) + ag(x — 1)? das Taylorpolynom zweiter Ordnung (um den
Entwicklungspunkt zp = 1) der Funktion

f(z) =%

Dann gilt ag = , 4] = , Qg =

g) Sei g : R — R gegeben durch

sin(z), fiir @ <
g(x) = .
cx +d, fir x >

ENERNE

fiir gewisse Konstanten c¢,d € R. Bestimmen Sie ¢ und d derart, dass g auf ganz
R differenzierbar (und damit insbesondere auch stetig) ist.

Losung: ¢ = ,d=




2. (10 Punkte)

In der folgenden Aufgabe bezeichnet i die imaginire Einheit, d.h. 2 = —1.

a) Skizzieren Sie folgende Menge M in der komplexen Zahlenebene:
M={z=z+iyeC:1<2’>+9* <4, |Im(z)| <2}

b) Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen u und w in der Form a+ib, a,b € R:

(Bemerkung: z beschreibt die zu z konjugiert komplexe Zahl.)

3+ 70

c) Sei

7+Z7

2 2
i) Bestimmen 7 > 0 und ¢ € [0,27) derart, dass z = 7e’¥ gilt.

L (1 .\/§>50

ii) Schreiben Sie z in der Form a + ib, fiir geeignete a,b € R.

d) Sei '
w =4eT' (4 + di)

Fiir welche Werte von d € R gilt Re(w) = 07



3. (10 Punkte)

a) i) Gegeben ist die Matrix

vom Typ (1,3). Bestimmen Sie die Matrix A =B - C.
ii) Berechnen Sie Rang(A).

iii) Sei

b=

ot N W

Ist das lineare Gleichungssystem Az = b losbar?

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehérigen Eigenvektoren fiir die Matrix

(31

c) Fiir welche Werte von ¢ € C sind die Vektoren

{ 0 0
v = 0 , U2 = t , U3 = -1
0 4 t

linear unabhéngig?

d) Bestimmen Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems mit-
tels Gauss-Verfahren:

2x9  4x3 = -8
T —2:L’2 —3373 =0
—T1 +xo 4223 = 3.



4. (10 Punkte)

a) In dieser Aufgabe soll die Losung y = y(x) der Differentialgleichung
1 1
Y +-y=—, firz>0, (1)
x x

zur Anfangsbedingung

y(1) = 2. (2)
bestimmt werden.

i) Schreiben Sie die zu (1) gehorige homogene Gleichung und bestimmen Sie ihre
allgemeine Losung.

ii) Berechnen Sie die allgemeine Losung von (1) mittels Variation der Konstanten.

iii) Finden Sie die eindeutige Losung von (1), welche der Anfangsbedingung (2)
geniigt.

b) Gegeben sei die Differentialgleichung
y'+y — 6y =6 (3)

mit Anfangsbedingung

y'(0) = 4. (4)

i) Schreiben Sie die zu (3) gehorige homogene Gleichung und bestimmen Sie ihre
allgemeine Losung.
ii) Bestimmen Sie a,b € R derart, dass y(z) = ax+b eine partikulédre Losung von (3)
ist.
iii) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung von (3), sowie die eindeutige Losung von (3),
welche die Anfangsbedingung (4) erfiillt.



. (10 Punkte)
a) Bestimmen Sie die Tangentialebenen von
2 4+yP—2-1=0
in den Punkten (2,1,4) und (2,0, 3).
b) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte der Funktion f : R? — R mit
f(z,y) = 222 + 22y + 29 — 6z, fiir z,y € R,

und entscheiden Sie jeweils, ob es sich um ein relatives Minimum, Maximum, oder
Sattelpunkt handelt. Begriinden Sie Thre Antwort.

c) Bestimmen Sie den Punkt P = (xq,v0,20) in der Ebene {(z,y,2) € R3 : x + 2y +
3z = T}, der vom Ursprung (0,0,0) den kleinsten Abstand hat. Verwenden Sie
hierzu die Methode der Lagrange-Multiplikatoren.



6. (10 Punkte)

2x
geben als Verkettung von zwei Kurven 1 und 5. Die Kurve 1 verlduft entlang des
Halbkreises gegeben durch

y=+vV1—2x2 fir —1<z<1,

und ist im Gegenuhrzeigersinn orientiert. Die Kurve 5 ist Teil der Parabel

Gegeben sei das Vektorfeld F = < y >, fir z,y € R. Weiter sei die Kurve v ge-

Y= 22 -1
beginnend im Punkt (—1,0) und aufhérend im Punkt (1,0).

n

Abbildung 1: Die Kurven 7 und ~s.

In der folgenden Aufgabe soll das Integral

I:/ﬁ~dfz/ydx+2xdy
v vy

auf zwei verschiedene Arten berechnet werden.
a) Parametrisieren Sie v und ~o.

b) Berechnen Sie mithilfe der Parametrisierungen aus a) nacheinander folgende In-

tegrale:
I :/ ydx + 2xdy
71
I = / ydx + 2zxdy
72
1= /ydm + 2xdy.
¥

Hinweis: die folgenden Formeln koénnten niitzlich sein. Fiir alle ¢ € R gilt

1+ cos(2t)
2 _
(cost)” = 5
(sint)? = 1-— cos(2t).

2



c) Berechnen Sie I erneut mithilfe des Satzes von Green.

Hinweis: der Satz von Green besagt folgendes. Sei A eine (abgeschlossene und
beschrinkte) Fliche in R? mit Rand v, und P,Q : R? — R zwei differenzierbare
Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen. Dann gilt:

[/P(x,y)dac + Q(x,y)dy = //A <2§ - gi) dA.

Bemerkung: diese Formel ergibt sich unmittelbar als Spezialfall des Satzes von
Stokes in R3.



