Prof. W. Farkas ETH Ziirich, August 2017

D-BIOL, D-CHAB, D-HEST
Priifung zur Vorlesung Mathematik I/I1

1. (12 Punkte)

a) (1 Punkt) Der Grenzwert ist

. 18nd 4+2n2 -7 18+ % - T 18
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b) (1 Punkt) Die Ableitung ist mit Produktregel und Kettenregel
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f(z) = 2( sin(x%) + VT cos(x + 3z cos(x%).
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c) (1 Punkt) Die Ableitung f’ von f ist mit Quotientenregel f'(z) = 62277224%,
gekiirzt also f'(z) = =122, Es gilt somit f’(z) > 0 (also streng monoton wachsend)
genau dann, wenn —1 —2z > 0, und f’(z) < 0 (also streng monoton fallend) genau
dann, wenn —1 — 22 < 0. Das heisst, dass f fiir > —% streng monoton wachsend

ist und fiir z < —% streng monoton fallend. Das gesuchte c ist also

d) (3 Punkte) Zum ersten Teil: Damit f an der Stelle z = 0 stetig ist, muss
lim f(z) = lim f(z)
z—0 z—0
<0 >0

gelten. In diesem Fall ist

lim f(z) = lim cos(x) = cos(0) = 1
z—0 z—0
<0 <0



und mit I’'Hopital

asin(x) . _acos(x) acos(0)
Ol tz) =20 L 1 ©
720 >0 1+z
Daraus folgt
a=1.
Zum zweiten Teil: Damit f an der Stelle x = —7 stetig ist, muss
2, o) = lin, f)
rl—T xr>—T

gelten. Es ist

lim f(z)= lim b’ +z+d=0br*—7w+d

T—r—T T——T

r<—T r<—m
xgnjn f(z) = xlg{lﬂ cos(z) = cos(—m) = —1.
r>—7 r>—7
Damit f an der Stelle x = —7 zusétzlich differenzierbar ist, muss die Ableitung
von links lim M mit der Ableitung von rechts lim M
tey o) oy o)
iibereinstimmen. Die Ableitung von links an der Stelle z = —7 der Funktion f ist

die Ableitung der Funktion bx? + x + d an der Stelle z = —m, also —2bm + 1. Die
Ableitung von rechts an der Stelle x = —7 der Funktion f ist die Ableitung der

Funktion cos(z) an der Stelle z = —m, also —sin(—7) = 0. Insgesamt hat man die
Bedingungen
b2 — 71 +d=—1 und —2br+1=0.
Daraus folgt
1 T
=— =1+~
b o= und d + 5

e) (1 Punkt) Zweimalige partielle Integration liefert
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(1 Punkt) Die Aufgabe folgt mit Partialbruchzerlegung. Der Nenner Q(z) = 22 +
4z 44 hat eine doppelte Nullstelle und zwar gilt Q(z) = 2% +4z +4 = (z+2)2. Die

rationale Funktion im Integral muss also in die Form c- %/((x)) + é?hi umgeschrieben.

Es ist Q'(x) = 2z + 4 und somit

r+1 _%(2374—4)_1_1@’@)_ 1
2 +4zx+4 (422 2Q(z) (vx—2)%
Die gesuchte Stammfunktion ist somit
/ x+1 Q x) / 1
——dr
ac2—|—4ac+4 Q(x) (x +2)?
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(1 Punkt) Die ersten beiden Ableitungen von f sind f'(z) = Efelf(m) und f’(z) =
—w%—%—&—ln(z)

eT

. Das gesuchte Taylorpolynom ist also

p(x) = Flzo) + F(x)(@ — z0) + 100z — )2
:O+g(x—1)—%(w—1)2:—%x2+2x—%

o0
(2 Punkte) Die Potenzreihe hat die Form Z (@ — 20)™ mit ¢, = -+ und 2o = 0.

n=1
Der Konvergenzradius ist also
1)3n+t 3 1
r= lim “n | — lim M: lim M:&
n—00 | Cp1 n—00 n3n n—00 n

Fiir den Konvergenzbereich muss man noch die Konvergenz in den Randpunkten
des Intervalls (zg — r, 29 + r) = (—3,3) kontrollieren. Fiir die Randpunkte gilt:

o0 _1 n
falls x = —3, dann ist die Reihe gleich Z (=1)
n

n=1

, also konvergent (alternierend)

1
falls x = 3, dann ist die Reihe gleich Z —, also divergent (harmonische Reihe).
n

n=1



Der Konvergenzbereich ist somit das Intervall

[—3,3).

i) (1 Punkt) Mit Trennung der Variablen folgt fiir die allgemeine Losung

1 1 1
/ _ 2 il - — — = — = .
Y (x) = =3y(x)* = / y2dy / 3dr — ” 3+ C = y(x) 37— C

Die gesuchte spezielle Losung des Anfangswertproblems ist somit

1 2

x) = = .
y(@) 3x+% 6z +1




2. (8 Punkte)

a) (2 Punkte) Die gesuchte Menge ist:

b) (2 Punkte) Der Betrag der zwei fehlenden Losungen z; und 2o ist \/Li wie z3. Um

die Winkel zu erhalten, kann man zum Winkel der gegebenen Losung Vielfache von
2r addieren. Man erhilt so einerseits ;iﬁ+ %’r = %ﬂ' und andererseits ;177—{— 2. 2{ =
“;’—271 Zuletzt miissen diese Winkel durch Subtraktion von 27 wieder nach [0, 27)

verschoben werden. Man erhélt die Losungen

1 .5 1 .13
21 = —=€'12" 29 = —=€'127,

V2

In trigonometrischer Darstellung ist es
1< (5>+..<5>> 1( (13)+..<13>)
=—(cos|—= sin | — =—(cos(— sin{— ] ).
1= 12) T\12)) 2T A 12/ 712

Alternativ: Gesucht ist z = re®. Die rechte Seite der Gleichung in exponentieller



d)

Darstellung ist
1 1 :
Sl =1 V2e'T,

4
Die zu l6sende Gleichung ist somit ist 73e?3% = %ei%”. Daraus folgt r = (%)i =
(2_%)% = % und ¢ = %7‘( + @ mit k =0, 1,2. Die Losungen der Gleichung sind
also in exponentieller Darstellung
o = 1 ign 2 1 isse

In trigonometrischer Darstellung ist es

21 = é(cos (%) + 4 sin (%)) 29 = 12((305 (%) + ¢ sin (%))

(1 Punkt) Fir z gilt

z=¢'t (cos(a) + isin(a)) = €’

NN

el = flit) = cos(§ +a) +isin(§ + a).

Damit Im(z) = 0 und Re(z) > 0 gilt, braucht man also sin(} + a) = 0 und

cos( + a) > 0. Aus der ersten Bedingung folgt o = 3[{ oder a = %r. Nur o = &

erfiillt auch die zweite Bedingung. Die richtige Antwort ist !
L Tm
1
(8 Punkte) Die erste Antwort ist
2 _ 2 2 4 4@-2) _8-8 _ .
1-17% 1- 78;38:3 1— =2 242 (2+2)(2 - 2i) 8

Die zweite Antwort ist
5™ (1 —iV3)3 = —i- (2e75)3 = —i - 8" = —i - (—8) = 8i.
Die dritte Antwort ist

1o ((2i(V=49 + 3) ) = Im(2i(7i + 3) ) = Im( FTAF 67) = Tm(F14 — 63) = 6.



3. (12 Punkte)

a) (2 Punkte) Die Determinante kann zum Beispiel durch Entwickeln nach der dritten
Spalte und anschliessender Anwendung der Sarrus-Regel berechnet werden. Es folgt

3

1 2 g 1 -3 2 3
det =-3det | 2 -2 —2| =-3(-16+6+24—6) = —24.
2 2 0 -2 Y1 o
4 1 0 0
b) (2 Punkte) Man rechnet

2 4 0|4\, ,, (2 4 0|4 4 0| —4

3 3 2|3 |22 0o -3 2| 3 |222(0 -3 2| 3

0 -6 4| 6 0 -6 4| 6 0 0 0| 0

Sei z3 =t € R. Es folgt 9 = —1 + %t und x1 = —%t. Die Losungsmenge ist also

1 —%t
zo | =|-1+3%t| mitteR.
T3 t

c) (2+2+1 Punkte)

i) Das charakteristische Polynom von C' ist

4-X -4 2

det [ =2 2—X —1|==-X4-XN2-N)+4+20—2(2—X) —5(4—X)+ 8\
1 -5 =\
=X 46X+ 7
=AM =61 -T).

Die Nullstellen davon (und somit die Eigenwerte von C') sind

AM=0 und X =7 und M3=-1.



ii) Der grosste Eigenwert ist 7 (siehe Teilaufgabe i)). Die Eigenvektoren dazu findet
man mit

A—7 4 2 |o 3 —4 2|0 1 -5 -7
2 2.7 100 |=| =2 =5 —1]0 | &2 2 5 -1
1 5 0-710 1 -5 —710 3 —4 2

P 1 -5 -7 10 Zo(—L 1 -5 -7
2+273 15 0 1

0 —15 —150 1
i\ o —19 —19]0 ) 27 o 0

0
0
0
Die Eigenvektoren zum Eigenwert 7 haben somit die Form ( mit ¢ # 0.

Gesucht ist der Eigenvektor der Linge 1, es muss also (2t)% + 2442 =
V6t2 = 1 gelten. Daraus folgt t = :l:%. Die zwei moghchen Antworten sind
somit

1 2 1 2

— | -1 oder -— -1
V6 V6
1 1
iii) Die Determinante einer Matrix ist gleich dem Produkt der Eigenwerte der Ma-

trix. Diese haben wir in Teilaufgabe i) ausgerechnet (die Determinante von C
ist also 0).

d) (3 Punkte) Die drei Vektoren sind linear abhéingig genau dann, wenn der Rang
der 4x3 Matrix, deren Spalten die gegebenen Vektoren sind, kleiner als 3 ist. Man
rechnet fiir den Rang

1 4 6 1 4 6 1 4 6
2 0 4 Zo—271 0 —8 -8 Zy—cZy 0 1 1
2 =1 3| z3—2z; |0 -9 -9 Zo(—1 0 -9 -9
c 3 4 c 3 4 0 3—4c 4—6¢
1 4 6 1 4 6
Z3+9Zy | 0 1 1 Z3—(3—4c)Z2 |0 1 1
ZaesZs |0 3—4c 4—6¢ 0 0 1—2¢c])’
0 0 0 0 0 0

also Rang= 2 falls ¢ = % und Rang= 3 falls ¢ # % Somit sind die gegebenen
Vektoren

linear abhéngig, falls ¢ =

1
2
1
linear unabhéngig, falls ¢ # 5

(@)



4. (11 Punkte)

a)

b)

(8 Punkte) Damit P = (3,y,7) auf der gegebenen Fliche liegt, muss 7 = €3* 79 +
9y — 12y0 gelten, also
Yo = —2.

Die Gleichung fiir die Tangentialebene in einem Punkt (xo, yo, 20) ist

z = f(zo,y0) + fz(20,y0)(z — z0) + fy(20,90)(y — Yo),
wobei f(x,y) = =9 4 22y — 4zy mit partiellen Ableitungen folz,y) = 2267 9 4
2zy—4y und f,(z,y) = 22 —4z. Setzt man P = (3, —2,7) ein folgt fiir die Gleichung

der Tangentialebene

z2=T74+2(x—-3)—3(y+2)=-5+2z—3y.

(5 Punkte) Fiir die kritischen Punkte muss gelten

fo(m,y) = 735 — > +y =0
fylz,y) = —2zy + 2 = 0.

Die zweite Gleichung ist umgeschrieben x(1 — 2y) = 0, also muss entweder x = 0

oder y = % sein. Setzt man x = 0 in die erste Gleichung ein, so folgt —y? +y =

y(1 —y) = 0, also y = 0 oder y = 1. Setzt man hingegen y = % in die erste

Gleichung ein, so folgt =2, + % =0, also 22 4+ 8z + 7 = 0 und somit x = —1 oder

T+a2
x = —7. Es gibt darum vier kritische Punkte

P =(0,00 P,=(0,1) Py=(-1,5) Py=(-T73).
Der Ausdruck A(x,y) = fou(®,y) fyy(2,Y) — fry(x,y)? ist hier

14 — 222
- (=22) — (—2y + 1)%

Az, y) = m

Somit ist A(Py) < 0, A(P2) < 0und A(Py) < 0 wiahrend A(Ps) > 0 mit fr,(P3) >
0. Folglich befindet sich bei

P53 ein relatives Minimum.



c) (I + 2 Punkte)
i) Das gesuchte Gebiet ist:

ii) Mit der Formel fiir Gebietsintegrale in Polarkoordinaten und dem Hinweis hat

man
w  rl+sin(p) T q - 1 [~
Jfaa= [ [ varao= [P 52 ap = 5 [ 2sine) +sin(e)
A 0 1 0 0
1 m

_5/0 <2sin(tp)+%—w) dgo=%<—2cos(<p)+§—smfso)> "

=2+
1

0



5. (8 Punkte)

a)

b)

(3 Punkte) Die homogene Differentialgleichung v/ (x) = 223y (z) besitzt die Losung

24

yn(z) = Kez mit K € R Konstante.

24
Der Ansatz fiir die inhomogene Differentialgleichung ist somit y(z) = K(z)ez

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt das die Bedingung
ot ot e
K'(zx)e? =e2 ™ —  K(z)= /62‘” dx = -5 T C.

Die allgemeine Losung ist also
2x

y(o) = (5 + C)e% — Ce +

Fiir die gesuchte Losung des Anfangswertproblems setzt man die Bedingungen
y(0) = 1 ein. Es gilt y(0) = C + %, also C' = % Die gesuchte Losung ist also

eT T2 mit ¢ € R Konstante.

24
y(x) = 567(1 + €27).

(5 Punkte) Die homogene Differentialgleichung " (x)+4y' (z)+8y(x) = 0 besitzt die
charakteristische Gleichung A% 44\ +8 = 0 mit nicht-reellen Losungen \; 2= —2%
2i. Somit ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung gegeben
durch

yn(x) = e"2*(Cy cos(2x) + Cysin(2z))  mit Cp, Cy € R Konstanten.

Fiir eine partikuldre Losung y,(z) der inhomogenen Differentialgleichung benutzt
man den Ansatz
yp(r) = Az® + Bz + C,

da die Storfunktion ein Polynom 2. Grades ist. Fiir diesen Ansatz gilt y,(z) =
2Ax + B und yg (x) = 2A. Der partikulire Ansatz ergibt eingesetzt in die inhomo-
gene Differentialgleichung die Bedingung

2A + 4(2Ax + B) + 8(Ax? + Bx + C) = 22° + 6z + L

2
Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen 84 =2, 84+ 8B = 6 und 2A+4B +
8C = % und somit A = %, B = % und C' = —%. Die gesuchte allgemeine Losung

der Differentialgleichung ist also

2
1
y(x) = yn(z) + yp(x) = 6_233(01 cos(2x) 4+ Cysin(2x)) + % + g -1



6. (9 Punkte)

a) (2 Punkte) Mogliche Parametrisierungen sind

Cy 7(t):( t ) fir —r<t<nw

b) (3 Punkte) Ortsvektor 7 (t) der Kurve C aus Teilaufgabe a) in Vektorfeld F

einsetzen ergibt

?(m(t),y(t)) _ <t2 + i;os(ﬂ) '

Der Ortsvektor 7(t) der Kurve C; wird jetzt abgeleitet und das Skalarprodukt
? 7 gebildet

g 1 un T =2 cos sin
7 = <Sin(t)) d  F -7 = +2cos(t) + Atsin(t).

Dieses Skalarprodukt muss man schliesslich in den Grenzen von ¢ integrieren

/ F.d7 = i (t* + 2cos(t) + 4t sin(t)) dt
Cq —T

© (t; + 251n(t)> :r + 4( —teos(t)|" - /_7; — cos(t) dt)

273
=248
3 Tom

wobei man in () partielle Integration braucht.

c) (3 Punkte)
Mit

L ) el )

und der Formel von Green folgt

%C?-d? - //A <8(1Q(m,y) - (,fyp(x,y)) dA,



d)

wobei A das durch die Kurve C' eingeschlossene Gebiet ist. Hier ist
0 0
— ——P =442=6
5,2 (@ Y) 3y (z,y) =4+
und A kann geschrieben werden als
1
A:{(:c,y) €ER?| —w<z<m,—cos(x) §y§2+—x}.
0

Wir erhalten

[ Gt Greyancof [ o

:6/7:T (2+%x+cos(z)>dx—6<2a:+2l 2% + sin(x ))

™

—T

= 24m.

Somit ist

i?d?z%ﬂ.

(1 Punkt) Es gilt
f?-d?:/ Fav+ | Far+ | F-av
C Ch Ca C3

und somit folgt mit Teilaufgabe b) und c)

3
?~d7:247r—<2%+877)—877—87r—2i

Cs 3



