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Losungen zu Mathematik I/11

1. (10 Punkte)

a) Wir benutzen L’'Hopital

In(x)?>  L'Hopital |, 2@ .2 In(x)
im-——--1>"— = im = lim —
x—>1$3—3$+2 z—1 322 -3 r—13x3 —x
L’Hopital .. 2 T 21 1
- 2513322—-1 3 2 3

b) Wir berechnen

. 2433 —x—1
im =
z—oo  3x0 —2x — 7

c) Wir berechnen

, _ sin(z)
fw) = cos(x)

1" - 1
Fiz) = cos(z)?

Das zweite Taylorpolynom im Punkt z¢y = 0 ist gegeben durch
R
2(x) =0+0 5= "5
d) Wir schreiben das Polynom als
44t +2—6=(x—1)(2*+52+6) = (z—1)(z+2)(z+3).
Also sind die Nullstellen 9 = —2 und x3 = —3.

e) Wir nehmen die Substitution y = 1 — 22, Das Integral ist dann

%—&-1 —7/2 -1
/ zcos(l — z?)dx = / cos(y)7 dy
1 0

=~ lsin(y)lg™
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f) Wir berechnen

T 2

1—=x
Tl -

/
f(x) f(@) = T
Die Funktion f(z) ist streng monoton wachsend, wenn f’(x) > 0, d.h. 1 — 22 > 0,
weil 1 + 22 immer positiv ist. Es folgt, dass f(x) auf dem Intervall I =] — 1,1]

streng monoton wachsend ist.

g) Wir berechnen

f=ytn(@), L=y fy = tan(a),
_, sin(x) B 1 B
fxz—2yma fzy— W’ fyy—o-

Im Punkt (0,0) gilt dann

f22(0,0) =0, fay(0,0) =1, f,(0,0) = 0.

2. (8 Punkte)

a) In der Eulerschen Darstellung haben wir

117

z=14e76 ",
b) —z=-1-iund 1 =1 -1
c) r= —%, z=2
d)
Re(z122) = —2V/3, Im(z122) = -2,



3. (12 Punkte)

a) Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

i) richtig, denn
1 411 1 411 1 411
0 3|1 |~|03[1]~{(03]1],
1 712 0 3|1 0 00

und somit ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich dem Rang
der Koeffizientenmatrix und das Gleichungssystem ist 16sbar. Weiter ist der
Rang der Koeffizientenmatrix gleich der Anzahl Unbekannten und daher ist
das Gleichungssystem eindeutig losbar.

ii) falsch (die drei angegebenen Vektoren sind linear unabhéngig)
iii) richtig (folgt aus i)).
iv) falsch (Beispielsweise ist das Gleichungssystem

z=1
=2
r+y+z+w=0,

nicht 16sbar. Allgemein ist Az = b losbar, falls Rg(A|b) =Rg(A). Im obigen
Beispiel gilt Rg(A) = 2 # 3 =Rg(A|b).)

b)
1 3 4| -2 1 3 4|-2 1 3 4|-2
27 8/-2]~1010 2 |l~1010 2
-1 1 -2 6 0 4 2 4 0 0 2|4
0
Die Losung lautet x = 2
-2
1 2 «
c) det(A)=1]0 «a 4 |=—-a+20-a? Fiir a € {-5,4} sind die Vektoren linear
1 -3 -1
abhingig.
d)
2—-X 0 1
det(A—X)=| 3 1-X 3 |=@2=MN(=1+X2=3)+2+N
1 1 —-1-A

=A+2)(-(A=2)2+1),

also sind die Eigenwerte bei A\; = —2, Ay =3 und A3 = 1.



4. (12 Punkte)

a) Wir integrieren die Gleichung % = 322 — 1 und erhalten [ % = [(32% — 1)dz.

Daraus folgt In|y| = 2% — 2 4+ C mit C € R. Also haben wir |y(z)| = Ce™’ .
Aus der Anfangsbedingung y(0) = 2 folgt C' = 2 und somit ist die Losung des
Anfangswertproblems y(x) = 2e7° 2,

b) i)

i)

Die zur homogenen Differentialgleichung y” + 4y’ + 4y = 0 zugehérige charak-
teristische Gleichung lautet

N4+4r+4=0.

Diese charakteristische Gleichung hat doppelte Nullstelle A\ o = —2. Somit ist
die Losung der homogenen Differentialgleichung ypom(z) = C1e™2% 4+ Coze™2®
mit C1,Cy € R.
Wir haben y/(r) = —2C e~ 2*+Cye~2*(1—27). Die Anfangsbedingungen lauten
y(0) = 2 und y'(0) = 4. Also erhalten wir

y(O) = Cl =2

y/(O) = -2C1 + Cy = 4.
Aus der zweiten Gleichung folgt Co = 8. Die Losung des Anfangswertproblems
lautet also y(z) = 2e~2% + 8re~27.

Wir benutzen die Substitution u = x + y — 1, somit gilt v’ = 3’ + 1. Dies
eingesetzt in die urspriingliche Differentialgleichung fiihrt zu

v =u |/

u:/dx:gwc, CeR

lm‘g

(Die Losung u = —2e*V 204C g1t weg, da aus y(0) = 5 folgt, dass u(0) =4 >

0.) Mit der Riicksubstitution erhalten wir also y(z) = 2etV2+C _ 5 4 1. Wir
betrachten die Anfangsbedingung y(0) = 5 um C' zu bestimmen. Es gilt

:t\FCA' =1n2 > 0, deshalb miissen wir die positive Wurzel wihlen
C = (In2)%

Somit ist die Losung des Anfangswertproblems y(z) = 2eV 2e+(In2)? _ 5y



ii) Die richtige Losung ist die Graphik oben links, denn wegen der Anfangsbedin-
gung y(0) = 5 kommen nur die Graphiken oben links, unten links und unten
rechts in Frage. Die Steigung der Funktion in der Graphik unten links ist fiir al-
le Punkte x und y konstant, was nicht zu unserem Anfangswertproblem passt.
Also kommen nur die Graphik oben links oder unten rechts in Frage. Wir sehen
jedoch, dass y/ = —“1¥=L__ 1 > 0, falls zum Beispiel z+y —1 > 2. Betrachten

In lzty=1l
wir nun die Graphik urzlten rechts, so sehen wir, dass die Steigung fiir z in [5, 6]
negativ ist. Fiir diese = haben wir zudem y > 5 (sieche Graph) und somit ist
die Bedingung = + y — 1 > 2 erfiillt, nicht aber 3’ > 0. Also ist die richtige
Losung die Graphik oben links.

5. (8 Punkte)

a)

b)

Der Gradient von f ist
Vf(z,y) = (2z—2y— 20,2z + y* + 20).
Die notwendigen Bedingungen fiir kritische Punkte sind

20 — 2y — 20 =
—2z +y* +20

Aus der ersten Gleichung folgt = 10 4+ y und eingesetzt in die zweite Gleichung
erhalten wir

—2y+y* = 0.

Die kritischen Punkte liegen somit bei

lur = (10,0) und uy = (12,2).]

Mit den zweiten Ableitungen von f

Sz = 2, fxy = -2 und fyy = 2y,

erhalten wir fiir D(z,y) = foz(2,9) fyu (2, y) — foy(z,y)? in ug und ug

’D(ul) =—-4<0, und D(ug)=4> 0.‘

Somit liegt in u; ein Sattelpunkt vor. In ug gilt fy,(u2) = 2 und somit handelt es
sich um lokales Minimum.

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = f(x,y) im Punkt (0, 1) ist
gegeben durch

z= f(0,1) + f2(0, 1)z + fy(oa Dy —1).



Mit

2z 6y
= - — - d - < @@

L@y = mogery W M@y = ag sy

erhalten wir f,(0,1) = 0 und f£,(0,1) = 3. Weiter folgt mit f(0,1) = In(4)

3 3 3
=In(4) + 2(y—1) =In(4) — 2 + 2y.
z=In(4)+ 5(y—1) =In(4) - 5 + Sy

6. (10 Punkte)

a) Die folgende Abbildung zeigt die Kurven 71, 2 und ~s.
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b) Mit
(bei I1) x =t,dr = dt und y = 3, dy = 3t%dt,
(bei Is) 2 =1—t,de = —dt und y = 1 + t,dy = dt,
(bei I3) © = 0,de =0 und y = 2 — t,dy = —dt,

folgt
2 ! 6 3 25
L = yde+axzdy= | (t°+3t°)dt = —.
" 0 28
2 ! 2 11
L = yde+zxzdy= [ (1—t)— 1 +t)*)dt=——.
72 0 6
I3 = /de:c—&—xdy:O.
3



Iz/dem+mdyzll+12+13:—79/84.
v

d) Es gilt f(z,y) = y? und g(z,y) = z, somit % - %Z = 1 — 2y. Mit der Formel von

Green erhalten wir dann:

e Variante 1

1 2—x 1
// (1—2y)dydx=/ (y—y2
0 Ja3 0
1

:/ 2-—2)—2-2)? 23 +a25dx
0
o 2-2)?r (2-2)P 2t 2T
B > T3 1 7l
M

84

2::) dx

T

Alternativ konnte man das Integral mit folgender Zerlegung berechnen:

2
1 Sy 2 r2—y
// (1—2y)dmdy+// (1 —2y)dzdy
0o Jo 1 Jo

e Variante



