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Losungen zu Mathematik I/11

1. (10 Punkte)
a)
20 x2 _ia01+./1_$2 T2

b)
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. -n -1
nhargo,/n?_Fl n—oo [y 1 -
Vit
c) Durch die Substitution u = In(z) erhalten wir dass

2 In(2)
/ sin (In(z)) dz = / sin(u) e" du
1 0

Durch zweifaches partielles Integrieren erhalten wir

In(2) In(2)
— / cos(u) e" du
0

In(2)
/ sin(u) e" du = sin(u) e*
0 0

In(2) In(2) In(2)
= sin(u) * — cos(u) e" . / sin(u) e" du
0
Deshalb schliessen wir
In(2) 1 In(2) In(2)
/ sin(u) e" du = = [sin(u) e — cos(u) e* ]
0 2 0 0
_ % (sin (In(2)) — cos (In(2)) + 1).

d) Esist ap = f(0) =0 und a; = f/(0) = 1.
e) Beobachte, dass
23— 322 — 10z + 24 = (z — 2)(z + 3)(z — 4).

Daraus folgt 1 = 2, o = —3 und z3 = 4.



f) Die Funktion
1
f:R=R, f(zx):= §x3—|—gxz
hat als Ableitung
f'(z) = 2 + 3z.

Durch Nullsetzen finden wir die Kandidaten fiir Extrema in {0, —3}. Die zugehori-
gen Funktionswerte sind

Mit f”(0) =3 > 0 und f”(—3) = —3 < 0 folgern wir

9

(xminvymin) = (O,f(O)) = (070)7 ($max’ymax) = (_37f(_3)) = (_3) 2) .

g) Dasin(x) eine stetige Funktion ist, ist die Funktion f stetig auf [0, c0) genau dann

z)_\/i

wenna:sin(4 x=

3 -

2. (10 Punkte)

a)
21 =2—23i = |z1]| =4, arg(z1) = &
i—3
22:4\@(1—2@') > |zl =8, arg(z2) = 7
22
B=3 = |asl=2% =1, arg(es) = — 357 =7 (mod 2n).
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c) Gemiiss Hinweis ist die zu z; konjugierte Zahl eine weitere Nullstelle, d.h.,
z=2f =1—iV3.

Wir berechnen
(z—1—iV3)(z —14+iV3) = 22 — 2z + 4.



Durch Polynomdivision erhalten wir

224234+ 22462420
=z"4+4z+5.
22 —2z2+4

Dieses quadratisches Polynom ergibt zwei restlichen Losungen 234 = —2 £ 1.

3. (10 Punkte)

a) MC-Aufgabe (2 Punkte)

falsch. Wahle A # 0 und B = —A.

richtig. A2 ist ein Vielfaches der Identitit.

e falsch. Gilt Av = Av und Bv = uw, so ist (A — B)3v = (A — p)3v.

richtig: beide Matrizen haben das charakteristische Polynom y(\) = A2 —\(a+
b) — 1.

b) (8 Punkte) Gauss-Algorithmus ergibt

-1 1 4 2 -1 1 4 2
3 -1 8| 4 ~ 0 2 20 10
-5 3 —-8|-8 0 -2 -28|-18
-1 1 4] 2
~s 0 2 20110
0 0 —8|-8

Das Gleichungssystem besitzt also die eindeutige Losung (-3, —5,1).
c) (2 Punkte) Das charakteristische Polynom ist

3—A =5 4
det 0 4—-A -2
1 ) —2-A

=B-N((4=XN)(-2-X)+10) + (10— (4 — N)4)
= A\ —BX+4).
Die Eigenwerte sind demnach 0, 1, 4.

d) (3 Punkte) Es gilt

det(A + AT) _det< bQch b;lc )
=dad — (b +c¢)?

= 4(ad — be) — (b — ¢)?
=4det(A) — (b—c)* <0.

4. (12 Punkte)



a) i) RICHTIG. Das folgt direkt aus der obigen DGL.
ii) FALSCH.
iii) FALSCH.
iv) RICHTIG.

1v

b) Wir benutzen die Substitution u(z) = @ Da y/(x) = v/(x)z + u(z) erhalten wir
durch einsetzen dass

o (x)z + u(z) = 22 (3 + u(x))2 + u(x).

Durch Vereinfachen erhalten wir

2

u(z) = x(3 + u(a:)) .

Mittels Separation der Variablen erhalten wir

/(3:1_1;)2:/:0(1:5.

Daraus folgern wir

1 1,
_ —— C
3+ u(x) 2" +
und somit
@)=-— 2 __3
Y x2 4+ 2C '

Durch Riicksubstitution erhalten wir die allgemeine Losung

2z

R
z2 4+ 2C v

y(a) =
Mit dem Anfangswert y(1) = —4 folgt dass C' = 0.5 und somit lautet die Losung

des AWP
2x

2211

y(x) = — 3.

c) i) Die dazugehérige homogene Differentialgleichung ist von der Form
() - 2%y (x) = 0.

Via Separation der Variablen sehen wir direkt, dass die allgemeine Losung der
homogenen DGL von der Form

Yhom (x) = Ke%x6, K eR.

ist.
ii) Um die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekom-

men, verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Fiir die allge-
meine Losung yq4 verwenden wir den Ansatz

1.6

Yallg() = K(z)es™.



Durch Ableiten erhalten wir

26

Yaurg(@) = K'(w)es™ + 2K (a)a’es?

Durch das Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung erhalten wir
K’(az)e%“ + 2K (x)z® e3” —2K( ) 3™’ — 37720 — .
Daraus folgern wir
K'(z) =
und deshalb gilt
1 _ .
K(z) = —56—21 + K, KcR.
Durch die Wahl unseres Ansatz schliessen wir, dass
1

_ ~ 1.6 1 1.6
—e 7% 4 K)e3® = Ke3™ — —e3 sat—2e,

Yaitg(2) = (=3

5. (8 Punkte)

a) (2 Punkte) Es gilt

i)
ii)

iii)

iv)

b) (2 Punkte) Die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von z = f(z,vy)

richtig. §1(1,—1) = §L(1,-1) = 0.

falsch, dleser Punkt ist ein Sattelpunkt.

richtig. f(z,y) = (z? +y)? + (y*> — 1)®> — 1, demnach ist (—1,1) ein lokales Mi-
nimum. Oder: die kritischen Punkte von f sind: (0, :I:ﬁ), (0,0) und (£1,-1).

Auswerten von A(z,y) = fre(2,y) fyy(x,y) — gy

fze in diesen Punkten ergibt, dass (—1, —1) ein lokales Minimum ist.
falsch. A(1,—1) > 0, daher liegt ein lokales Extremum vor.

im Punkt (xo, o, f(z0,y0)) ist gegeben durch

Wir haben 8f Lz ny=1 und 2 (% 7) = —3. Also ist die Gleichung der Tangen-

z= %(ﬂco, Yo)(z — o) + gij(wo, Y0)(y — yo) + f (@0, yo)-

tialebene gegeben durch

—_

z:i(x—y—i—l).

¢) (4 Punkte) Mittels der Lagrangemultiplikatormethode: Wir definieren

F(l"y7 )‘) = f(x,y) + )\(l’y - 1)

Partiell Ableiten nach z,y und A und Nullsetzen ergibt das Gleichungssystem

(z,y) =22+ Ay =0
(z,y) =8y + Az =0
(z,y) =2y —1=0.

SIS

(z,y) und Untersuchen von



Man erhilt nacheinander die Losungen (V/2, %), (—V/2, —?).

Durch Berechnen der Funktionswerte f(x,y) an diesen Stellen und wegen des
asymptotischen Verhaltens von f folgt, dass f(z,y) unter der Nebenbedingung

zy = 1 seinen Minimalwert 3 /4 an den Stellen (v/2, %), (—v/2, —%) und keinen
Maximalwert annimmt.

6. (10 Punkte)

a) Wir haben

. 1 cos(t)
K 7= 2 - | —sin(t) | = cos(t) — 2sin(t),
2 cos(t) 0

und somit

Lo /2
/ K -rdt = / cos(t) — 2sin(t)dt = sin(t) + 2cos(t)]g/2 =1-2=-1
C 0

b) Der Weg 7, verlduft entlang der Geraden y = %x — % und wir erhalten

t ™ s
Tt () = cost |’ g stsg
5 5t
Yo it ya(t) = 1 1 = _t , 0<t<m
(m/2—1)—3 =
T
witew)={ 2 ), —1<t<0
c) i)
y
A
g2 //

=1+

ii) Fiir die Rechnung benétigen wir

Py(x’y) =

und

Qz(l'ay) =1



Nach der Greenschen Formel ist der Wert des gesuchten Kurvenintegrals gleich
dem Integral von (), — P, iiber die von ¢ eingeschlossene Fliche. Wir erhalten

1,1
%K-daz/ / —2dydx
_1Ja3
1
:—2/ 1— 23dz
—1

1
1
= —2(z — 1m4)

—1
= —4.



