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Lösungen zu Mathematik I/II

1. (10 Punkte)

a)

lim
x→0

1−
√

1− x2
x2

= lim
x→0

1

1 +
√

1− x2
=

1

2
.

b)

lim
n→∞

−n√
n2 + 1

= lim
n→∞

−1√
1 + 1

n2

= −1.

c) Durch die Substitution u = ln(x) erhalten wir dass∫ 2

1
sin
(

ln(x)
)
dx =

∫ ln(2)

0
sin(u) eu du

Durch zweifaches partielles Integrieren erhalten wir∫ ln(2)

0
sin(u) eu du = sin(u) eu

∣∣∣ln(2)
0
−
∫ ln(2)

0
cos(u) eu du

= sin(u) eu
∣∣∣ln(2)
0
− cos(u) eu

∣∣∣ln(2)
0
−
∫ ln(2)

0
sin(u) eu du

Deshalb schliessen wir∫ ln(2)

0
sin(u) eu du =

1

2

[
sin(u) eu

∣∣∣ln(2)
0
− cos(u) eu

∣∣∣ln(2)
0

]
=

1

2
(sin (ln(2))− cos (ln(2)) + 1) .

d) Es ist a0 = f(0) = 0 und a1 = f ′(0) = 1.

e) Beobachte, dass

x3 − 3x2 − 10x+ 24 = (x− 2)(x+ 3)(x− 4).

Daraus folgt x1 = 2, x2 = −3 und x3 = 4.



f) Die Funktion

f : R→ R, f(x) :=
1

3
x3 +

3

2
x2

hat als Ableitung
f ′(x) = x2 + 3x.

Durch Nullsetzen finden wir die Kandidaten für Extrema in
{

0,−3}. Die zugehöri-
gen Funktionswerte sind

f(0) = 0, f(−3) =
9

2
.

Mit f ′′(0) = 3 > 0 und f ′′(−3) = −3 < 0 folgern wir

(xmin, ymin) = (0, f(0)) = (0, 0) , (xmax, ymax) = (−3, f(−3)) =

(
−3,

9

2

)
.

g) Da sin(x) eine stetige Funktion ist, ist die Funktion f stetig auf [0,∞) genau dann

wenn a = sin
(
π
4 ) =

√
2
2 .

2. (10 Punkte)

a)

z1 = 2− 2
√

3i ⇒ |z1| = 4, arg(z1) = 5π
3

z2 = 4
√

2

(
i− 3

1− 2i

)
⇒ |z2| = 8, arg(z2) = 5π

4

z3 =
z2
z31

⇒ |z3| = 8
43

= 1
8 , arg(z3) = 5π

4 − 35π
3 ≡

π
4 (mod 2π).
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b)

c) Gemäss Hinweis ist die zu z1 konjugierte Zahl eine weitere Nullstelle, d.h.,

z2 = z∗1 = 1− i
√

3.

Wir berechnen
(z − 1− i

√
3)(z − 1 + i

√
3) = z2 − 2z + 4.



Durch Polynomdivision erhalten wir

z4 + 2z3 + z2 + 6z + 20

z2 − 2z + 4
= z2 + 4z + 5.

Dieses quadratisches Polynom ergibt zwei restlichen Lösungen z3,4 = −2± i.

3. (10 Punkte)

a) MC-Aufgabe (2 Punkte)

• falsch. Wähle A 6= 0 und B = −A.

• richtig. A2 ist ein Vielfaches der Identität.

• falsch. Gilt Av = λv und Bv = µv, so ist (A−B)3v = (λ− µ)3v.

• richtig: beide Matrizen haben das charakteristische Polynom χ(λ) = λ2−λ(a+
b)− 1.

b) (3 Punkte) Gauss-Algorithmus ergibt −1 1 4 2
3 −1 8 4
−5 3 −8 −8

 
 −1 1 4 2

0 2 20 10
0 −2 −28 −18


 

 −1 1 4 2
0 2 20 10
0 0 −8 −8

 .

Das Gleichungssystem besitzt also die eindeutige Lösung (−3,−5, 1).

c) (2 Punkte) Das charakteristische Polynom ist

det

 3− λ −5 4
0 4− λ −2
1 5 −2− λ


= (3− λ)((4− λ)(−2− λ) + 10) + (10− (4− λ)4)

= −λ(λ2 − 5λ+ 4).

Die Eigenwerte sind demnach 0, 1, 4.

d) (3 Punkte) Es gilt

det(A+AT ) = det

(
2a b+ c
b+ c 2d

)
= 4ad− (b+ c)2

= 4(ad− bc)− (b− c)2

= 4 det(A)− (b− c)2 < 0.

4. (12 Punkte)



a) i) RICHTIG. Das folgt direkt aus der obigen DGL.

ii) FALSCH.

iii) FALSCH.

iv) RICHTIG.

b) Wir benutzen die Substitution u(x) = y(x)
x . Da y′(x) = u′(x)x+ u(x) erhalten wir

durch einsetzen dass

u′(x)x+ u(x) = x2
(

3 + u(x)
)2

+ u(x).

Durch Vereinfachen erhalten wir

u′(x) = x
(

3 + u(x)
)2
.

Mittels Separation der Variablen erhalten wir∫
du(

3 + u
)2 =

∫
x dx.

Daraus folgern wir

− 1

3 + u(x)
=

1

2
x2 + C

und somit

u(x) = − 2

x2 + 2C
− 3.

Durch Rücksubstitution erhalten wir die allgemeine Lösung

y(x) = − 2x

x2 + 2C
− 3x.

Mit dem Anfangswert y(1) = −4 folgt dass C = 0.5 und somit lautet die Lösung
des AWP

y(x) = − 2x

x2 + 1
− 3x.

c) i) Die dazugehörige homogene Differentialgleichung ist von der Form

y′(x)− 2x5y(x) = 0.

Via Separation der Variablen sehen wir direkt, dass die allgemeine Lösung der
homogenen DGL von der Form

yhom(x) = Ke
1
3
x6 , K ∈ R.

ist.

ii) Um die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekom-
men, verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Für die allge-
meine Lösung yallg verwenden wir den Ansatz

yallg(x) = K(x)e
1
3
x6 .



Durch Ableiten erhalten wir

y′allg(x) = K ′(x)e
1
3
x6 + 2K(x)x5e

1
3
x6 .

Durch das Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung erhalten wir

K ′(x)e
1
3
x6 + 2K(x)x5e

1
3
x6 − 2K(x)x5e

1
3
x6 − e

1
3
x6−2x = 0.

Daraus folgern wir
K ′(x) = e−2x

und deshalb gilt

K(x) = −1

2
e−2x + K̃, K̃ ∈ R.

Durch die Wahl unseres Ansatz schliessen wir, dass

yallg(x) = (−1

2
e−2x + K̃)e

1
3
x6 = K̃e

1
3
x6 − 1

2
e

1
3
x6−2x.

5. (8 Punkte)

a) (2 Punkte) Es gilt

i) richtig. ∂f
∂x (1,−1) = ∂f

∂y (1,−1) = 0.

ii) falsch, dieser Punkt ist ein Sattelpunkt.

iii) richtig. f(x, y) = (x2 + y)2 + (y2 − 1)2 − 1, demnach ist (−1, 1) ein lokales Mi-

nimum. Oder: die kritischen Punkte von f sind: (0,±
√
2
2 ), (0, 0) und (±1,−1).

Auswerten von ∆(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y) − f2xy(x, y) und Untersuchen von
fxx in diesen Punkten ergibt, dass (−1,−1) ein lokales Minimum ist.

iv) falsch. ∆(1,−1) > 0, daher liegt ein lokales Extremum vor.

b) (2 Punkte) Die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von z = f(x, y)
im Punkt (x0, y0, f(x0, y0)) ist gegeben durch

z =
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) + f(x0, y0).

Wir haben ∂f
∂x (π4 ,

π
4 ) = 1

2 und ∂f
∂y (π4 ,

π
4 ) = −1

2 . Also ist die Gleichung der Tangen-
tialebene gegeben durch

z =
1

2
(x− y + 1).

c) (4 Punkte) Mittels der Lagrangemultiplikatormethode: Wir definieren

F (x, y, λ) = f(x, y) + λ(xy − 1).

Partiell Ableiten nach x, y und λ und Nullsetzen ergibt das Gleichungssystem
∂F
∂x (x, y) = 2x+ λy = 0
∂F
∂y (x, y) = 8y3 + λx = 0
∂F
∂λ (x, y) = xy − 1 = 0.



Man erhält nacheinander die Lösungen ( 3
√

2,
3√4
2 ), (− 3

√
2,−

3√4
2 ).

Durch Berechnen der Funktionswerte f(x, y) an diesen Stellen und wegen des
asymptotischen Verhaltens von f folgt, dass f(x, y) unter der Nebenbedingung

xy = 1 seinen Minimalwert 3
2

3
√

4 an den Stellen ( 3
√

2,
3√4
2 ), (− 3

√
2,−

3√4
2 ) und keinen

Maximalwert annimmt.

6. (10 Punkte)

a) Wir haben

~K · ~̇r =

 1
2

2 cos(t)

 ·
 cos(t)
− sin(t)

0

 = cos(t)− 2 sin(t),

und somit∫
C

~K · ~̇rdt =

∫ π/2

0
cos(t)− 2 sin(t)dt = sin(t) + 2 cos(t)|π/20 = 1− 2 = −1.

b) Der Weg γ2 verläuft entlang der Geraden y = 1
πx−

1
2 und wir erhalten

γ1 : t 7→ γ1(t) =

(
t

cos t

)
, −π

2
≤ t ≤ π

2

γ2 : t 7→ γ2(t) =

(
π
2 − t

1
π (π/2− t)− 1

2

)
=

(
π
2 − t
−t
π

)
, 0 ≤ t ≤ π

γ3 : t 7→ γ3(t) =

(
−π

2
t

)
, −1 ≤ t ≤ 0.

c) i)

Σ1

Σ2

Σ3

-1 1
x

-1

1

y

ii) Für die Rechnung benötigen wir

Py(x, y) = 3

und
Qx(x, y) = 1.



Nach der Greenschen Formel ist der Wert des gesuchten Kurvenintegrals gleich
dem Integral von Qx−Py über die von σ eingeschlossene Fläche. Wir erhalten∮

σ

K · dσ =

∫ 1

−1

∫ 1

x3
−2dydx

= −2

∫ 1

−1
1− x3dx

= −2(x− 1

4
x4)

∣∣∣∣∣
1

−1

= −4.


