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D-BIOL, D-CHAB
Losungen zu Mathematik I/11

Aufgaben

1. (10 Punkte)
a) Firn=1,2,... haben wir cos(2nm) = 1. Somit gilt a,, =n/(n + 1) und

lim a, = 1.
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b) Es gilt

A~ w

und somit folgt
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lim sin <7r> = 0.
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e) Es muss gelten
Aq — Ax + Bp — Bx = 1.
Daraus folgt Ag+ Bp=1und A+ B = 0. Das heisst A = ﬁ und B = ﬁ.
f) Die erste und zweite Ableitung von g fiir x < 1 sind €2* + 2ze?® und 4e%* + 4xe?®.
Folgende Gleichungen miissen also erfiillt sein

e =a+btc
3¢2 =2a+0b
8¢? = 2a.

Somit gilt a = 4e?, b = —5e?, ¢ = 2¢2.



2. (10 Punkte)

a)
1 . . 2+ 51 13 11, A7 .
37 <3 + Z) 6 — 1, T 10 + 102, 7 7

b) Es ist die Menge innerhalb des folgenden Rechtecks inklusive Rand.

1-0-

05F

c) z = 272522 (e7im/4)50 — e" 2™ = ¢72™ = —j Das heisst r = 1,p = 37 und
a=0,b=-1.
d) d=2.

2, 4
e) z1 = 2,29 =2e3™, 23 = 2e3™".

3. (10 Punkte)

a)

121
det| 2 0 1 | =1-(=3)—2-(2A—3)+2-2=—4\+7T.
2 3 A

Die Matrix ist fiir A # E invertierbar.

b) i) Wir miissen folgendes Gleichungssystem losen

1 3 5 T 14
2 -1 -3 y | = 3
4 5 -1 z 7

Mit dem Gauss-Verfahren haben wir:



ii)

Addiere —2 mal die erste Zeile zur zweiten Zeile, addiere —4 mal die erste Zeile

zur dritten Zeile

1 3 5 14
0 -7 —13|—-25
0 -7 —21|-49
Addiere —1 mal die zweite Zeile zur dritten Zeile
1 3 5 14
0 -7 —13|-25
0 0 -8 |—-24
Multipliziere die zweite Zeile mit —%, multipliziere die dritte Zeile mit —%
1 3 5|14
13 | 25
00 113

Addiere —1—73 mal die dritte Zeile zur zweiten Zeile

1 3 5|14
01 0|-2
00 1] 3

Addiere —3 mal die zweite Zeile zur ersten Zeile, addiere —5 die dritte Zeile
zur ersten Zeile

0| 5
0|-2
1

1
0
0 3

o = O

Die Losung ist somit

r=5 y=-2, z=3.

Die Vektoren sind nicht linear unabhéngig, da eine nicht-triviale Linearkombi-
nation von vy, ve, v3, v4 existiert, die gleich 0 ist.

Ein Vektor (v; wve w3)? ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 falls
v2  FU3 =1
—u1+ 2v2 4vy =9
—v1— v +4dvg =3

Setzen wir die erste Gleichung in die dritte ein, erhalten wir vy = wv3. Das
eingesetzt in die erste Gleichung ergibt vy = 2vs. Der Eigenvektor muss also
die Form ¢(2 1 1)T haben.

Das charakteristische Polynom von A ist

—x 1 1
Plz)=| -1 2—ux 1 =—z2(2-2)d—-z)+ 1)+ (4d—2)+1)—(1—-(2—2x))
-1 -1 4 —x

= —23 4+ 622 — 11z + 6.



Da 1 ein Eigenwert von A ist, konnen wir P(x) faktorisieren zu
P(x) = (x — 1)(—2* 4+ 52— 6) = —(z — 1)(z — 2)(z — 3).

Die Eigenwerte von A sind also 1,2, 3.

d) Falls v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ¢ ist, dann gilt

Av = cv.

Das heisst es gilt v = A7!cv und somit

Ay =c 1o,

Alsosind (I 1)T and (2 —3)T Eigenvektoren von A~! zu den Eigenwerten 1/3
and —1/2.

4. (10 Punkte)

a) i)

i)

Die homogene Differentialgleichung ist

3
y ——y=0.
x
Separation der Variablen ergibt
dy _dx

3—.
Y T

Wir integrieren beide Seiten und erhalten (beachte 2z > 0)

yu(x) = exp (/ idm) =exp(3Inz + Cp) = 123

wobei Cy und Cy zwei beliebige Konstanten sind.
Unser Ansatz fiir die allgemeine Losung ist

Somit muss C(z) erfiillen
C'(z)x® + C(2)32* — 3C(2)2* = .

Das heisst

Daraus folgt
1 1

wobei Cy eine beliebige Konstante ist. Die allgemeine Losung ist also

y(x) = —x? + Cha3,



iii) Wir miissen die Konstante Cy bestimmen. Fiir die Bedingung y(1) = 2 muss
gelten

y(l)=—-1+Cy =2.
Es gilt somit Cy = 3 und die gesuchte Losung ist
y(x) = —2% 4 323
b) i) Die homogene Differentialgleichung ist
y" + 2y + 5y = 0.
Die charakteristische Gleichung ist somit
A 4+2X4+5=0

mit den Nullstellen A\ = —1+ 27, Ao = —1 — 2¢. Die allgemeine Lésung hat also
die Form

y=-e T (Cycos(2z) + Ca(sin(2z))) .

ii) Setzen wir y(z) = Asin(2x) + Bcos(2z) in die urspriingliche Gleichung ein,
erhalten wir

—4Asin(2x) — 4B cos(2z) + 2 (2A cos(2x) — 2Bsin(2x)) 4+ 5 (Asin(2z) + B cos(2x)) = sin(2z).
Daraus folgt

(—4A — 4B +5A — 1)sin(2z) + (—4B +4A +5B) cos(2z) =0

und somit
A—4B-1=0
B+4A=0.
Wir schliessen daraus A = 1—17, B = —1%.

iii) Die allgemeine Losung ist

y(x) = e ¥ (Cy cos(2z) + Ca(sin(22))) + %7 sin(2z) — % cos(2x).

. (10 Punkte)

a) Wir berechnen zuerst die partiellen Ableitungen von z = f(z,y) = sin(z) cos(y)
und erhalten f,(z,y) = cos(x) cos(y) und fy(z,y) = —sin(x) sin(y).

Die Tangetialebene im Punkt (0,7, 0) ist
z=—x.
Die Tangentialebene im Punkt (3, m, —1) ist

z+1=0.



b) Die ersten partiellen Ableitungen sind

felz,y) = 32° + 62 — 9
fy(z,y) = 3y* — 12.

Kritische Punkte erfiillen die Gleichungen f,(z,y

) , (a? y) = 0 gleichzeitig.
Somit sind die kritischen Punkte (1,2), (1, —2), (—

) =0
3,2),(=3,-2).

Die zweiten partiellen Ableitungen sind

fyy(xay) = 6y
fxy(xay) =0.

Fiir den Punkt (1,2) haben wir

Fre1,2) fy(1,2) — 12,(1,2) = 1212 > 0,
Das heisst, dass f ein lokales Minimum im Punkt (1,2) hat.
Fiir den Punkt (1, —2) haben wir

fzx(la _2)fyy(1a _2) - fa%y(la _2) =12 (_12) <0.
Somit hat f einen Sattlepunkt an der Stelle (1,2).
Fiir den Punkt (—3,2) haben wir

foo(=3,2) fyy(=3,2) — f2,(—3,2) = =12 12 < 0.
Somit hat f einen Sattlepunkt an der Stelle (—3,2).
Fiir den Punkt (—3, —2) haben wir

Frn(=3,—2) fuy(=3,-2) — f2,(—~3,-2) = ~12- (~12) > 0.
Das heisst, dass f ein lokales Maximum im Punkt (—3, —2) hat.
¢) Der Lagrange-Multiplikator ist
F(z,y,z2,\) =2* +ay +yz+ ANz +y+2—1).

Folgende Ableitungen miissen also gleich 0 sein.

oF

—=2rx+y+A=0
Ox
6—F:x+z+)\20
dy

oF

_— = )\:

oz y+ 0
oF

a:querzfl:O.



Aus den ersten drei Gleichungen erhalten wir z = 0,y = —X, 2 = —A\. Setzen wir
das in die letzte Gleichung ein, erhalten wir A = —1/2. Somit wird das Minimum
bei z =0,y = z = 1/2 erreicht.

6. (10 Punkte)

a)
7 (t) = (t,sint), t € [0,n]
Ya(t) = (—t, —t — m), t e [—m,0]
~v3(t) = (0,1), t € [—m,0]
b)
L :/ (sint)dt + 2 - (cost) dt = |—cost + 2sint|j = 2.
0
12:/ Lt dt)+2(—dt):/ (t+ 7 — 2)dt
0 2 -

0
13:/ 2dt = 2.

-

Y
1211—{—124—]3:?4—2.

c) Die Formel von Green ergibt

1= [ [ 14

wobei A die Fliache innerhalb der Kurve « beschreibt.

Die Fliache A kann aufgeteilt werden in den Teil tiber der x-Achse und in den Teil
unter der z-Achse. Darum gilt

sinx T 0
I—//dA / / dydx—l—/ / dy dz
=0 Jy= =0 Jy=z—m7
2

=/ sma:dx+/ (W—x)dx:‘—cosx+7m—x2/2‘g:7r—+2,
=0 x=0 2



