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1. (12 Punkte)
a) (1 Punkt) Die Ableitung ist mit Kettenregel

f(x) =2xIn(x) + z.

b) (1 Punkt) Die Ableitung f” von f ist f/(x) = 2z1n(z) + x, siehe Aufgabe 1a). Es
gilt also f’(z) = 0 genau dann, wenn 2In(x)+1 = 0, da z > 0. Die einzige kritische
Stelle ist also bei zg = e~ 2. Tatséichlich ist das auch ein Minimum, da f’ () <0
fiir < e~2 und f(z) >0 fir z > e~ 2. Das gesuchte a ist also

1
a=——.

2

c) (1 Punkt) Die zweite Ableitung von f ist wieder mit Kettenregel f”(x) = 21In(z)+3.
Somit gilt f”(z) > 0 (also nach links gekriimmt) genau dann, wenn x > e_%, und
f"(z) < 0 (also nach rechts gekriimmt) genau dann, wenn z < e~ 2. Daraus folgt

CcC = —5

d) (I Punkt) Da f fiir x # 1 nach Definition stetig ist, bleibt als Bedingung, dass f
auch in z = 1 stetig sein muss. Das heisst, es muss gelten lirri f(x) = f(1). Mit der
T—

Regel von I'Hopital folgt
b

. . b
lim f(z) =lim 55 =3

= 2= f(1).

Daraus folgt
b=4.



o)

£)

g)

(1 Punkt) Mit partieller Integration und dem Hinweis folgt

/x2 cos(z) dz = z% sin(z) — 2/:ECOS(:U) dx
= (2® — 2) sin(z) + 2z cos(z) + C.

(2 Punkte) Die Entwicklung ist gegeben durch a,4+1 = f(a,) mit Reproduktions-
b
funktion f(x) = vt © Damit ¢* = 1 und a** = 2 Fixpunkte der Entwicklung
x

sind, muss f(1) = 1 und f(2) = 2 gelten. Daraus folgen die Bedingungen b+ ¢ = 1
und b + § = 2 und somit

b=3 und c=—2.

(2 Punkte) Der Startwert 29 = 15 ist in der Néhe von Null. Der Punkt a = 0 ist
fiir jede der angegebenen Reproduktionsfunktionen ein Fixpunkt, denn f(0) = 0
fiir alle vier Optionen. Weiter ist ein Fixpunkt a einer Entwicklung mit Repro-
duktionsfunktion f attraktiv falls |f’(a)| < 1 und abstossend falls |f’(a)| > 1. In
unserem Fall sind die Ableitungen in der gleichen Reihenfolge wie in der Aufgabe

Es gilt also |f'(0)| < 1 fiir die zweite und dritte Option und |f’(0)| > 1 fiir die
erste und vierte Option. Die richtigen Antworten sind also

richtig | falsch

O X Fiir die Reproduktionsfunktion f mit f(x) = x + sin(x) stirbt die

Population aus.

(0% O Fiir die Reproduktionsfunktion f mit f(x) = x — sin(x) stirbt die

Population aus.

X O Fiir die Reproduktionsfunktion f mit f(z) = sin(z) — x stirbt die

Population aus.

O X Fiir die Reproduktionsfunktion f mit f(x) = x + x cos(z) stirbt

die Population aus.



h) (2 Punkte) Die Funktion f(x) = |1 + z| hat in 1 den Wert f(—1) = 0, was einen
der beiden Graphen direkt ausschliesst. Der andere ist korrekt. Weiter ist f in 0
und 1 differenzierbar mit Ableitung 1.

richtig | falsch
X O Der Graph von f ist
Y
1
-1 x
O X Der Graph von f ist
Y
1
1 T
X Die Funktion f ist in —1 differenzierbar.
X O Die Funktion f ist in 0 differenzierbar.

i) (1 Punkt) Es gilt
1
[ t@do=2
-1

wie man direkt aus dem Graphen von f ablesen kann (siche Aufgabe 1h)) oder
auch durch Ausrechnen des Integrals.



2. (14 Punkte)

a) (2 Punkte) Es gilt in kartesischer Darstellung €™ = —1. Durch Erweitern der
Briiche erhélt man
14+39)(2—1 5+ 54
Lo U@ g BEST g
(2+1)(2—1)
Weiter ist davon die Polardarstellung 1 — ¢ = v/2e~"/%. Die richtigen Antworten

sind also

richtig | falsch

®) R 5 — o im/2

O X
X O z=1—1
® O z:\/ie—iﬂ'/ll

b) (1 Punkt) Die Gleichung 2® = 8i besitzt drei Losungen. Diese kann man durch auf-
einanderfolgende Drehungen um den gleichen Winkel erhalten (entspricht Addition
oder Subtraktion des Winkels in der Polardarstellung). Die Differenz der Winkel

™

der angegebenen Losungen ist § — (—5) = %” Die dritte Losung der Gleichung ist

somit , )
23 = V26 (6T3) = 26 .

Die gesuchte Antwort ist die kartesische Darstellung von z3. Wegen e = —
ist also

[N}
[
ol

+

23 =—V3+i.

c) (2 Punkte) Das charakteristische Polynom von A ist

1-x 2 2
det [ =1 =X 2 | =221 —-A)+4-2+21—-2(1—)\) -2\
1 1 -

=A%+ 2% 422
= A=A+ A +2).



Die Nullstellen davon sind A = 0 sowie A =2 und A = —1. Also ist

d) (1 Punkt) Die drei Vektoren sind linear abhéngig genau dann, wenn die 3x3 Matrix,
deren Spalten die gegebenen Vektoren sind, Determinante gleich Null hat. Wir
rechnen

2 -1 ¢
det| -1 0 -2 =2-3c+12+1=15-3c.
1 3 -1

Die Determinante verschwindet (und folglich sind die Vektoren linear abhéingig)
falls

c=05.
e) (8 Punkte) Man rechnet
1 2 0 1 2 0
—2 -2 1|-1 |"™H 2 2 1| -1
2 6 3 ) 0 4 4 4
1 2 0|1 1 2 0|1
2o 2 1)1 | "3 (0 2 1)1
0 4 41|14 0 0 2|2
Daraus folgt
T 1
zo ]l =10
I3 1

f) (1+2 Punkte)

i) Fir den Eigenvektor muss gelten
1 -4 b\ [ b+8 1\ 5 b
-2 3 -2) \-2b—-6) -2/

b=2.

Daraus folgt



ii) Wegen v199 = Cugg gilt
vgg = O v1o.

Aus Teilaufgabe i) folgt, dass vigo = ( 1

) ein Eigenvektor von C' zum Eigen-

wert A = 5 ist (als Vielfaches des Eigenvektors <_22> ). Somit ist v1gg auch ein

Eigenvektor von C~! und zwar zum Eigenwert % Es folgt

1 1 /-1
— -1 = — = —
vgg = C V100 = £ V100 5<1>-

Altenativ: Die Matrix C ! liisst sich auch ausrechnen, z.B. mit der Formel
o1 1 <d b) :_1<3 4>‘
det(C) \—¢ a 5\2 1
Daraus folgt genauso
vgg = C iy = % <_11> .

Altenativ: Man kann auch einfach das Gleichungssystem v199 = C'vgg fiir vgg

16sen, also
-1\ (1 -4\ /(=z
1) \-2 3 y)’

Dieses ergibt die Gleichungen —1 = = — 4y und 1 = —2x + 3y mit Losung
r =—1/5und y = 1/5. Man findet wiederum

g) (2 Punkte) Rechnet man Buvg aus, sieht man sofort, dass die Vektoren in den
Antwortmoglichkeiten 1,2 und 3 alles Eigenvektoren von B sind und zwar zu den
Eigenwerten 2, % und —%. Fiir Eigenvektoren vy mit Eigenwert \ gilt

vy, = Buy,_1 = ... = By = \Nvyp.

Daraus folgt direkt, dass Antwort 2 und 3 richtig sein miissen (A" konvergiert in
diesem Fall gegen Null) und Antwort 1 falsch (A" explodiert), denn |+ 1| < 1 aber
12| > 1.



Antwort 4 kann man auch ausschliessen, denn hier ist vy die Summe der Vektoren
aus Antwort 1 und 2, also die Summe der Eigenvektoren zum Eigenwert 2 und %
Es gilt somit in diesem Fall

1 0 1 1 0
vp=B"y=B"|0]|+B"[1]|=2"(0 —1—2—”
0 1 0 1

und die Population stirbt nicht aus.

Die richtigen Antworten sind also

richtig | falsch

O X Fiir den Startvektor vy = stirbt die Population aus.

stirbt die Population aus.

e =) OO =

0

(024 O Fiir den Startvektor vg = | —1 | stirbt die Population aus.

O X Fiir den Startvektor vy = stirbt die Population aus.

X O Fiir den Startvektor vy = (

1
1
1
1




3. (10 Punkte)

a)

b)

(1 Punkt) Das Richtungsfeld zeigt, dass jeder Anfangswert 1 < y(0) < 3 ausser
y(0) = 2 die gewiinschte Eigenschaft liefert.

(2 Punkte) Die zu den im Hinweis angegebenen Eigenvektoren zugehorige Eigen-
werte sind 8 und 0. Daraus folgt direkt, dass die erste Antwortmoglichkeit falsch
ist. Die allgemeine Losung ist

y(t) = Oy <_12> S 4 Cy @) .

Daraus folgt, dass die Losung zum Anfangswert yo = (g) die Form ys(t) = <§>

fiir alle Zeiten t hat. Somit ist Antwort 2 richtig. Antwort 3 ist falsch, da die
angegebene Funktion nicht den angegebenen Anfangswert besitzt. Antwort 4 ist
richtig, folgt z.B. aus der Formel fiir die allgemeine Losung, denn yo(t) = Cpe
und somit y4(t) = 8C1e¥, v (t) = 64C1e8. Alternativ kann man die Formel aus
der Vorlesung brauchen. Die richtigen Antworten sind also

richtig | falsch

O 03¢ Die allgemeine Losung dieses Differentialgleichungssystems ist

y(t) = Cy <_12> e+ Cy <§> el

mit Konstanten Cq,Cy € R.

2

Die Losung y(t) des DGL-Systems zum Anfangswert y(0) = (3

2
stabilisiert sich fiir ¢ — oo in Richtung des Vektors <3> .

2
Die Losung des DGL-Systems zum Anfangswert y(0) = . ist
2 s 2\ 4
gegeben durch y(t) = . e’ + 5 e'.
X O Die zweite Komponente ys einer Losung y des DGL-Systems

erfiillt die Differentialgleichung 2. Ordnung

Yo (x) — 8yy(x) = 0.



)

d)

(3 Punkte) Dieses Differentialgleichung kann mit der Methode der Variation der
Konstanten gelést werden.

Die homogene Gleichung ist y/(x) = ﬁy(x) mit Losung
y(z) = Kez™@) = Ky,

denn [ % dr = %ln(x) + C. Der Ansatz fiir die inhomogene Gleichung ist also
y(z) = K(z)y/x. Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung liefert
1

K'(z) = N

Daraus folgt

K(x):/Q\l/de:\/E—FC

und somit ist die allgemeine Lésung
y(z) = K(z)v/zr =2+ Cy/xz  mit C € R Konstante.

Gesucht ist die Losung mit y(4) = 3, daraus folgt C' = —%. Die gesuchte Antwort
ist also

y(z) =z — 5\/5-

(4 Punkte) Dieses Differentialgleichung kann mit der Methode der Trennung der
Variablen gelost werden.

Schreibt man y'(z) = % und sortiert die y-Terme auf die linke Seite und die
xz-Terme auf die rechte Seite, erhilt man aus der DGL die Gleichung

e Ydy = —32° du.
Auf beiden Seiten bildet man nun die Stammfunktion und rechnet aus

/ey dy = /—33:2 dr = -2+ C mit C' € R Konstante.

Eine Stammfunktion der linken Seite ist —e™Y.
Die somit erhaltene Gleichung
—e V=234 C
16st man nach y auf und erhélt
y=y(z) = —In(z + C) mit C Konstante.

Zuletzt wird die Anfangsbedingung y(0) = 0 eigesetzt, welche C = 1 liefert. Die
gesuchte Losung ist also
y(x) = —In(z> + 1),



4. (10 Punkte)

a) (2 Punkte) Ausrechnen der partiellen Ableitungen zeigt, dass Antwort 2 korrekt
ist. Die Gleichung fiir die Tangentialebene in einem Punkt (xg, yo, zo) ist

Uz, y) = f(zo,90) + fz(x0,y0)(® — 20) + fy(Z0,Y0) (¥ — Yo)-

Setzt man den angegebenen Punkt von Antwort 3 ein (die partiellen Ableitungen
hat man bsp. aus Antwort 2) folgt, dass Antwort 3 falsch ist. Die richtige Gleichung
ist l(x,y) = —2=.

Antwort 1 ist falsch. Der Punkt (—1,1) liegt auf der Niveaulinie zur Héhe 1 da
f(=1,1) = 1. Der Punkt in Antwort 4 ist in der Tat ein Sattelpunkt, da in diesem

Punkt der Gradient verschwindet und zusétzlich in diesem Punkt fi.(x,y) fyy (2, y)—
fuy(z,y)? = —242 < 0 gilt. Die richtigen Antworten sind also

richtig | falsch
O X Der Punkt (—1, 1) liegt auf der Niveaulinie von f zur Hohe
-3.
(024 O Der Gradient von f ist
fo(z,y) 622 — 8
Vi(x,y) = =
fy(@,y) —2y —4
O (%) Die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der
Funktion f im Punkt (1,—2,—2) ist gegeben durch
l(z,y) =2=8—2x.
(%) O Die Funktion f hat bei (%, —2) einen Sattelpunkt.
b) (2 Punkte) Es gilt fi(z,y) = 622 — 8 und fy(z,y) = —2y — 4. Mit impliziter
Differentiation folgt fiir die Steigung in (—2, —4)
/ fo(=2,-4) 16
Y —92) = — = —— = 4.
R ey R



c) (3 Punkte) Das Gebiet C ist {(z,y) € R?|0 <z <2, 22 < y < 22} und somit das
gesuchte Integral

2 2x
//fdA:/ / (1 —vy)dydz
C 0 Jax2
2 y:233 2 1
= / (y — 1yQ) dx = / <2m — 32?2 + *ZE4) dx
0 2 y=x2 0 2

d) (8 Punkte) Da die beiden Funktionen sich auf dem Abschnitt [-7, 7] kreuzen,
miissen wir das Integral aufteilen.

Der Flacheninhalt von B ist die Summe des Flacheninhalts von By und Bs.
Der Fliacheninhalt von By ist die Flidche zwischen sin(z) und cos(z) im Abschnitt

T T
—5 <z <7, also

s
4

Ll

Fliache von By = / (cos(x) — sin(x)) dx = sin(x) + cos(x)

jus
5 —

wl

1 1
=——=+-—=+1-0=v2+1
V2 V2
Der Flidcheninhalt von Bj ist die Fldche zwischen cos(x) und sin(x) im Abschnitt
T <z <3, also

Wl
ol

Fliche von By = / (sin(z) — cos(x)) dz = — cos(z) — sin(x)

™

a3

4

11
=0-1+—+—F—==V2-1
V2 V2

Der Fliacheninhalt von B ist somit

B = |Bi| + |Bs| = 2v2.



a)

b)

5. (14 Punkte)

(2 Punkte) Sei P(x,y) = Tx+3y die erste Komponente von K und Q(z,y) = cz+dy
die zweite Komponente. Damit K konservativ ist, reicht es, dass @, = P, gilt, und
div(K) = 2 bedeutet, dass P, + @, = 2 sein muss. Man erhilt die Bedingungen
c=3und 7+ d =2, also

c=3 und d= —5.

(2 Punkte) Der Flacheninhalt des Gebietes C ist |C| = 5 41 (nédmlich Fliche eines
Halbkreises mit Radius 1 plus die zwei Zacken mit Fléche je %)

Antwort 4 ist also richtig. Antwort 3 ist falsch, da das angegebene Gebietsintegral
nichts anderes als die Fliache von C' ist.

Die ersten beiden Antworten konnen ohne Ausrechnen der Integrale entschieden
werden. Das Arbeitsintegral von K entlang ~ ist mit der Formel von Green

]{K dy = // e — Py) dA-2//dA-2 Flache von C' =7 + 2.

Antwort 1 ist folglich korrekt.

Antwort 3 ist falsch, denn mit dem Satz von Gauss ist der Fluss von K durch ~
gleich

%K-nds:// div(K)dA:—2// dA = -2 - Fldche von C = —m — 2 # 0.
¥ C C

Die richtigen Antworten sind also

richtig | falsch
X O Das Arbeitsintegral vom K entlang ~ ist

j{K‘d’y:W—FZ
~

O (%) Der Fluss von K durch + von innen nach aussen ist
f K -nds=0.
.
O X Das Gebietsintegral der konstanten Funktion 1 {iber C ist
1
/ / 1dA=7m+ —.
B 2

2
X O Der Flicheninhalt von C' ist — + .




c) (4 Punkte) Das Vektorfeld K ist konservativ, da @), = 1 = P,. Somit ist das Ar-
beitsintegral entlang einer Kurve nur von deren Anfangs- und Endpunkt abhéngig,
aber nicht vom Weg dazwischen. Man kann somit auch anstatt der Kurve ~ bei-
spielsweise die geradlinige Verbindung 7 von (0, 0) bis (2,4) nehmen. Eine mogliche
Parametrisierung von 7 ist

?:hﬁ%@%Z(;> fir  0<t<2.

Man erhilt somit

/K@:ﬁKﬂy
- /0 CKG0) 7 (0 = /0 : <2j> . (;) dt — /0 Cstdt— 202

Alternativ: Das Vektorfeld K ist konservativ, da @, = 1 = P,. Es kann also
als Gradientenfeld einer Funktion f geschrieben werden. Als Funktion f kann die
Funktion f(z,y) = zy gewéhlt werden. Dann ist

Fiir das Kurvenintegral eines konservativen Vektorfeldes K = Vf entlang einer
Kurve v gilt

2
= 8.
0

/K -dvy = f(Endpunkt von ) — f(Anfangspunkt von 7).
2l
In diesem Fall also, mit f(x,y) = xy, ist

/Kwh:ﬂ&m—ﬂam:&

d) (3 Punkte) Die Parametrisierungen sind

'yl:tr—>71(t):<(t)> fiir 0<t<4



e) (8 Punkte) Nach dem Satz von Gauss ist

% K'nds:// div(K) dA.
Y1+72+73 B

In diesem Fall ist div(K) =1 + 2y — 2y = 1 und somit

?{ K-nds:/ dA = Fliche von B
Y1+72+73 B

4 4

2 3 2 2 16

= d = —12 = — 4 = — = —,

/0\/5 z = gw 3\/> B\E 3

0

Alternativ: Der Fluss kann auch direkt ausgerechnet werden. Dabei braucht man
beispielsweise die Parametrisierungen von Aufgabe 5e) und rechnet

7{ K -nds= K -nds+ K -nds+ K -nds
Y1+72+73 71 Y2 Y3

mit

4
Konds= [ Ken(o) - nn(0) i

Lo [

1
[ K ends= [ Ko@) nto) di
Y2 0

- /ol <f4;r214‘ft4> ' <(2)> dt = /01 8 + 32t dt = 8t + 16t2
/%K.nds _ /O4K(73(t)) n(ys(t)) dt
- [ (e, (_T> u

4 o o 4 4
:/ _ -y 20 t)th:—l/ \/4—tdt—/ A—tdt
0 2V/4 —t 2V/4 —t 2 Jo 0

71
4

=8
0

1
=24
0

1 -2 A 1,\ |4 | 8
:—7-—4—t’—<4t—7t2 ’ — (16-8)— VB =-8-°
g o 2) o= 1683 3
Insgesamt also genauso
1
jq{ K-nds:—8+24—8—§:—6.
Y1+72+73 3 3



