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Musterlosung

1. (a) (1 Punkt)
o 4e 5T 4 2e77 43224+ 3 . 322+3 3
hm = lim —— = —
t500 3675 4 24T 4 42 +1 az—ocdx?+1 4

(b) (1.5 Punkte)
In?(x) , 21In(x) ) 21n(x) ) 2 2
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(¢) (1.5 Punkte)
303 92 — 3z +9=3@z -3z —-1)(z+1) = z1=3, 5=1, 23 = —1
(d) (1.5 Punkte)
f@) = s =) — f(z) = =27 (In(w) - 1)
(¢) (1.5 Punite) ]
/0 rsin(z)dz = [sin(z) — z cos(z)]T = =

(f) (1.5 Punkte)

fl@)= (1 —m) +mrt o (r— 12 + 0" = o =17, a1 =, ay = (x— 1)

(g) (1.5 Punkte)
2+ V2i

(3 +/3i)?

_v6_ 1
12 26

(h) (2 Punkte)
det(vy vo v3 v4) = 32 -9\ =0

fiir Ay =0 und Ay = 3



2.

(a) (6 Punkte)

1-A 0 0
0 —-1-A 1 :(1—)\)'
0 a— A\

—1-A 1

0 a_/\‘:(l—)\)(—l—)\)(a—)\)éo

=AN=1, A=-1, A3=a
Es gilt fiir den Rang der Matrix:

1 0 0 1 0 O
0O -1 1] —10 -1 1
a 0 a 0 0 a

Folglich ist Rang(A) = 2 falls a = 0, ansonsten ist Rang(A) = 3.

Fir den Eigenvektor zum Eigenwert A = —1 berechnen wir die Losungen des
Gleichungssystems (A + I)v =0 :
20 0 |0 10 0 |0 1 0 00
0 0 1 0O )— 1 00 1 0] —1 00 1|0
a 0 a+1|0 0 0 a+1]0 00 0|0
Folglich ist 1 = 0,23 = 0 und xo =t fiir alle ¢t € R, also ist
0
v= |1
0
ein Eigenvektor zum Eigenwert A = —1.

(b) (6 Punkte)
Wir benutzen hier das Gauss-Eliminationsverfahren:

1 0 2 010 1 0 2 010 1 0 2 010

2 -1 2 1|1 R 0o -1 -2 1 R 0O -1 -2 111

1 0 1 1|2 1 0 1 112 0O 0 -1 1|2

1 -2 0 1|1 1 -2 0 1|1 1 -2 0 1|1

Weiter gilt:

1 0 2 010 1 0 2 0 0 1 0 2 010
0 -1 -2 111 R 0o -1 -2 1 1 R 0 -1 -2 111
0O 0 -1 1|2 0o 0 -1 1 2 0O 0 -1 1|2
0 -2 -2 111 0 0 2 —-1|-1 0 0 0 113

Folglich erhalten wir z = 3 aus der letzten Zeile, und aus den anderen Zeilen
y=3—-2=1,2=2-34+1=0undw=-2-1=-2.



(¢) (5 Punkte= (i) 2 Punkte + (ii) 3 Punkte)

(i) Wir berechnen die Determinante mithilfe von Unterdeterminanten:

a 1

=1

S = O

1
0
2

— o Q

‘zl—Za

(ii) Wir bezeichnen mit (D|c) die erweiterte Koeffizientenmatrix.
e Fiir a # 3 gilt Rang(D) = Rang(D|c) = 3. Dies deckt sich mit der Anzahl
der Variablen, also gibt nur eine eindeutige Losung.
e Bei a = 3 gilt Rang(D) = 2, aber Rang(D|c) = 3, und somit ist hat das
System keine Losung.

3. (a) (4 Punkte)
Wir stellen die Gleichung um

y'(v) 1

y(x) — w@+1)

und erhalten durch Partialbruchzerlegung auf der rechten Seite

Wir integrieren auf beiden Seiten

e J )
y? z z+1)"

und wir erhalten

1
> =In(z) —In(z+1)+c=1In (wi1> +c
fiir eine Konstante ¢ € R. Umstellen fiithrt zur Lésung
-1
Y=
h’l <5177+1> +c

(b) (6 Punkte) Zunéchst 16sen wir das homogene Gleichungssystem

y'(x) = 5y'(x) + 6y (x) = 0.



Hierfiir miissen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
A —BA+6=0

ausrechnen. Es gilt

5+v25-4-6 5+1

=AM =2, =3
9 2 1 5 AN\2 3

A2 =
woraus die homogene Losung
_ 2z 3z R
Ynom () = c1e™ + c2e™", c1, 02 €

folgt. Fiir die inhomogene Gleichung betrachten wir den Ansatz

Yinh = Ae” ",
Einsetzen in die Ausgangsgleichung
v () — 5y (x) + 6y(x) = 127
ergibt
Ae P +5Ae” " +64e " =127,

und folglich erhalten wir
12A=12=>A=1= ynn =€~

Die allgemeine Losung ist somit

Y(Z) = Yhom () + Yinn(z) = 1% + e + e % ¢1, 00 € R.

Fiir das Einsetzen der Anfangsbedingungen brauchen wir auch die Ableitung der
allgemeinen Losung
Y () = 2¢1% + 3c0e3® — 7%,

Einsetzen ergibt

0=y(0)=c1+c2+1

—4 =y (0) =2¢1 + 3c2 — 1.
Wir erhalten ¢; = 0 und folglich ¢c; = —1.

Die Losung der Differentialgleichung ist somit

x 3z

ylr)=e ¥ —e

(¢) (&5 Punkte= (i) 3 Punkte + (ii) 2 Punkte)



4.

(i) Wir losen zunéchst die Differentialgleichung mit Hilfe der Trennung der Varia-

blen IN ) )
& mtte=m ——=c—t= N(t) =
N tteT o e 0= V==

Durch Einsetzen der Nebenbedingung erhalten wir

1
NO)=1=—=c=1

Ve

und somit ist die Losung unseres Anfagswertproblemes

(ii) Der Term im Nenner

ist nur definiert, falls 1 — 2¢ > 0 ist. D.h., dass die Losung nicht definiert ist fiir
Zeiten grosser als ¢ > %

(a) (4 Punkte)

Zuerst berechnen wir zg, indem wir (1,0) fiir (z,y) in die Gleichung einsetzen und
erhalten
29 = € —sin(0) = 1.

Nun berechnen wir die Tangentialebene im Punkt (1,0,1) aus, indem wir zunéchst
die partiellen Ableitungen der Funktion

2= f(z,y) = Y —sin(xy)
ausrechnen:

Fola,y) = daye®™ — yeos(zy), fy(z,y) = 202>V — z cos(zy).

Einsetzen von (1,0) fiir (z,y) ergibt jeweils
fz(1,0) =0, f,(1,0)=1.

Somit erhalten wir fiir die Tangentialebenengleichung

E(z,y) = 20 + fo(%0,y0)(x — w0) + fy(z0,%0)(y — y0) = E(x,y) =1 +y.



(b) (4 Punkte)
Als ersten Schritt setzen wir den Gradienten gleich Null und berechnen die kriti-

schen Punkte
322 — 12y 0

Durch Umstellen erhalten wir
2 =4y
22 =1

und folglich durch Einsetzen
Ayt =4y = y(y* — 1) =0.

Damit ist entweder y = 0(= =z = 0) oder y = 1(= = = 2) und somit sind die
kritischen Punkte
P, =(0,0), P,=(2,1).

Durch wiederholtes Ableiten erhalten wir

foal(@,y) = 62, fyy(z,y) =48y, foy(z,y) = fyalz,y) = —12.

Nun gilt

A(2,y) = foa(,y) fyy(@,y) = (fay(,))* = 288y — 144

Es gilt A(0,0) < 0 und somit hat die Funktion in (0,0) einen Sattelpunkt. Weiter
haben wir

A(2,1) =288-2— 144> 0

und
fze =12 > 0.

Damit gilt, dass wir im Punkt (2,1) ein Minimum haben.

(¢) (4 Punkte)
Wir wenden den Satz der impliziten Funktionen auf die Funktion

1
F(z,y) = gzc?’ — 52 + 24z +

an, und erhalten

by —O0xF(z,y)  —(x* — 10z + 24)
yiw) = OyF(z,y) 3y? .




Horizontale Tangenten erhilt man fiir /() = 0, somit haben wir
2 —102+24=0=21 =4 23 =6

Setzen wir es ein in die Gleichung

1
§x3—5$2+24a:+y3:0

ein, dann erhalten wir die Punkte (4, {/ —%) und (6, v/—36).

(a) (4 Punkte)

1.0¢

-1.07

10 05 00 05 10

X

Wir benutzen Polarkoordinaten und erhalten

w2 1 1 1 L1t
/ / reTerdgo = 7T/ re”dr =T |z | = z(e -1).
o Jo 2 J, 2 [2° |, 4

(b) (3 Punkte)

o pad y 2m Y. 3 2w
/ / sin (—) dydz = / [—x cos(=)]2dx = / [~ cos(2?) + x cos(z)]dx
™ x? Z ™ z ™

und weiter

2m
/ [—2 cos(2®)+x cos(x)]dr = [ +a sin(z)+cos(z))2" = %(sin(ﬁQ)—sin(4772))+2.



6.

(a) (3 Punkte)

(i) Wir schreiben 2° = 1 als 2° = > und folglich bekommen wir fiinf Lésungen

der Form
2k

z=¢e>5 ', ke{0,1,2,3,4}.

Um im ersten Quadraten zu liegen, muss gelten

2k
<

T 5
z < Z
5 So ks

somit kommen nur zwei Nullstellen in Frage.
(ii) Analog zu (i) schreiben wir die Ungleichung

2k T
— < —=k<
2020 — 2 = k< 505,

also kommen 506 Nullstellen in Frage (wir miissen immer k = 0 mitbeachten).
(b) (8 Punkte) Wir schreiben geschickt die Gleichung um:

(242" +2- 2" =11 2R(2) + |2)* = 11
und setzten |z| = 3 ein:
2R(2) +9=11< R(z) =1,

damit muss gelten:
z=1+1b, fiir ein b € R.

Wir miissen noch |z| = 3 beriicksichtigen:

lZl=V14+02=3 =  b==+V8.

Damit lauten die Losungen der Gleichung z; = 1+ 2v/2i und z5 = 1 — 24/2i.

(¢) (3 Punkte) Wir kénnen den Ausdruck folgendermassen umschreiben
it = (Z)l _ (ei(%JrZﬂk))i _ 67(%+27rk)
fiir jedes ganzzahlige k. Jedoch bedeutet dies, dass der Ausdruck von der Wahl von

k abh#ngig ist. Dies fithrt dazu, dass ohne eine Einschriankung des Drehwinkels
kein eindeutiges Ergebnis fiir ¢ hingeschrieben werden kann.



