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Aufgaben und Lo6sungsvorschlag

1. Aufgabe [14 Punkte]

Schreiben Sie die Losungen vollsténdig gekiirzt und vereinfacht in das jeweils vorgegebene
Feld im Antwortheft. Sie brauchen keine Zwischenschritte oder Begriindungen angeben. Antwor-
ten, die Sie woanders als in das vorgebenene Feld im Antwortheft hinschreiben, werden nicht
gewertet.

28n* 4+ 13n3 +n? — Tn + 20
not et nt . Berechnen Sie lim a,,.

(a) [1 Punkt]Sei a, die Folge P — T2 4+ Em— 1 e300

Losung:

0

(b) [1 Punkt] Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(z) = In(z~2) + z72.
Loésung:

(c¢) [1 Punkt] Berechnen Sie das Integral / f(x) dz der Funktion f(z) = z(In(z) — 1).
1

Losung:

1/2

T

d) [1 Punkt|Find ie die Partialbruchzerl = .
(d) [1 Punkt] Finden Sie die Partialbruchzerlegung von f(x) 3,00

Losung:

2 1

r—2 x-—1

1/m
(e) [1 Punkt] Berechnen Sie das Integral / f(x)dx der Funktion f(z) = 273 cos(z™').
1/(2m)
Lo6sung:

2

(f) [2 Punkte] Finden Sie die beiden Zahlen —oo < r < s < 0o sodass die Funktion f(z) =
23 + 32% auf den Intervallen (—oo,7) und (s, 00) monoton steigend ist und auf dem Intervall
(r, s) monoton fallend.

Losung:
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r=-—2
s=0

(g) [1 Punkt] Betrachten Sie die Funktion f(z) = 2%+ az? mit einem Parameter a € R. Finden
Sie den Parameter a € R sodass die Funktion f auf dem Intervall (—oo, —1) konkav und auf
dem Intervall (—1, c0) konvex ist.

Lo6sung:

a=3

(h) [2 Punkte] Geben Sie mit ja/nein an, ob die folgende Funktion im Punkt = 0 oder im
Punkt z = 7/2 stetig ist.

et/ falls z < 0
f(x) = < In(z~!sin(x)) falls 0 <z < /2
In(2/m) —2x/m+1 fallsz > 7/2

Hinweis: Es gilt lim, oz !sin(z) = 1.

Losung:
z=0:]a
r=m/2:ja

(i) [1 Punkt]Ist die Funktion aus der vorherigen Teilaufgabe im Punkt x = 7/2 differenzierbar?
(Antworten Sie mit “ja/nein”.)
Loésung:

ja

(j) [2 Punkte] Bestimmen Sie den zweiten und dritten Koeffizienten (also a; und ag) der
Taylorreihe Y > a,(x — 7)" von f(x) = x cos(xz) um den Punkt 7.

Losung:
a; = —1
ag =7/2

(k) [1 Punkt] Finden Sie die Zahl sy € (0, 00) sodass die Reihe Y >° - n?s™" fiir s > s konver-

giert.
Lo6sung:
So = 1
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2. Aufgabe [9 Punkte]
In dieser Aufgabe bezeichnet i die komplexe Einheit, also i> = —1, und z ist die komplex kon-

jugierte Zahl von z € C. Schreiben Sie die Losungen vollstéindig gekiirzt und vereinfacht
in das jeweils vorgegebene Feld im Antwortheft. Sie brauchen keine Zwischenschritte oder Be-
griindungen angeben. Antworten, die Sie woanders als in das vorgebenene Feld im Antwortheft
hinschreiben, werden nicht gewertet.

(a) [3 Punkte] Finden Sie die Losung folgender Gleichungen. Geben Sie sie entweder in karte-
sischer Form oder in Polarform an.
(i) 2 =2+ 2i und Arg(z) = 3 /4
(i) Re(iz) = 1 und Im(2?%) = —4
(iii) 2% = 27i und Re(z) < 0

Lo6sung:
(i) 2=—-1+7
(i) z2=2—1
(iii) z = 3em/6

(b) [3 Punkte] Geben Sie folgende Zahlen in kartesischer Form an.

(i) z = ei%lm(m> + Re<2_fi>

(ii) == [cos <27T—0> —z‘sin<_ 27T_0>TO

Hinweis: Bringen Sie die Zahl zuerst in Polarform.
(iii) 2 =i(1+v2e'T) + V2T

Losung:

(c) [3 Punkte| Betrachten Sie die Menge
D ={ze€ C|2Im(z) > Re(z)}

in der komplexen Ebene. Seien z; = V8¢t und 7 = ¢'2. Entscheiden Sie jeweils mit “ja/nein”
ob die folgenden komplexen Zahlen in der Menge D liegen oder nicht.

(i) 21+ 2o (iil) 2129 (V) 21/29
(11) Z1 + 22 (IV) 2129 (Vl) 21/22
Losung:
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(i) nein (iii) ja (v) nein

(i) Jja (iv) ja (vi) nein
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3. Aufgabe [9 Punkte]

Fiir die Teilaufgaben (a) und (b): Schreiben Sie die Losungen in das vorgegebene Feld im
Antwortheft. Sie brauchen fiir (a) und (b) keine Zwischenschritte oder Begriindungen ange-
ben. Antworten zu (a) und (b), die Sie woanders als in das vorgebenene Feld im Antwortheft
hinschreiben, werden nicht gewertet.

Betrachten Sie folgende Matrizen A und B sowie den Vektor b. Die Matrix A héngt von einem
Parameter € R ab.

p 01 9 4 2 1
A=(11 —2), B=|5 -9 -5, b=|2
2 1 -1 3 -5 -3 3
(a) [1 Punkt]
Berechnen Sie die Determinante der Matrix A in Abhéngigkeit von p fiir alle p € R.
Losung:
det(A) =p—1

(b) [2 Punkte]
Sei 1 = 3. Berechnen Sie die Inverse von A.
Loésung:

1 1 1 -1
A_l - 5 —3 —5 7
-1 -3 3

(c) [2 Punkte] Sei u = 1. Bestimmen Sie alle Losungen des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems Ax = b.

Losung:

Wir fithren Zeilenoperationen durch;

10 111 10 1 10 111
11 -2 i g1 301 | 2201 =31
91 —113/) #2 \ o1 -3|1 00 010

Wiéhlen wir z3 = ¢t € R als freien Parameter, so ergibt sich x5 = 1+ 3x3 = 1 + 3t und
r1 =1— 23 =1—t. Die gesuchten Losungen sind daher

1—1t
r=|1+4+3t], teR.
t

(d) [4 Punkte] Bestimmen Sie alle Eigenwerte der Matrix B. Finden Sie einen normierten
Eigenvektor zu dem doppelten Eigenwert dieser Matrix.

Losung:
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Das charakteristische Polynom von B ist

—2-\ 4 2
det(B — \I) = det 5  —9-X =5 | =...==-N)\+14).
3 -5 —3-2A

Die Matrix B hat also den doppelten Eigenwert 0 und den einfachen Eigenwert —14.
Einen Eigenvektor zum Eigenwert 0 finden wir mit Zeilenoperationen;

2 4 210 2 4 210
5 -9 5|0 | Z22% 0 0 00
3 -5 —3/0 3 -5 —30
1 -1 —1]0 1 -1 —1]0
200 0 0o | 22210 0 00
3 -5 —3]0 0 -2 010

Daraus ergibt sich 3 =t € R, 2o = 0 und z; = x5 + x3 = t. Die Eigenvektoren sind also

t
z=10], teR.
t

Normiert ist dieser Vektor wenn 1 = ||z|| = v/#2 + 2, also wenn t = £1//2.
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4. Aufgabe [9 Punkte]

Betrachten Sie die Funktion f(z,y) = 2%y + y* — 1 und die Kurve in der (z,y)-Ebene gegeben
durch die Bedingung f(z,y) = 0.

(a) [2 Punkte]
Finden Sie alle Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden gegeben durch y =z — 1.

Losung:

Wir setzen y = x — 1 in die Funktion ein und vereinfachen das resultierende Polynom;
flz,r—1)=2*(z -1+ (- 1) =1 =2° - 20 = x(2* — 2).

Dies ist 0 genau dann wenn z =0, z = V2 oder z = —+v/2. Einsetzen dieser z-Werte in
y = x — 1 liefert die Schnittpunkte (0, —1) und (£v/2, +v/2 — 1).

(b) [3 Punkte]
Bestimmen Sie die Steigung der Tangente der Kurve im Punkt (v/2,v/2 — 1).

Lo6sung:

Fiir diese Teilaufgabe benutzen wir implizite Differentiation. Schreiben wir die Kurve
als y(x), dann gilt f(x,y(z)) = 0. Implizite Differentation sagt uns, dass

Ry
Vo) == @)

Die partiellen Ableitungen von f sind
fe(z,y) =22y und  fy(z,y) = 2" + 2.
Damit erhalten wir die Steigung der Tangente als

/ o 2\/5(\/5_1)_ _
y(\@)——m—l V2.

(¢) [4 Punkte]
Finden Sie alle kritischen Punkte von f unter der Nebenbedingung % + y = 1. Bestimmen
Sie jeweils, ob es sich um ein lokales Minimum, lokales Maximum oder einen Sattelpunkt
handelt.

Losung:

Wir schreiben die Nebenbedingung als 0 = 2% +y — 1 = ¢(x,y). Nun betrachten wir die
Lagrangefunktion

Az, y,\) = fla,y) + Ao(z,y) = 2%y + > — 1+ A2 +y — 1).
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Wir berechnen die partiellen Ableitungen
Ap(z,y,\) = 22y + 22\, Ay(z,y,\) = 2 + 2y + A, Ax(z,y,\) = 2% +y — 1.

Wir setzen diese gleich 0 um die kritischen Punkte zu finden. Aus der dritten Gleichung
folgt 2% = 1 —y. Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, bekommen wir 0 = 1+y+ \.
Setzen wir dies wiederum in die erste Gleichung ein, erhalten wir 0 = —2z. Also muss
gelten =0, y =1 und A = —2.

Um herauszufinden, was fiir einen Typ kritischer Punkt (0, 1) ist, betrachten wir die

Matrix
H= 1Az Ay Ay = 2x 2 1
Ao Ay Ao/ l@yn=01,-2) 2z 1 0 (2,y,0)=(0,1,—2)
-2 00
=10 21
0O 1 0

Ihre Determinante ist det(H) = 2 > 0. Mithilfe der Klassifizierung, die wir aus der
Vorlesung kennen, wissen wir damit, dass es sich um ein lokales Maximum handelt.

Alternative zur Bestimmung des Types: Setzen wir die Nebenbedingung in die Funktion
ein, ergibt dies

flry)=2ay+y*—1=(1-yy+y"—1=y— 1

Aus der Nebenbedingung folgt y — 1 = —z? < 0. Daher gilt unter der Nebenbedin-
gung, dass f(x,y) < 0. Insbesondere ist f(0,1) = 0 ein globales Maximum unter der
Nebenbedingung.
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5. Aufgabe [10 Punkte]

Finden Sie die Losung folgender Anfangswertprobleme.

(a) [3 Punkte] ¢ =2z +y — 2 mit y(0) = 2.
Losung:

Wir présentieren drei Losungswege.

i. Die Differentialgleichung ist vom Typ 3 = f(ax + by + ¢). Daher fithren wir die
Substitution u(z) = 2z + y(z) — 2 durch. Es gilt v/(z) = 2 4 ¢/(x) und die DGL
bekommt die Form u/(z) — 2 = u(x). Also

du
2+ u

—dr = In|24u/=2+C = 24u=+e"C = u=Ce" -2

Wir setzen wieder y = u + 2 — 2x ein und erhalten die allgemeine Losung der DGL;
y(x) = Ce® — 2z.

Die Anfangsbedingung y(0) = 2 ergibt C' = 2. Die Losung des Anfangswertproblems
ist somit

y(x) =2(e” — x).

ii. Wir benutzen die Methode der Variation der Konstanten. Die allgemeine Losung
der homogenen Differentialgleichung iy’ — y = 0 ist aus der Vorlesung bekannt als

Yo(z) = K exp ( - /(—1)d:z:> = Ke”.

Nun machen wir den Ansatz y(z) = K(z)e® und setzen dies in die inhomogene
Differentialgleichung ein. Dies ergibt

2 — 2 =1y (z) —y(x) = K'(2)e" + K(z)e* — K(z)e* = K'(z)e”.
Mit partieller Integration finden wir
K(z) = /2(x — e Pde+C=—-2(x—1)e "+ / 2¢dr + C
=—2x—1)e*—=2e"4+C=—-2ze " +C.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist somit
y(x) = =2z + Ce”.

Die Anfangsbedingung ergibt 2 = y(0) = C. Die Losung des Anfangswertporblems
ist
y(r) = —2x + 2€”.
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iii. Wir suchen zuerst eine partikulire Losung. Da die Storfunktion ein Polynom ersten
Grades ist, machen wir den Ansatz y,(x) = ax + b. Einsetzen liefert

21 — 2 =y, (v) — yp(r) = a —ax —b.

Also muss a = —2 und b = 0. Somit ist y,(z) = —2z. Die homogene Losung ist aus
der Vorlesung bekannt: yo(z) = Ce®. Die allgemeine Losung ist die Summe y(z) =
yo(z) + yp(z) = Ce® — 2z. Einsetzen der Anfangsbedingung ergibt 2 = y(0) = C.
Die gesuchte Losung ist y(z) = 2e* — 2.

(b) [3 Punkte] y = 2y + 5sin(x) mit y(0) = 0.
Losung:

Wir prasentieren zwei Losungswege.

i. Wir benutzen die Methode der Variation der Konstanten. Die allgemeine Losung
der homogenen Differentialgleichung 3y’ — 2y = 0 ist aus der Vorlesung bekannt als

yo(x) = Kexp ( - /(—2)da:> — K.

Nun machen wir den Ansatz y(z) = K(z)e*® und setzen dies in die inhomogene
Differentialgleichung ein. Dies ergibt

5sin(r) = ¢/ (v) — 2y(z) = K'(z)e* + 2K (x)e* — 2K (z)e** = K'(x)e*.
Mit zweifacher partieller Integration finden wir
K(x) = /5 sin(z)e”**dz + C' = —5cos(z)e™ > — / 10 cos(x)e **dx + C
= —5cos(z)e > — 10sin(x)e > — /20 sin(z)e **dx + C
= —5cos(z)e ?* — 10sin(x)e”* — 4K (z) + 5C.
Also ist die Formel fir K (x)
K(x) = —cos(z)e > — 2sin(x)e 2 + C.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist somit
y(z) = — cos(z) — 2sin(z) + Ce**.

Die Anfangsbedingung ergibt 0 = y(0) = —1 + C'. Die Losung des Anfangswertpor-

blems ist

y(z) = — cos(z) — 2sin(z) + **.
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ii. Wir suchen zunéchst eine partikuldre Losung. Da die Storfunktion g(z) = 5sin(z)
ist, machen wir den Ansatz

yp(z) = Cysin(x) + Cy cos(z).
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
5sin(z) =y, — 2y, = (C1 — 2C) cos(x) — (Cy 4 2C1 ) sin(w).

Mit einem Koeffizientenvergleich finden wir C; — 2C5 = 0 und Cs + 2Cy = —5. Eine
partikuldre Losung ist also

Yp(z) = —2sin(z) — cos(z).

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung 3’ — 2y = 0 ist aus der
Vorlesung bekannt, ndmlich

yo(z) = Cexp ( - /(—2)dx> = Ce™.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist somit
y(x) = —2sin(z) — cos(z) + Ce*.

Die Anfangsbedingung ergibt 0 = y(0) = —1 + C'. Die Losung des Anfangswertpor-

blems ist
2x

y(x) = —2sin(x) — cos(x) + e

(c) [4 Punkte] y” + 9y = 3 cos(2z) mit y(7) = 3/5 und y/(7) = 3.
Losung:

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Das charakteristische
Polynom der homogenen Differentialgleichung y” + 9y = 0 lautet

N 4+9=(A+3i)(\— 30

mit Nullstellen —3¢ und 3¢.

Da der Faktor 2 im Argument des Kosinus in der Storfunktion g(z) = 3sin(2x) keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen wir fiir eine partikulére Losung
den Ansatz

yp(x) = Asin(2z) + B cos(2x).

Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung wird zu
3cos(2x) =y, + 9y, = 5Asin(2x) + 55 cos(2x).

Ein Koeffizientenvergleich ergibt A = 0 und B = 3/5 und eine partikuldre Losung ist
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gegeben durch
yp(z) = 2005(21’).

Die allgemeine Losung yy der homogenen Differentialgleichung kennen wir aus der Vor-
lesung, ndmlich

Yo(z) = Cysin(3x) + Cy cos(3z).

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist daher
3 .
y(z) = yp(z) + yo(z) = = cos(2z) + C sin(3z) 4+ Cy cos(3x).

Die Anfangsbedingungen ergeben 3/5 = y(w) = 3/5 — Cy und 3 = y/(w) = —3C}. Die
Losung des Anfangswertproblems ist nun

y(x) = gcos(Zx) — sin(3x).

Seite 12 von 14



ETH:-urich

Mathematik I/11
Prof. Dr. E. W. Farkas
05.02.2022

6. Aufgabe [8 Punkte]

Fiir die Teilaufgabe (a): Schreiben Sie die Losung in
das vorgegebene Feld im Antwortheft. Sie brauchen fiir
(a) keine Zwischenschritte oder Begriindungen angeben.
Antworten zu (a), die Sie woanders als in das vorgebenene
Feld im Antwortheft hinschreiben, werden nicht gewertet.

In der Skizze sehen Sie drei Kurven Cy, Cs, C3. Die Kurve
(1 ist eine Parabel. An ihrem Endpunkt ist die Kurve C4
flach, d.h. ihre Tangente ist dort parallel zur x-Achse. D ist
die Fléche, die von den drei Kurven eingeschlossen wird.

-15 -1 —-05 0

(a) [3 Punkte] Finden Sie Parametrisierungen der drei Kurven. Beachten Sie die in der Skizze

eingezeichneten Durchlaufrichtungen. Es gibt nicht nur eine Losung.

Losung:

Eine mogliche Losung ist

(b) [3 Punkte] Sei nun F das Vektorfeld ?(m,y) = (

Fod? =-24 und
Cl CQ

Losung:

Fd7 =16

dry + 4y
2y —x(z+2)

und

). Zeigen Sie, dass

Fodv =4
C3

Um ein Linienintegral zu berechnen, miissen wir die Kurve in das Vektorfeld einsetzen,
die Kurve ableiten, und dann das Skalarprodukt von Vektorfeld und Ableitung integrie-
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ren. Es gilt
43 + 412 : 1
F(ou) = (2t2 (t+2)) - Gl = (Zt)
— ? Cl t = 6t3
— ? dr / 6t°dt =
und
—4t(t+2)+4(t +2) - -1
F (o) = (2(t+2) +t(—t+2)> - G = ( 1 )
— F(Co(1)) - Colt) = 32 + 8 — 4
:>/027.d?:/0 (3t2 + 8t — 4)dt = 16
und
at - 0
F(Cy(1)) = (Qt) . Galt) = (1)
— ? Cg t =21
— F 47 / 2dt =

(c) [2 Punkte] Mit C' bezeichnen wir die geschlossene Kurve, die sich ergibt indem man C, Cy

und C3 nacheinander durchlduft. Berechnen Sie 3% ? . d?, indem Sie den Satz von Gauss-
Green anwenden und das resultierende Integral iiber die Flache D berechnen.
Hinweis: Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis mit Teilaufgabe (b).

Lo6sung:

Wir schreiben das Vektorfeld F* als ?(w, y) = (P(z,y),Q(z,y))". Der Satz von Gauss-

Green besagt, dass
[ ([ (222

wobei D in dieser Teilaufgabe die von der Kurve C' elngeschlossene Fléache bezeichnet.

Da 99 _ a_y = —6(z + 1), gilt also

jé?-d /_2/902 :17+1dydx——/_oz6(:v—|—1)(2—x—x2)dx

0
— / (62° + 1227 — 62 — 12)dz = (§x4 +da® — 3% — 121:)
—2

= —4.
-2
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