e s Mathematik I/II
ETH:-urich Dr. A. Caspar

17. Februar 2023

Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1

1.MC1 Berechnen Sie die Ableitung von f(x) = sin(z) - (1 — z).

Es gilt (mit Produktregel) f’'(z) = cos(x)(1 — ) — sin(x).

e — 1

1.MC2 Der Grenzwert lim — ist gegeben durch
a—0 sin(z) - (1 — x)

(A) 1.

(B) —1.

(C) TRUE: 2.
(D)

—_

D

N =

Losung:

Ref: Mathel-MC3-5 & Wi2l-1a

Wir verwenden 1'Héspital und bekommen

e —1 ) 2e% 2

250 sin(z) - (1—x) 750 cos(z)(1 — ) —sin(z) 1’

1.MC3 Gegeben sei f mit f(z) = cos(2z). Wie lautet die Gleichung der Tangente y = az + b an
7
den Graphen von f an der Stelle xy = Z?

(A) TRUE: y = g — 2

™

B) y= )

(C) y:1+g—2x
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Ref: Mathel-MC4-4
Wir berechnen f(zp) =0 und f'(x¢) = —2sin(2zy) = —2.
Die Tangente ist also y(z) = —2(x — x9) = 5 — 2z.

1.MC4 Sei h die Funktion mit h(z) = (z — 2)(2* + z — 6) + .

Die Funktion hat die Fixpunkte x1 = 2 und x5 = —3. Bestimmen Sie den dritten Fixpunkt x3.

Es vereinfacht sich h(z) = z zu (z — 2)(2* + © — 6) = 0. Es gilt (NST berechnen mit
Mitternachtsformel oder durch Faktorisierung mit Vieta.), dass (z* +z —6) = (z — 2)(z + 3),
daher konnen wir ablesen, dass der 3. FP x3 = 2 ist.

CL$3

x+d

1.MC5 Seien a und d Zahlen, und sei f die Funktion mit f(z) =

1
Welches Paar a und d garantiert, dass z = 3 ein attraktiver Fixpunkt ist? Das heisst, jede
Folge (x,) mit x,+1 = f(x,) und xy nahe T konvergiert gegen 7.
1

9
(A) TRUE: a = 3 und d = -3

1
(B) azlundd:—z

(C) azlundd:—§
4 1
(D) a:?undd:—?

Losung:

Da ; ein FP ist muss gelten f( 5 was sich zu a = 2 + 4d vereinfacht. Damit es ein

) =
attraktiver FP ist muss | f'(3)| < gelten er berechnen f’(3) und setzen die erste Bedmgung
i ) =

(genauer: § +d = %) ein um f'(1) = 3 — 2 zu erhalten. Nur die Wahl @ = 2 und d = —3
erfiillt beide Bedingungen.

1
2
1

= 3
1.MC6 Fiir welche obere Integralgrenze b gilt / Sl711()@5 =In ()7
= cos(z) + 2 2

Hinweis: Es gilt / L];’(;c) dx =In(|f(z)]) + C
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(A) b=0
B) b=m
(C) b:Z

2
(D) TRUE: b = gﬁ

Losung:

Ref: Wi21-1b-ii

—r cos(z) + 2
cos(b) = —3 gelten, was hier nur fiir b = 2 erfiillt ist.

b
Wir berechnen ln(;)) = / Mdm = [In(cos(x) + 2)]°.. = In(cos(b) + 2) also muss

z ]
1.MC?7 Sei F eine Funktion definiert durch F(z) = 2 dt.
Welchen Wert hat F'(4)7?

1
(D) F(4) =~
Losung:
41 1 1 1
i ben F(4) = [ dt = [ =5~ =
Wir berechnen F'(4) 2t2dt [—t77]5 5~ 1= 1

1.MCS8 Sei f eine Funktion mit f(z) = €* und Ty(z) = ag + ai(x — xp) + az(x — 20)? als dem

2. Taylor-Polynom an der Stelle xy = 1. Bestimmen Sie den Koeffizienten a,.

Es sind f/(z) = 2¢* und f”(z) = 4€**. Damit gilt a; = 3 f"(1) = 3

(4e?) = 2€2.
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Aufgabe 2

2.MC1 Welchen Imaginarteil hat die komplexe Zahl w = 2e~ 117
(A) TRUE: Im(w)=—/2
(B) Im(w) = v2

(C) m(w) = V3

(D) Im(w) = —V/3

Losung:

e[

Es gilt w = 26717 = 2(—¥2 — ¥2j) = —\/2(1 +i).

2.MC2 Betrachten Sie die Zahlen A bis F in der komplexen Zahlenebene. Welche der folgenden
Gleichungen passt dazu?

De
(A) BC? = / \
(B) TRUE A2 ‘W\\ B
(C) D S
(D) EC1=A
Losung:

Ref: Mathe2-MC1-8.

Man sieht leicht, dass A? = B gilt. Ausserdem kénnen wir die anderen Méglichkeiten aussch-
liessen, da |[EC!| = |E| < |A|, arg(BC?) = 7 # arg(D) und arg(D') = —3% = arg(E).

2.MC3 Betrachten Sie die Zahlen A bis D und w in der komplexen Zahlenebene. Welche entspricht
der komplexen Zahl w—1?

o 4 __B\o
/A. )
(A) TRUE: A / \
(B) B \D g 1
(O¢ T
(D) D
Losung:
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4. Ref: Mathe2-MC1-1&7
Es gilt arg(w™!) = arg(w) und |w| > 1 > [w™!|, daher ist der Buchstaben A korrekt.

2.MC4 Es ist (6v2(1+1)) = ...

652%/2.

Losung Erklirung: (6\/5(1 + z))3 — (223e71)3 = 263377 = 2°33(—/2 + i/2). Ref: Mathe2-
MC1-6.

2.MC5 Die Skizze unten zeigt ein Gebiet B (Rand nicht enthalten) in der komplexen Ebene mit

, 7w 117
B=<z=re"¥ 1 - = — 7.
{z re E(C‘ <r<3,6<g0< 12}

Seien z; = 2e2’ und 2z, = —1 — i. Welche der folgenden Zahlen liegt in B?

Ref: Mathe2-MC2-4&5.
Erklarung:

37,

21 =22 =2iund 2z, = —1 — i = /27"

57 ;
Daher gilt 2 = %672 ¢ B (wegen zu grossem Argument),
21 -7y = 2v/2e7 1" ¢ B (wegen zu kleinem Argument),
z21+29=2—1—i=—-14+17¢€ B und
21 — 29 = 1+ 3i ¢ B (wegen zu grossem Betrag).

2.MC6 Welche Matrix A passt zu folgendem Bild 7
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(A) A= (‘01 _32> do
(B) A= (‘01 :g)
L)W
(C) TRUE: A= (> !
o lo -3 - ‘ @
0 -3 v
™ a=(5 )

Losung:

Die Vektoren v und Av liegen auf der Winkelhalbierenden x = —y.

Daher muss <_$ ) ein EV sein. Das ist nur bei A = <_02 _13> der Fall.
7 0 0
2.MCT7 Sei C, = | 1® —3 —4|. Fiir welchen Wert von b € R hat Cy, nur reelle Eigenwerte?
vty 2
(A) b= -2
1
(B) TRUE: b= ——
16
(C) b=
21
D) b=—
(D) b= ¢
Losung:

Ref: Mathe2-MC2-6.
Erklarung:

det(Cy — A - B3)

(T—=X)(=3 =X (2= \) +4b*(7T—)\)
(7= [2=A)(=3=X) + 4]
(7= X [N+ A+ (46° - 6)]

Also gibt es nur reellwertige Eigenwerte falls 1 — 4(40? — 6) > 0, also falls |b| <

5
1

-7 3 =2

2.MC8 Gegeben sei die Matrix A = ( 0 —4 2 ) Welcher der folgenden Vektoren ist ein
L3 -3
3

Eigenvektor von A3?
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0
(B) TRUE: —25/7 | 2
3
—2
(C) 37sin(4) | 0
3
2
D) —27 | 0
3

Losung:

Ref: Mathel-Serie 12

0

v=|[2] ist ein EV von A, daher ist ¢-v mit ¢ € R\ {0} ebenfalls ein EV von A und somit
3

auch von A3,

3 5 3
2.A1 [4 Punkte] Gegeben sei die Matrix D, = | =2 —2 0 | mit b € R.
4 0 b

(i) Berechnen Sie die Determinante von D, in Abhéngigkeit von b.
Losung:

Ausrechnen mit Sarrus oder Laplace ergibt det(D,) = 4b + 24.

0
(ii) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem D, -x = | —2 |. Bestimmen Sie b und z so, dass
z
0 1
sowohl | 1 | alsauch | 0 | eine Losung x des Gleichungssystems sind.
_% -1
Losung:
Damit es zwei verschieden Losungen gibt muss det(D,) = 0 gelten, also b = —6. Die 3.
Gleichung von der zweiten Losung ist 4 — b = z, woraus mit b = —6 folgt, dass z = 10.

Alternativ kann man auch das Gleichungssystem der beiden 3. Gleichungen —gb = z und
4 — b = z auflosen.

0 1 0
(iii) Sei F=| —2 —2 0 |. Fir welche b € R ist das Produkt D,F invertierbar?
4 0 0

Losung:
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Wir verwenden, dass das Produkt D, F' genau dann invertierbar ist, wenn die Determinante
det(DyF') = det(D,) det(F') # 0 ist. Da det(F') = 0 folgt, dass kein b € R existiert so dass
Dy F' invertierbar ist.
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Aufgabe 3

1
3.MC1 Fiir welches a ist die Funktion z — y(x) = e — 3 eine Losung der DGL ¢/ = ay + 27

(A) a:—;
(B) a:;
(C) a=2

(D) TRUE: a =4

Losung:

Einsetzen der LSG in die DGL liefert ae® = ae® — a% + 2, also a = 4.

3.MC2 Sei y(x) = C - €** — 3 die Losung einer Differentialgleichung mit y(In(3)) = 6.
Bestimmen Sie den Wert yy = y (0).

(A) y(0) = —4

(B) y(0) =

(C) TRUE: y(0) = —2
(D) y(0) = -5
Losung

Aus 6 = y(In(3)) = CeB) — 3 =9C — 3 folgt C' = 1. Daher y(0) =1 —3 = —2.

3.MC3 Gegeben sei das Anfangswertproblem mit ¢'(z) = (5 — y(z)) - (3 + y(z)) und y(0) = yo.

Fiir welchen Wert y, ist die Losungskurve streng monoton wachsend?
(A) TRUE: y, =4
(B)
(©)
(D)

C
D

SIS
||

Losung:

Die Fixpunkte (' = 0) sind an den Stellen y = —3 und y = 5. Der Graph der rechten Seite
ist eine nach unten geoffnete Parabel, daher ist 3/ negativ fiir y < —3 oder y > 5 und positiv
fir y €] — 3,5/

3.MC4 Seiy/(z) = 3—y(2))(2—y(x))(y(x)+3). Fiir die Losung y mit y(0) = 1 gilt lim y(z) =
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A
B
C
D

-3.
RUE: 2.

~— — — ~—

T
3.
0.

~—~~ I~ —~

Losung:

Es gibt drei stationare Losungen yso1 = —3, Yooz = 2 Und Yoo 3 = 3.

Der Anfangswert ist —3 < y(0) = 1 < 2, und die Ableitung zwischen —3 und 2 ist positiv,
daher konvergiert die Losung des AWPs gegen 2.

3.MC5 Welches Richtungsfeld passt zu ¢'(z) =y — xz + 17

Y Yy
(4) o ® LIy, .,
N N , AR N
AN SN RN
iti\\\ A ??;/// /.
14+ - / N N
N ’”;H H///%‘ ,,,,, \
\\\,%/ /;/f//x //i/i I\\\ T
\\\\\ /AL////// L1y € \\\\\
i ////// /7 s, N \
VA, ////// /. \\\\\\
St HH R
;o A N N
FALSE: / TRUE: VAV
Yy
Y D
© R
A, ////// / A NN \
A ////// ////// RN
;o ////// A SRR
\\\\\ b RS 5 NN
N ;00 Il N
% r//jx FT T g
VLN N ’I//// \\\\\\ A\l\\\\
\\\\\A-*’jjj/ \\1V§\\\\\
YRR o NN \t\\\\
T R , N \\s\\\
ISR SN Vo \\\s\\
FALSE: by FALSE: |
Losung:

Fir x = y gilt jeweils ¥/ = 1, was nur bei A und B zutrifft. Fir x > 1 und y = 0 gilt ¢ < 0,
was nur bei B und D zutrifft. Daher kann nur B stimmen.

5 «

3.MC6 Die Matrix A = (2 9

), mit o € R, definiert das DGL-System ¢y’ = Ay. Fiur A € R soll

-9}

eine Losung dieses Systems ist. Fiir welche Wahl von A und « stimmt das?

gelten, dass
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(A) A =—4und a =3

(B) A= —4und a = -3
(C) TRUE: A =4 und a = —3
(D) A=4und a =3

Losung:

Es muss gelten, dass <6> ein EV von A zum EW X ist. Wir berechnen daher

2
6\  (30+4+2a) 1 | (6
()= (07) 2 6)
Aus der zweiten Gleichung folgt A = 4, was wir in die erste Gleichung einsetzten um o = —3
zu bekommen.

2 =3

Fiir welchen Wert von 3 hat das System sicher eine stationire Losung y., # 07

3.MCT7 Sei 3y = Ay das DGL-System mit A = (6 b )

Es muss det A = 0 gelten, was fir g = —9 der Fall ist.

3.MCS8 Fiir a € R sei ¢'(z) +a-y'(x) +4y(z) = 0.

Fiir welches a definiert y(z) = C} -e7® + Cy - e~4® die allgemeine Losung der Differentialgleichung?
(A) a
(B)
(©)
(D)

TRUE: a =5

Q

S
| |

Losung:

Das charakteristischen Polynom ist p(\) = A? +a) + 4. Die Nullstellen sind \; o = =2£¥2==16 Vzag’lﬁ,

und es muss gelten Ay 5 € {—1, —4}. Einsetzen der gegebenen Werte zeigt, dass dies fiir a = 5
gilt.

3.A1 [6 Punkte] Wir betrachten die Differentialgleichung ¢/ (z) = —3y(z) — (22 — 3)e™*".

Seite 11 von 22



Mathematik I/11

ETH:-urich Dr. A. Caspar

17. Februar 2023

(i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung durch Variation der Konstanten.
Hinweis: Es gilt /f’(m)ef(x)dx — /@ L o

Losung:

Die homogene DGL 3/(z) = 3y(z) hat die allgemeine Losung ypom(r) = Ce 3. Die
allgemeine Losung der inhomogenen DGL finden wir mit Variation der Konstanten, indem
wir y(z) = C(z)e™® in die inhomogene DGL einsetzen. Das liefert

C'(z)e ™ = —(2z — 3)e ™",

Umstellen und integrieren fithrt zu

2

C(z) = /(3 —2z)eP T = P e

und damit
2
y(xr) = e ™ +ce ",

Alternative:

Die DGL ist von der Form ¢/ (z) = p(z)y(z)+¢(z) mit p(z) = —3 und ¢(z) = (3—2x)e*".
Variation der Konstanten liefert die allgemeine Losung durch y(x) = (K (z)+c)ef’®) dabei
sind P'(z) = p(x), c eine Konstanten und K (z) = [ ¢(z)e~7®).

Es folgt, dass P(z) = —3z und K(z) = [(3 — 22)e**™* = ¢3*~*°_ Damit haben wir die
allgemeine Losung

2

y(x) =e ™ +ce ",

(ii) Sei y(0) = 3. Bestimmen Sie die Losung das Anfangwertproblems und lim y(x).

Losung:

Aus 3 = y(0) = 1+ ¢ folgt ¢ = 2, somit ist die LSG des AWP y(z) = e™*" +2e~3*. Davon
unabhéngig kénnen wir berechnen, dass

: _1; — 2 —3r __
lim y(z) = lim e™ +ce™ = 0.
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Aufgabe 4

4.MC1 Wir betrachten die Funktion f : R* — R gegeben durch f(x,y) = x? + 2y?. Welches der
folgenden Bilder zeigt Niveaulinien (oder Hohenlinien) der Funktion f?
y y

<
<

x

%
&
fa
\
5
&

4.MC2 Seien a € R und die Funktion g, : R> — R gegeben durch g,(z,y) = 4+z(ax—3)+ (4da—y)>.

1
Fir welches a ist (zg,yo) = < ) ein kritischer Punkt von ¢,?

a?’ 3
(A) a= -3
(B) TRUE: a = 2
(C) a=
(D) a=-3
Losung

Der Gradient berechnet sich mit den partiellen Ableitungen als
Vga(w,y) = (202 — 3, (8a — 2y))

Setzen wir nun den Punkt (zg,yo) ein und nutzen die Bedingung, dass es sich um einen
kritischen Punkt handeln soll, erhalten wir

2 16
<a2 —3,—8a+3> —(0,0).

Daraus folgt, dass a = 2/3 gelten muss.
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4.MC3 Fiir die Funktion g, aus Aufgabenteil 4.MC2 sei nun a = 2:

Fiir welchen Wert von b beschreibt der Graph der Funktion [ : R? — R mit I(z,y) = 24 + 5z + by
die Tangentialebene von go an der Stelle (xg,yo) = (2,6)7

Fir a = 2 erhalten wir mit unserer allgemeinen Berechnung fiir den Gradienten, und durch
einsetzen von (xg, yo) = (2,6), dass

Vga(xo, Yo) = (0292(0, Yo), Oyg2(o, Yo)) = (5, —4) .
Nun benétigen wir noch go(z9,9o) = 10. Mit der Formel fiir die Tangentialebene

l(xa y) = 92(%7 ?Jo) + aa:92(xo, yo)(f - 1‘0) + 3y92($0, ?Jo)(y - yo)
erhalten wir dann
(z,y) =10+ 5(z — 2) — 4(y — 6) = 24 + 5z — 4y,

womit b = —4 folgt.

Abkiirzung: Den Punkt (zg,70) = (2,6) in [ und g einsetzen und nach b auflsen.

4.MC4 Die Tangentialebene aus Aufgabenteil 4.MC3 schneidet die Gerade {(1,0,2) : z € R}
in einem Punkt. Bestimmen Sie die z-Koordinate dieses Schnittpunktes. Hinweis: Die Antwort
hingt nicht von b in Aufgabenteil 4.MC3 ab.

A)
B)
C)
D)

TRUE: 29
6

(
(
( 0
(

o O N

Losung:

Hier miissen wir lediglich die Koordinaten (z,y) = (1,0) einsetzen um die z-Koordinate zu
berechnen. Wir erhalten go(1,0) = 29.
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4.MC5 Sei h : R? —» R mit h(z,y) = 2* — 32y + y*. Welcher der folgenden Punkte liegt auf der
Niveaukurve zur Hohe 97

(A) (z,9) = (=1,1)

(B) TRUE: (z,y) = (2,-1)
(©C) (z,y) = (=1,-1)

(D) (z,y) = (1,-2)
Losung

Nachprifen der einzelnen Punkte liefert die Losung h(2, —1) = 9.

4.MC6 Sei h die Funktion aus Aufgabenteil 4.MC5. Sei v die Niveaukurve von h in der (z,y)-
Ebene, auf der P = (1,0) liegt. Welche Steigung hat die Tangente an 7 in P?

A)

B)

C) TRUE: 2
D) 4

NIW Wi

(
(
(
(

Losung:

Es ist v gegeben durch {(z,y)|z*—3zy+y> = h(1,0) = 1} oder fiir die implizite Differentiation
durch F(z,y) = 2% — 3zy + y* — 1 = 0 mit der Tangentensteigung:

F,(1,0) 2 2

F,(1,0) =3 3
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4.MC7 Gegeben sei das Gebiet C":

Welcher Integralausdruck berechnet den Flacheninhalt von C?
1 11—z
(A) TRUE:/ / dy dz
0 Jz—1
1 prl—y
(B) / / dx dy
0o Jo
1
(C) / / dy dz
-1Jo

(D) /_11 /y:y dx dy

Losung:

Ergibt sich mit der richtigen Beschreibung von C'. Alternativ lassen sich die Integrale schnell
berechnen.

4.MCS8 Sei C nur die obere Hilfte von C' aus Aufgabenteil 4.MC7, das heisst, es muss y > 0 sein.

: 11
Fiir welches K € R ist / /~(2y +K)dA =7
C

(A) K =1
(B) K =2
(C) TRUE: K =3
(D) K'=4

K

Losung:

1 pl—y 1 1-y
Wir berechnen //~ 2y + KdA = / / 2y + Kdx dy = / dy . Damit ist
c 0o Jo 0

dann

2zy + Kx

0

1

1
//62y+KdA:/O2y(1—y)+K(1—y)dy: 5 v — Sy + Ky

2-K , 2
3

0

2—-K
Einsetzen der Grenzen liefert / /~ 204+ KdA = ——— —
c

2 11
2 3
die Gleichung nach K auf.

+ K L 5 Fir K = 3 losen wir
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4.A1 [4 Punkte]

(i) Sei die Menge

P = {(:c,y) € R?

(x,y) = (rcos(p),rsin(p)),r €

o1

gegeben. Skizzieren Sie die Menge P in das Koordinatensystem in Ihrem Antwortheft unter
Aufgabennummer 4.A1.

Hinweis: In Ihrer Skizze konnen Sie (/In(2) ~ 0.8 und 1/In(10) ~ 1.5 verwenden.
Losung:

(ii) Berechnen Sie I = / / ¢ +¥* dA. Hinweis: Rechnen Sie hier mit exakten Werten und nicht
P
mit 1/In(2) ~ 0.8 und 4/In(10) ~ 1.5!

Losung:
VIn10 2
Mit der Parametrisierung berechnen wir I = / / Vrdrde.
VIn10 1 vIn10
Es ist / Vpdr = = {e(TQ) = 4. Damit berechnen wir dann
VIn2 2 VIn2
6
I =4-1 =67 .
i T
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Aufgabe 5

2 2
5.MC1 Fiir b € R sei K, das Vektorfeld mit Kp(z,y) = (Zx i ;liy—'—fz?’) . Fir welches b ist das

Vektorfeld K3 konservativ?

A)
B)
)
)

I
= o

S
I

C
D

RUE: b = —

(
(
(
(

= o

Losung:

Wir schreiben K = (P, Q). Dann ergibt sich b = —1 aus dem Kriterium @), = P,, das ein
konservatives Vektorfeld charakterisiert.

5.MC2 Sei v(t) = (et cos(t), e* sin(t)) fir t € R gegeben.

Fiir welches Intervall I liefert v : I — R? ¢ + ~(t) die unten abgebildete Kurve? Hinweis: Bei

der gepunkteten Linie handelt es sich um die Gerade y = —z. y
(A) I= {o, 7;] 8 !
®) 1=0, %] A :
! L/
(C) TRUE: I — [o, éﬂ
137 |
D) [ = o7
o 1[0
Losung:

11
Wir zdahlen die Umlaufe. Bei ¢ = i schneidet die Kurve v die gepunktete Linie y = —=x

zum dritten Mal.
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5.MC3 Welches Vektorfeld K mit K (z,y) passt zu dieser Abbildung?

Yy
VA S N
(A) K(x,w:(‘;”) PP
VA R
z A 7 7 1T
(B) K(a:,y>:< y) . SR
- T+ o~ —t
_y /‘ Ry Ly 1 ' L '
© wtea)= (7)) R S
N < 4 © v ¥ \/
NN ~ d e
(D) TRUE: K(z,y)={ "7 ) < 7

Losung:
Setze z.B. Punkte auf der x- oder y-Achse ein und beachte, welche Pfeilrichtungen passen

5.MC4 In dem Vektorfeld aus 5.MC3 ist ein Kreis vy gegeben.

/
7
7
7
1
A\
N
N
N

N
N\
\
\
1
M
v
/
e

Sei ¢y = Ay ein DGL-System mit A = 2 é) in Abhéangigkeit von ¢ € R. Fiir welchen Wert von ¢

ist v eine Losungskurve des Systems?

(A) ¢
(B) TRUE: ¢= -1
(C) c=1
(D) ¢=2
Losung
Die EW von A miissen rein imaginir sein. Wegen des Vektorfeldes kann es nur ¢ = —1 sein.
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5.MC5 Gegeben seien das Vektorfeld K :

Punkte P, ..., Ps; in der Ebene.

Py

R? — R? mit K(z,y) = ( sinfz —y) +3 > und die

.Pg

Py

-

|
+
vl

—sin(z —y)+6

.
t
3

—T

wola |

a7

Sei v eine Kurve mit Anfangspunkt P, die iiber P, und P, im Punkt P endet.

Dann ist die Arbeit / K- -dy=..
v

(A)
(B)
(©)
(D)

TRUE: 67.
0.
3.
4.

Losung:

kf(Pg,) - kf(Pl) = 6.

Durch genaues Hinschauen ist k(z,y) = —cos(z — y) + 3z + 6y + C mit C einer Integrati-
onskonstante eine Potententialfunktion. Die Arbeit der Kurve zwischen P, = (—m, +7) und

P; = (m, 3m) ist dann k(Ps) — k(P;). Wir berechnen also k(P5) = 67+ C und k(P;) = C, also

72

5.MC6 Gegeben seien das Vektorfeld und die Punkte in der Ebene wie in 5.MC5 oben.

Sei v eine Kurve mit Anfangspunkt P;, die iiber P, und P; im Punkt P; endet. Dann ist die

Arbeit/K-dfy:...
Y

(A)
(B)
(C)
(D)

TRUE: 6.

0.
3.
4.

Losung:

das Vektorfeld konservativ ist.

Die Antwort ist identisch mit der in 5.MC5, denn die Arbeit ist unabhéngig vom Weg, da
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. . . 2% + 92
5.MC7 Sei K ein Vektorfeld mit K(z,y) = 0 wy+x)

Fir welches a gibt y{ K - dvy den Flicheninhalt von B C R? an?
oB

A)
B) a
)
)

S
| |

C
D

TRUE: a =2

a =

A~~~ I~ N

Losung:

K K
Mit der Formel von Green ist K dy = // (82 — al) dA = // (ay + 1 —2y)dA.
B

Damit das Integral rechts den Flachenlnhalt angibt, muss der Integrand konstant 1 sein, also
muss 1 = ay + 1 — 2y gelten. Es folgt a = 2.

5.MC8 Sei K : R? — R? das Vektorfeld K (x,y) = <—25$:E++72y . Wir betrachten das Gebiet T, mit

Randkurve 0T, = =, wie in der folgenden Abblldung (mit Durchlaufrichtung) dargestellt. Dabei
hangt T, von a > 0 ab.

6Ta = Ya

Fir welches a ist der Fluss von innen nach aussen durch die Randkurve gleich 40, das heisst:
Berechnen Sie a, sodass K -nds = 40. Dabei ist n der dussere Normaleneinheitsvektor.

(A) a=8 "

(B) TRUE: a =5
(C) a
(D)

D

a

Losung:

Mit dem Satz von Gauss ist div(K) = —5 + 7 = 2 konstant! Dann folgt

K-nds:/ 2dA = 2 - (Fliche von T) = 8a,
Ya T

denn die Flache von T ist 4a. Also ist a = 5
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5.A1 [3 Punkte| Sei y(t) = (et cos(t), e Sin(t)) fir ¢ € [0,In(2)] (vergleiche auch 5.MC2) oben
und das Vektorfeld K mit K (z,y) = (—y, z) gegeben. Berechnen Sie das Arbeitsintegral / K -dny.
vy

Losung:

Wir berechnen zunéchst 7/ (t) = (et cos(t) — e'sin(t), e’ sin(t) + €' cos(t)) dann folgt mit den
Definitionen aus der Vorlesung

In(2 In(2) ot/ . 9 9 In(2) of
/K dy = / t)dt = /0 e”*(sin”(t) + cos (t)) alt:/0 e dt.

Die Berechnung des letzten Integrals ist nun einfach, denn

n In(2)
/1 @) o2 df — 16215 _ 1 2l _ 1) = 3
0 2" |, 2 2

5+ 3y
%x—?y

5.A2 [3 Punkte| Das Vektorfeld K, = (
Gebiet (wie in 5.MC8 oben).

) hangt von einem reellen b > 0 ab. Sei T, das

Y

aT‘a = Ya

Berechnen Sie das Arbeitsintegral ]{ Ky - dv in Abhéngigkeit von a und b.
Ya

Losung:

Wir schreiben das Vektorfeld K in der Notation K, = (g) mit

4 2
P(e,y) =5z + 7y und Qz,y) = 2Ty

Laut der Formel von Green ist dann (mit der richtigen Orientierung)

Ky dy = // .~ P)dA=— /
Ya Tab

und die rechte Seite ist unabhédngig von z und Y.

Damit ist — // ZdA = ——/ 1dA = _5 Flacheninhalt von T, = —85
a Ta
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