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Multiple Choice

1. Aufgabe [40 Punkte]
MC1. Ergebnis: (B).

Die Funktion +/z ist nur fiir > 0 definiert. Das bedeutet, dass g(x) = +/log(x) nur fiir log(z) > 0
definiert ist. Zuletzt gilt
log(z) >0 <= x> 1.

Der maximale Definitionsbereich der Funktion g(z) = {/log(z) ist daher [1, 00).
MC2. Ergebnis: (C).

Da x > 0 koénnen wir die logarithmische Ableitung anwenden. Auf beiden Seiten von f(z) = z*
bilden wir den Logarithmus und leiten ab, um zu erhalten

r f'(z)
Jos (/) = 112

[log (7)) = [z log (x)]" = log(x) + 1.

Gleichsetzen und multiplizieren mit f(x) = x® liefert
f'(x) = 2" (log(x) +1).
MC3. Ergebnis: (C).

0

Wir sind in der Situation 0

und mochten die Regel von de I’Hopital anwenden:

lim 2z — sin(z) cos(x) _ lim 2 — (cos?(x) — sin®(z)) _2- (1-0)
20 sin(x) 20 cos(x) 1

MC4. Ergebnis: (D)

Beide Reihen divergieren, da

lim (—=1)"#0 und lim n(—1)" #0.

n—oo n—0o0

MCS5. Ergebnis: (A).

Es gilt
T log(x* + 1)
dp = ————~
/ 21 ;¢
fiir eine Konstante C' € R. Daher erhalten wir
b log(x? +1)71 1 log(2)
dx = [—] = — (log(2) — log(1)) = )
| w5 ] = 2 log(2) — tog() = &
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MCG6. Ergebnis: (C).

Der Satz der partiellen Integration lautet

[ 1@)g @) de = f@)g(@) - [ F@rg(o) e

Wir setzen f(x) = cos(z) und ¢'(z) = cos(z) ein. Da f'(z) = —sin(z) und g(z) = [ cos(z) dz =
sin(x) 4+ C fiir eine Konstante C' € R, erhalten wir (fiir C' = 0)

/cosz(x) dx = cos(z) sin(z) — / ( — sin(z) sin(z)) dz = cos(z) sin(x) + /sinQ(a:) dx.
MCT7. Ergebnis: (C)

Da f' >0 und f” > 0 ist die Funktion f wachsend und konvex. Wir erhalten somit

a<b = f(a) < f(b).

Es ist klar, dass es nicht notwendigerweise einen maximalen Punkt geben muss, indem man zum
Beispiel f(z) = exp(z) wihlt. Das gleiche Gegenbeispiel zeigt, dass f nicht unbedingt konkav und
monoton fallend sein muss.

MCS. Ergebnis: (B).

Mogliche Losungen sind:
(a) Wir haben |1 +i| = v/T + 1 = v/2. Daher gilt

, I 1 -
(1+14) =2 (E + Zﬁ> = V2(cos(m/4) + isin(7/4)).
Somit ergibt sich

(14 4)(cos(m/4) + isin(m/4)) = \/§(cos(7r/4) + isin(r/4)),

was sofort |z| = v/2 liefert.

(b) Alternativ gilt
1
+i—.

cos(m/4) +isin(mw/4) = 5

Sl

Wir kénnen dann direkt berechnen
1 1 1 1 1 1 2
1+ <—+z’—> i i — —— =i = /2,
NGB R T w et T BT
was zum gleichen Ergebnis fiihrt.

(c) Eine weitere Losung besteht darin zu erkennen, dass

|(1+ i) (cos(m/4) + isin(m/4))| = [1 +i| - |(cos(m/4) +isin(n/4))| = |1 +i] - 1 = V2.
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Lineare Algebra:
MC9. Ergebnis: (C).

Diese Vektoren sind linear abhéngig, genau dann wenn die Determinante der Matrix

1 A =3
A=13 —-X -1
-4 X A

verschwindet. Diese Determinante lautet

det A = =A% 4+ 4\ — 9\ + 12\ + ) — 3)\?
= —4)\? + 8\
= 4AN—X+2).

Das heisst, dass die Vektoren vy, v und v3 linear abhéingig sind, genau dann wenn A = 0 oder
A=2.

MC10. Ergebnis: (A).

Die Zeilen (oder Spalten) von A sind linear abhéngig, das heisst

det A = 0.

MC11. Ergebnis: (B).

Das charakteristische Polynom von A ist
pa(A) = A3 (1—A) — (1= \)

— (1= NN -1
= (A =12\ +1).

MC12. Ergebnis: (A).

—1
Der Vektor v = [ —1 | ist ein Eigenvektor von A, daher ist v auch ein Eigenvektor von A3.
-2
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MC13. Ergebnis: (D).
Es gilt
-1 0 1 0 -1 0 1 0 05,2 -1 0 1 0
0 —2 —2| 1 |Z& | o0 —2 —2 1 |222E 0 01 1|-05
1 3 2|-15 0 3 3|-15) #Fo% 000 0
T =z,
=< y=—2—0.5,
2 beliebig,
Die Losung des Gleichungssystem kann wie folgt geschrieben werden
t
r=|-t—-05], firteR.
t

MC14. Ergebnis: (D).

Die Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det Ay = (6—A)(1—=X) = (=1) - b=6—-TA+ X +b=X—TA+6+b.
Die Eigenwerte folgen mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen. Somit ist

7+ /49 — 4(6 + b)
. .

Mo =

Um komplexe Eigenwerte zu erhalten, muss der Ausdruck unter der Wurzel negativ sein, also
bleibt nur b = 10.

Gewdhnliche Differentialgleichungen:

MC15. Ergebnis: (C).

Die homogene Differentialgleichung lautet
y"(x) + 9y(z) = 0.

Dies ist eine Schwingungsgleichung und die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung kennen
wir aus der Vorlesung, ndmlich

y(x) = C} cos(3x) + Cysin(3z),

fiir Konstanten C7, Cy € R.
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Multivariate Funktionen:

MC16. Ergebnis: (D).

Wir schreiben z = f(z,y) = 2® + y* — 1. Wir wissen, dass 0,.f = 2z und 9, f = 3y*. Somit lautet
die Tangentialebene in (2,1,4)

z=4+4(x—2)+3(y—1).

MC17. Ergebnis: (A).

Die Gerade und die Parabel schneiden sich bei x = —2 und bei z = 1. Damit ist der gesuchte
Flacheninhalt

1

A = / —r+2—2?dx
-2
1, 1, L9

Mehrdimensionale Integrale:

MC18. Ergebnis: (D).

Es gilt

Ferner gilt
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Linienintegrale und Oberflichenintegrale:

MC19. Ergebnis: (D).

Es gilt
0= (0"

fiir ¢ € [0, 1]. Nach Definition des Wegintegrals gilt

/ydaz+2dy :/17r(1—t)-(—7r)+2-(—7r)dt

1
:/ 7 4+ 7%t — 2 dt
0

MC20. Ergebnis: (A).

Es gilt

0= ()

fiir t € [—2,1]. Nach Definition des Wegintegrals gilt

1
= 4t 4 4¢3 1
froo= [L(M51) (o) o

1
:/M+W+Mﬁ
—2

= [22 + 263 + 1],
=2+24+1-8+16—-16 = —-3.
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Aufgaben

2. Aufgabe [4 Punkte]

(a) [1 Punkt] Finden Sie das Taylor Polynom erster Ordnung der Funktion
flz) =e* +log(z), x>0,
am Punkt zo = 1.

Lo6sung:

Das Taylor Polynom erster Ordnung der Funktion f an der Stelle xy = 1 lautet f(zq) +
f(xo)(x — xp). In diesem Fall gilt

1
f'(z) :ex—l—g, x> 0.

Daher ist das Taylor Polynom erster Ordnung gleich

fO)+ M)z —1)=e+(e+1)(z—1).
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(b) [3 Punkte| Fiir welche Werte « € R konvergiert die folgende Reihe?

> (_1)n(2x)".

n

n=1

Hinweis: Sie konnen Resultate zu Potenzreihen verwenden.

Losung:

Es gilt

1" —\"n
(1 oy _ (2"
n n
Somit ist die Reihe eine Potenzreihe. Das Zentrum dieser Reihe ist yp = 0 und der
Konvergenzradius dieser Reihe ist

(—2)"/n ]:nm 1 411

T 1m m (_2) n 5

wosoe | (27 [ + 1)

Alternativ kann man auch den Konvergenzradius mit

—2)n 1
(=2) = 2limsup — = 2,
n n

n—00 \/ﬁ

berechnen. Wir erhalten somit, dass die Reihe fir z € (—1/2,1/2) konvergiert und fiir
x € (—00,—1/2) U (1/2,00) divergiert. Es bleibt zu iiberpriifen, ob die Fille x = —1/2

1 _ .
— = limsup
r n—oo

und x = 1/2 konvergent oder divergent sind. Sei x = —1/2, dann erhalten wir
= (1) ( |
T
o)tk

was divergent ist. Sei nun x = 1/2, dann erhalten wir dhnlich

SOrey g

n=1 n=1

was konvergent ist. Die Reihe konvergiert daher fiir

c 11
x —, =
272
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3. Aufgabe [4 Punkte]

(a) [2 Punkte] Sei
z =3+ 3.

Finden Sie die Polar-Koordinaten von z und berechnen Sie den Wert von

z-Z
5
Losung:
Es gilt
2| =Vz z2=V32+32=+2-9=3V2
Daher gilt

2=3+3i=3V2 (% + 2%) = 3V/2 (cos(m/4) + isin(rm/4)).

Abschliessend ergibt sich

(b) [2 Punkte] Sei z € C\ {i} und w € C, sodass

_ix+2
=i

W

Berechnen Sie den Wert von (z — i)(w — 7) und vereinfachen Sie ihn so weit wie moglich.

Losung:

Wir erhalten durch direkte Berechnungen

ir+2 . dz+2—i(lr—1) dz+2—dx—1 1
Z: = = .
r—1 r—1 r—1 r—1

Folglich ergibt sich
1

Tr—1

=1.

(x—i)(w—1)=(x—1)
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4. Aufgabe
Betrachten Sie die folgende Matrix:

A:

T
= = N

=N O

[4 Punkte]

(a) [1 Punkt] Sei 4 = 0. Berechnen Sie den reellen Eigenwert A € R von A.

Loésung:

Sei 4 =0 und A € R, wir erhalten

1—-A
0
2

A—/\Igz

Das charakteristische Polynom lautet

1—A

det(A — \3) = (1 —\)3 +8.

Der einzige reelle Eigenwert von A ist somit A = 3.

2 0
2

0 1—-A

(b) [3 Punkte] Sei p = 2. Berechnen Sie die Inverse von A.

Lo6sung:

Sei p = 2, wir erhalten

1 2

A=12 1

2 2

Die Inverse von A ist gegeben durch
an
1
Al = a
det A @12
a3

wobei a;; die Cofaktoren sind,

aij -

entsteht. Die Inverse von A ist somit

L3 -2 A4
A7l = I 2 1 -2
2 2 -3

(—=1)"* det A, ,

und A, ; die Untermatrix von A ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte

=N O

as
a2
a3

-3 -2 4
2 1 =2
2 2 =3
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5. Aufgabe [4 Punkte]

(a) [1 Punkt] Bestimmen Sie die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
V() +34/(x) =0

Losung:

Das charakteristische Polynom der homogenen Differentialgleichung y” + 3y’ = 0 lautet
A4+ 3XN = A\ +3),

mit Nullstellen 0 und —3. Die allgemeine Losung gy, der homogenen Differentialgleichung
kennen wir aus der Vorlesung, ndmlich

yo(z) = Crexp((=3) - z) + Cyexp(0 - z) = Cy exp(—3x) + Cs.

fiir Konstanten C7, Cy € R.
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(b) [3 Punkte| Finden Sie die Losung des Anfangswertproblems
y"(x) + 3y'(z) = 18sin(3x) mit y(0) =1, '(0) = 0.

Losung:

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Das charakteristische
Polynom der homogenen Differentialgleichung y” + 3y’ = 0 lautet

A+ 3X = A\ +3),

mit Nullstellen 0 und —3. Da 3i¢ keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
machen wir fiir eine partikulédre Losung den Ansatz

yp(x) = Asin(3z) + B cos(3x).
Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung wird zu
18sin(3x) = y, () + 3y, (r) = (—9A — 9B)sin(3x) + (94 — 9B) cos(3z).

Ein Koeffizientenvergleich ergibt A = —1 und B = —1 und eine partikuldre Losung ist
gegeben durch
Yp(z) = —sin(3x) — cos(3x).

Die allgemeine Losung gy, der homogenen Differentialgleichung ist
yo(z) = Crexp((—3) - z) + Cyexp(0 - z) = Cy exp(—3z) + Cs,

fiir Konstanten C7,Cs; € R. Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist daher

y(x) = yp(z) + yo(x) = —sin(3z) — cos(3z) + C exp(—3z) + Cy,

fiir Konstanten C, Cy € R. Die Anfangsbedingungen ergeben 1 = y(0) = —1 + C; 4+ Cy
und 0 = ¢/(0) = —3 — 3C. Die Losung des Anfangswertproblems ist somit

y(z) = —sin(3z) — cos(3z) — exp(—3x) + 3.
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6. Aufgabe [4 Punkte]
Sei

D={(z,y) eR*|z>0,y>0,z+y <1}.

(a) [1 Punkt]
Skizzieren Sie die Teilmenge D in der (z,y)-Ebene.

Losung:

Wir skizzieren die Teilmenge D in der (z,y)-Ebene.
Yy
1,

(b) [0.5 Punkte] Berechnen Sie den Flécheninhalt von D.

Losung:

Der Flacheninhalt von D ist gleich
1-1

5.

(¢) [2.5 Punkte] Sei v = 0D der Rand des Gebietes D im Gegenuhrzeigersinn orientiert und
sei das Vektorfeld F' = (y > Berechnen Sie das Integral

3z
%F-d?
Y

auf zwei verschiedene Arten.

Lo6sung:
Der Rand ~ kann wie folgt parametrisiert werden,
)
1,
Vs 2
2! 1z
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wobei
t .
(t) = (O) C firte[0,1]
72(t): (1;t> ) fir t € [071]7
0 =(." fiir ¢ € [0, 1]
V3 - 1—¢)" ur ) 4]
Es gilt

I = ydx + 3x dy

71
1

0-143t-0dt

-0

b=,
fre

1
/ —4t 4 3dt

L@ﬁ+&}:L
0

Il
o

ydx + 3x dy

t-(=1)+3(1—1t) 1dt

I
)

/ ydx + 3z dy

73

/ (1—1)-040-(=1)dt
= [o], =

%ﬁwﬁzh+5+hzl

Y

i

Das impliziert

Ferner ergibt der Satz von Green

]{ﬁ-d?z/D<8xQ(a:,y)—8yP(x,y)> dxdy://D(S—1)dasdy:2//Dld:vdy,
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wobei [, 1dx dy gleich dem Flicheninhalt von D ist. Das impliziert

= 1
%F-d?zQ-—zl.
- 2
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