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Dr. C. Czichowsky ETH Ziirich - Stochastik (401-0603-00L) Sommer 2020

1. (10 Punkte)

Bei den folgenden 10 Fragen ist jeweils genau eine Antwort richtig. Kreuzen Sie die richtigen
Antworten auf dem beiliegenden Antwortblatt an.

Beachten Sie: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Es gibt keinen Abzug fir falsche Ant-
worten. Wir empfehlen daher alle Fragen zu beantworten.

a) Seien A, B Ereignisse (also Teilmengen von einem Grundraum §2). Falls A und B un-
abhéngig sind, so sind A und B¢
i) abhingig.
ii) unabhéngig.
iii) manchmal unabhéngig, je nachdem wie AN B und A U B aussehen.

b) Seien X; ~ Poisson()\;), A\ > Ay > 0 fiir 1 <7 < 2 unabhéngig. Dann gilt

i) X7 — Xy ~ Poisson(A; — \g).
11) Var(X1 — X2 + 5) = /\1 - )\2.
111) E[XlXQ + 4X1 — 3X2] = )\1)\2 + 4)\1 — 3)\2

c) Wir haben die folgenden zufélligen Realisierungen einer Zufallsvariable: z; = 3.6, x5 =
4.5, x3 = 5.6, x4y = 4.2, x5 = 5.7, xg = 3.9, x7 = 6.5, xg = 5.0, x9g = 5.2, 19 = 5.3.
Welche der folgenden empirischen Quantile sind korrekt?

i) o1 =4.05, qo5 = 4.8, go.7s = 5.0.
11) qo.1 — 36, Jos = 50, Go.75 = 5.45.
111) do1 — 375, dos5 — 51, do.75 = 5.6.

d) Sein € N, n > 1 und seien (z;,y;), 1 < i < n paarweise beobachtete Werte, wobei alle x;
paarweise verschieden sind. Sei r,,, die empirische Korrelation. Angenommen y; = T;
fiir alle 1 <7 < n, dann gilt:

L
10
i) Tay = —15-

i) 1y, = —1.

iii) Wenn r,, = 0, dann sind die Stichproben (z;) und (y;) unabhéngig.

e) Eine Maschine sollte jeweils 500ml einer Fliissigkeit in eine Flasche fiillen. Eine fach-
lich relevante Abweichung liegt vor, falls der wahre Mittelwert der abgefiillte Menge um
mindestens 1ml vom Sollwert abweicht. Mithilfe mehrerer Stichproben wird das arith-
metische Mittel 503 und das Vertrauensintervall [500.7, 505.3] fiir den wahren Mittelwert
in ml bestimmt. Das Ergebnis dieser Untersuchung ist ...

i) ... signifikant, aber nicht relevant.
ii) ... signifikant und eventuell relevant.
iii) ... signifikant und relevant.

f) Wir fithren 15 statistische Tests mit exaktem Signifikanzniveau a = 0.05 durch, die
alle unabhéngig sind. Angenommen die Nullhypothese stimmt immer. Dann gilt fiir die
Wahrscheinlichkeit p, mindestens einmal einen Fehler 1. Art zu machen:

i) p <0.05.
i) 0.5 <p<0.75.
iii) p > 0.75.

Bitte wenden!



g) Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy und Randdichten
fx und fy. Welche der folgenden Aussagen zu stetigen Verteilungen stimmt im Allge-
meinen nicht?

i) Die Funktion f(z) = 221{,¢[_1,9; definiert eine mdgliche Dichtefunktion fiir X
ii) Falls X, Y unabhéngig sind und fx, fy bekannt sind, kann man fxy bestimmen.
ili) Sei fxy stetig, dann folgt aus fx(10) = 0, dass fxy(10,y) =0 fir alle y € R.

h) Betrachte die folgenden Plots. Die Plots 1-6 sind Normalplots, die jeweils mit 70 Beob-
achtungen erstellt wurden. Welcher der Normalplots (1-6) passt am besten ...

Plot: 1 Plot: 2 Plot: 3
o =
[ o © P a
B
o
w T @ T a T 2
& & 2 &
b= = wm B2
c E = T
5 o g E o
=] o - g
o @ = -
o [=3 w [-% o o=
E o E S E f
3 g ° | 3
o -
- w
T | o0 o Ho o
T T T T T T T T T T T T T T T
-2 a 1 Z -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Thearetical Guantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles
Plot: 4 Plot: 5 Plot: 6
[ a0 © a
Re) o =
@ - OD
w e w m -
= w - @ £ oo 2
= T T o
g & E] N g
o (= = I—_
L4 & 2
B = =
E ™ E = £ o A
& & @
o - T
o
— o o o o ook b Ta
T T T T T T T T T T T T T T T
2 A a 1 2 -2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2
Thearetical Guantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles
Plot: A Plot: B Plot: C
w 1 —
© -
=
=
w = o
—_— :5 = o o |
- I = =
= [ § 3
[ & L
o — | w - =
o~
™~ (=]
= — o JO =
—r 1 1T 1T T 1 = T T T T T T T
2 4 0 1 2 3 4 2 4 0 1 2 3 4

h1) ... zum Boxplot A?
i) Plot 1 ii) Plot3 iii) Plot4

h2) ... zum Histogramm in Plot B?

i) Plot 1 ii) Plot5 iii) Plot 6

h3) ... zur empirischen kumulativen Verteilungsfunktion in Plot C?
i) Plot 2 ii) Plot5 iii) Plot 6

Siehe nichstes Blatt!



2. (9 Punkte) Ein Antikorpertest wird verwendet, um Aussagen treffen zu kénnen, ob eine
Person eine Krankheit bereits hatte (und deswegen Antikorper dagegen gebildet hat) oder
nicht. Der Test hat eine Falsch-Positiv-Rate von 2.5% (die Wahrscheinlichkeit betragt 2.5%,
dass eine Person, die die Krankheit noch nicht hatte, ein positives Testergebnis hat). Wir
nehmen an, dass Bob die Krankheit noch nicht hatte und mehrmals hintereinander getestet
wird. Sei X die Anzahl Tests, die an Bob durchgefiihrt werden, bis der erste Test positiv ist.

a) (1 Punkt) Treffen Sie passende Annahmen und geben Sie die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von X an (sowohl Name als auch alle bendtigten Parameter).

b) (0.5 Punkte) Berechnen Sie die erwartete Anzahl Tests, bis Bob das erste Mal positiv
getestet wird.

c) (1.5 Punkte) Ab welcher Anzahl durchgefiihrter Tests ist die Wahrscheinlichkeit kleiner
als 5%, dass alle Tests negativ sind?

d) (0.5 Punkte) Welchen Wert miisste die Falsch-Positiv-Rate mindestens haben, damit
bereits nach 10 Tests die Wahrscheinlichkeit kleiner als 5% ist, dass alle Tests negativ
sind?

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass der Test eine Wahr-Positiv-Rate von 93% hat, also dass
mit Wahrscheinlichkeit 93% der Test positiv ist, falls die getestete Person die Krankheit
bereits hatte. Ausserdem nehmen wir an, dass der Anteil der Bevolkerung, der die Krankheit
bereits hatte, g € [0, 1] ist.

e) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig aus der Bevolkerung

ausgewéhlte Person ein positives Testergebnis hat, in Abhéngigkeit von g. Berechnen Sie
danach diese Wahrscheinlichkeit fiir ¢ = 0.1 und ¢ = 0.5.

f) (1.5 Punkte) Angenommen ecine Person hat ein positives Testergebnis. Bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Person die Krankheit wirklich bereits hatte, in

Abhéngigkeit von ¢. Berechnen Sie danach diese Wahrscheinlichkeit fiir ¢ = 0.1 und
q = 0.5.

Es wurde auch ein Schnelltest entwickelt, bei dem Personen, die die Krankheit bereits hatten,
mit Wahrscheinlichkeit 90% ein positives Ergebnis haben (Wahr-Positiv) und Personen, die
die Krankheit noch nicht hatten, mit Wahrscheinlichkeit 40% ein positives Ergebnis haben
(Falsch-Positiv).

g) (3 Punkte) Insgesamt werden 330 Personen getestet, von denen 240 ein positives Testre-
sultat haben. Wir wollen aus diesen Zahlen den Anteile g € [0, 1] der Personen schétzen,
die die Krankheit bereits hatten. Definieren Sie geeignete Zufallsvariablen und leiten Sie
einen Momentenschétzer fiir ¢ her. Nehmen Sie dazu an, dass diese 330 Testpersonen
nur aus Personen bestehen, die entweder die Krankheit bereits hatten oder noch nicht
(also keine akut erkrankten Personen) und dass diese alle unabhéingig voneinander sind.
Berechnen Sie auch den numerischen Wert des Momentenschétzers mit den gegebenen
Zahlen.

Bitte wenden!



3. (10 Punkte) Jeden Tag verglithen Milliarden von Meteoroiden in der Erdatmosphére. Wir
verwenden die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung, um die Anzahl der von der Erde aus
sichtbaren Meteoroiden (Sternschnuppen) in Millionen pro Tag zu modellieren

o) = sl ) = {§ 0 GO, e 2l

Dabei sind £ > 0 und A > 0 Parameter.

Die Anzahl der gesichteten Meteoroiden in den letzten 10 Tagen sind in der folgenden Tabelle
gegeben.

i(Tag) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7, (in Millionen) | 0.79 0.10 0.63 0.13 0.02 0.69 001 0.1 0.19 IL.II

Fiir die gegebenen Daten gilt 310 2; = 5.28 und 3,0, #2 ~ 4.125 und >.,°, 23 ~ 3.561.

=11 =11

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie ¢ in Abhéngigkeit von k, so dass f(z) eine Wahrscheinlich-
keitsdichte ist. Begriinden Sie Thr Vorgehen.

b) (2 Punkte) Angenommen k > 0 ist bekannt. Geben Sie die Likelihood-Funktion und
die Log-Likelihood-Funktion von A in allgemeiner Form an. Definieren Sie dafiir n € N
passende i.i.d. Zufallsvariablen.

c) (2 Punkte) Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer von A in allgemeiner
Form. Berechnen Sie auch den numerischen Wert mit den gegebenen Zahlen und k = 3.

Wir nehmen nun an, dass £ = ¢ = 1. Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte

f[(k =1,A)).
d) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass E[X] = A und Var(X) = A\? gilt.

Tipp: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass I'(n) = (n — 1)! fir die Gammafunktion
I'(z) = [ a*'e "dx, fiir z > 0, gilt. Dies ist allerdings nicht unbedingt notwendig.

e) (1 Punkt) Verwenden Sie d) und treffen Sie geeignete Annahmen, um die Verteilung
der insgesamt gesichteten Meteoroiden (in Millionen) wihrend der néchsten 50 Tage zu
approximieren. Geben Sie die Verteilung und alle Parameter sowie eine Begriindung an.

f) (2 Punkte) Bestimmen Sie ein Intervall symmetrisch um den Erwartungswert, so dass
die Anzahl insgesamt gesichteter Meteoroiden (in Millionen) innerhalb der néchsten 50
Tage mit Wahrscheinlichkeit 99% in diesem Intervall liegt. Geben Sie das Intervall zuerst
in Abhéngigkeit von A und danach fiir den Wert A = 0.7 an.

Siehe nichstes Blatt!



4. (10 Punkte) Zwei Typen von Segelfliegern werden darauf getestet, wie lange sie maximal
in der Luft bleiben konnen. In der folgenden Tabelle sind die Zeiten (in Stunden) von jeweils
10 Testfliigen von beiden Modellen sowie deren Differenzen eingetragen.

1) | 6.67 1348 9.03 995 1396 12.62 6.58 11.0 104 8.78
Typ2) [3.69 1529 524 1298 7.38 553 3.55 1097 645 1.04
di=z,—y; | 298 -181 379 -3.03 658 7.09 3.03 003 39 7.74

Fiir diese Daten kann verwendet werden, dass Z, = 10.247, g, = 7.212, d, = 3.035 und
S (xi—7,)* =60.423, 377 (v — §n)? = 183.882, Y7, (d; —d,)? = 121.846, wobei n = 10.

Wir wollen testen, ob sich die Flugzeiten der beiden Modelle signifikant unterscheiden. Dazu
nehmen wir an, dass die Daten normalverteilt sind und alle Varianzen identisch sind und
fithren Tests mit dem Signifikanzniveau a = 0.05 durch.

a) (1 Punkt) Begriinden Sie, warum ein 2-Stichproben ¢-Test verwendet werden sollte.

b) (1.5 Punkte) Geben Sie das Modell fiir die Daten an. Definieren Sie die Null- und Al-
ternativhypothese und geben Sie die Teststatistik mit allen dazugehérenden Parametern
an. Beschreiben Sie die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese.

c) (1.5 Punkte) Berechnen Sie den p-Wert und formulieren Sie das Testergebnis.

Bemerkung: Falls Thr Taschenrechner die notigen Verteilungen nicht berechnen kann,
geniigt es, wenn Sie ein Intervall angeben, in dem sich der p-Wert befindet. Verwenden
Sie dafiir die Tabelle. Sie miissen die Werte der Tabelle dafiir nicht interpolieren.

Wir nehmen nun an, dass die Tests der beiden Typen jeweils gleichzeitig unter den selben
Bedingungen durchgefiihrt wurden.

d) (1 Punkt) Begriinden Sie, warum ein 1-Stichproben ¢-Test durchgefiihrt werden sollte.
Was ist der Unterschied zu a) und wie erwarten Sie, dass sich das Ergebnis verédndert?

e) (1.5 Punkte) Geben Sie das Modell fiir die Daten an. Definieren Sie die Null- und Al-
ternativhypothese und geben Sie die Teststatistik mit allen dazugehérenden Parametern
an. Beschreiben Sie die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese.

f) (1.5 Punkte) Berechnen Sie den Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik und formu-
lieren Sie das Testergebnis.

g) (2 Punkte) Angenommen der Segelflieger vom Typ 1 kann im Schnitt 2 Stunden ldnger
in der Luft bleiben. Berechnen Sie die Macht des Tests aus Aufgabenteil f).

Bitte wenden!
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Tabelle der Standardnormalverteilung:

Stochastik - Tabellen

O(z)=P(Z<2), Z~N(0,1)

o(x)

Flache ®(z)

x
Lesebeispiel Tabelle: P (Z < 1.96) = 0.975
.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429  0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990  0.9990
3.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 | 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9998



Tabelle der t-Verteilung:

tar(z)

Flache «

, T
taf,a

Lesebeispiel Tabelle: tg o.975 = 2.262
df \ o 0.60 0.70 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995
1] 0325 | 0.727 | 1.376 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657
2 1 0.289 | 0.617 | 1.061 | 1.886 | 2.920 4.303 6.965 9.925
3| 0277 | 0.584 | 0.978 | 1.638 | 2.353 3.182 4.541 5.841
4 | 0.271 | 0.569 | 0.941 | 1.533 | 2.132 2.776 3.747 4.604
5 | 0.267 | 0.559 | 0.920 | 1.476 | 2.015 2.571 3.365 4.032
6 | 0.265 | 0.553 | 0.906 | 1.440 | 1.943 2.447 3.143 3.707
7 | 0.263 | 0.549 | 0.896 | 1.415 | 1.895 2.365 2.998 3.499
8 | 0.262 | 0.546 | 0.889 | 1.397 | 1.860 2.306 2.896 3.355
9 | 0.261 | 0.543 | 0.883 | 1.383 | 1.833 2.262 2.821 3.250
10 | 0.260 | 0.542 | 0.879 | 1.372 | 1.812 2.228 2.764 3.169
11 | 0.260 | 0.540 | 0.876 | 1.363 | 1.796 2.201 2.718 3.106
12 | 0.259 | 0.539 | 0.873 | 1.356 | 1.782 2.179 2.681 3.055
13 | 0.259 | 0.538 | 0.870 | 1.350 | 1.771 2.160 2.650 3.012
14 | 0.258 | 0.537 | 0.868 | 1.345 | 1.761 2.145 2.624 2.977
15 | 0.258 | 0.536 | 0.866 | 1.341 | 1.753 2.131 2.602 2.947
16 | 0.258 | 0.535 | 0.865 | 1.337 | 1.746 2.120 2.583 2.921
17 | 0.257 | 0.534 | 0.863 | 1.333 | 1.740 2.110 2.567 2.898
18 | 0.257 | 0.534 | 0.862 | 1.330 | 1.734 2.101 2.552 2.878
19 | 0.257 | 0.533 | 0.861 | 1.328 | 1.729 2.093 2.539 2.861
20 | 0.257 | 0.533 | 0.860 | 1.325 | 1.725 2.086 2.528 2.845
21 | 0.257 | 0.532 | 0.859 | 1.323 | 1.721 2.080 2.518 2.831
22 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.321 | 1.717 2.074 2.508 2.819
23 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.319 | 1.714 2.069 2.500 2.807
24 | 0.256 | 0.531 | 0.857 | 1.318 | 1.711 2.064 2.492 2.797
25 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.316 | 1.708 2.060 2.485 2.787
26 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.315 | 1.706 2.056 2.479 2.779
27 | 0.256 | 0.531 | 0.855 | 1.314 | 1.703 2.052 2.473 2.771
28 | 0.256 | 0.530 | 0.855 | 1.313 | 1.701 2.048 2.467 2.763
29 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.311 | 1.699 2.045 2.462 2.756
30 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.310 | 1.697 2.042 2.457 2.750
40 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.303 | 1.684 2.021 2.423 2.704
60 | 0.254 | 0.527 | 0.848 | 1.296 | 1.671 2.000 2.390 2.660
90 | 0.254 | 0.526 | 0.846 | 1.291 | 1.662 1.987 2.368 2.632
120 | 0.254 | 0.526 | 0.845 | 1.289 | 1.658 1.980 2.358 2.617
oo | 0.253 | 0.524 | 0.842 | 1.282 | 1.645 1.960 2.326 2.576




Dr. C. Czichowsky ETH Ziirich Sommer 2020

Priifung - Stochastik (401-0603-00L)
Antwortblatt Aufgabe 1

Bitte kreuzen Sie die richtige Antwort an. Es ist jeweils genau eine Antwort richtig.

Beachten Sie: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Es gibt keinen Abzug fiir falsche Ant-
worten. Wir empfehlen daher alle Fragen zu beantworten.

a) i)0O i) O iii) O
b) )0 i) O iii) O
c) )0 i) O iii) O
d) )0 i) O iii) O
e) )0 i) O iii) O
f) )0 i) O iii) O
g) )0 i) O iii) O
h1) i) O i) O iii) O
h2) i) O i) O i) O
h3) i) O i) O iii) O



