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1. (jeweils: 1 Punkt fiir richtig, 0 Punkt fiir falsch)
a) 2.
b) 2.
c) 2.
d) 1.
e) 1.
f) 1.
g) 3.
h) 3.
i) 2.

) 3.



a)

b)

d)

f)

Wir fiithren folgende Ereignisse ein: V' - die Wetterstation hat Sturmbden vorhergesagt,
B - es gibt Sturmboéen. Aus der Aufgabestellung kommen folgende Angaben hervor:
P[B|V] = 0.7, P[BC|V®] = 0.9. Daraus erhalten wir mithilfe des Satzes von Bayes

p= P[B] = P[V]P[B|V]+ P[V|P[B|V ] = ¢q-0.7+ (1 —q) - (1 — 0.9) = 0.1 + 0.6¢.
(1 Punkt)

Aus den Axiomen der Wahrscheinlichkeitsrechnung wissen wir dass ¢ € [0,1]. (1/2
Punkt) Somit ist p € [0.1,0.7]. Deswegen ist p = 0.6 moglich aber p = 0.85 ist nicht
moglich. Jan hat also sicher unrecht. (1/2 Punkt)

Wir mochten P[V|B] berechnen. Aus der Aufgabestellung und aus a) kommen folgende
Angaben hervor: P[B|V] = 0.7, P[B] = p = 0.5 und P[V] =¢ = (p—0.1)/0.6 = 2/3.
Mithilfe des Satzes von Bayes ldsst sich dann P[V|B] wie folgt berechnen:

B\VIP[V] 0.7-2/3 14

Pl
PV |B] = PIB =05 ~1u "~ 0.93. (2 Punkte)

X ist Ber(p)-verteilt. (1 Punkt)

Da die Realisierungen unabhéngig sind, kénnen wir die Likelihoodfunktion wie folgt
berechnen:

L(p) =%, P(X; = ;) = p*(1 — p)**. (1 Punkt)

Bemerke, dass L weder in p = 0 noch in p = 1 ein Maximum einnimmt. (kein Abzug
wenn fehlt) Wir setzten die Ableitung der log-Likelihoodfunktion gleich O:

d d 1 1
0=—Il(\) = —(48log(l —p) + 2logp) = —48—— + 2—.
) = - (4810g(1 — p) + 2logp) = ~48;—— +2-

Daraus ergibt sich nach multiplizieren mit p(1 — p) eine lineare Gleichung, deren Losung
p = 1/25 ist. Da die zweite Ableitung

d? d ( 1 1) 48 2
— N =—(-48—+2- ) =—-—— =
dp? 9@ dp l—p p (1-p2 p?

insbesondere an der Stelle p = 1/25 negativ ist (kein Abzug wenn fehlt), schliessen
wir daraus, dass p = 1/25 ein Maximum ist. Das gesuchte MLE ist also p = 1/25. (1
Punkt)

Die inverse Wahrscheinlichkeit lasst sich dank der Unabhéngigkeit via Multiplikation
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten berechnen: (1 — p)® = 0.95%° ~ 0.077. Somit ist die
gefragte Wahrscheinlichkeit 1 — 0.077 = 0.923. (1 Punkt)



3.

a) Zur Normierung der Dichte fxy berechnen wir

oo o0 oo o0 1
/ / fxy(z,y)dedy = c / e
1 1 1 1

Somit erhalten wir ¢ = 9.

[e.9]
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b) Die Randdichte fx ldsst sich durch Integrieren nach y berechnen. Fiir # > 1 haben wir

1 3
/fxyxydy—c—/— —9—-5:;, (1 Punkt)

fiir < 1 gilt fX(x) = 0. Nun berechnen wir die gefragte Wahrscheinlichkeit

1 1

c) Wegen der Symmetrie von x und y in der gemeinsamen Dichte haben wir die Randdichte
von Y sofort: fy(y) = 3/y* fir y > 1 (1/2 Punkt) und fy(y) = 0 sonst. Daraus folgt
fxy = fx - fy. Das beweist die Unabhéngigkeit von X und Y. (1/2 Punkt)

d) Erwartungswert:

(o] (o] 1
EX|= | zfx(x)de =3 —3 =3 (1 Punkt)

Zur Berechnung der Varianz berechnen wir zuerst

o0 o 1
E[X?] = / 2% fx(x)dr = B/de = 3.
—00 1
Daraus erhalten wir
Var(X) = E[X?] - E[X]? = 3 — Z _ % (1 Punkt)

e) Wir nehmen an, dass die Sturmschéden in unterschiedlichen Jahren unabhéngig sind.
(1/2 Punkt) Eine zweite Annahme ist, dass 30 schon gross genug ist, damit die Nor-
malverteilung via CLT schon eine gute Approximation liefert. (1/2 Punkt)

Wir wenden also den CLT an. Die Sturmschéden aus den jeweiligen Jahren bezeichnen
wir mit X, Xo, ... , Xz0. Wir definieren X := Y X;/30. Laut dem CLT und d) ist
X ~ N (1.5,0.75/30) = N(1.5,0.025). (1 Punkt) Das ergibt mithilfe der Normalvertei-
lungstabelle

P[X >2] = > 3.1622| ~ 1 —0.9992 = 0.0008.

X—-15 - 2—1.5} - [X—1.5
V0.025 ~ 10.025 v0.025

(1 Punkt) Die Wahrscheinlichkeit, dass der durchschnittliche jéhrliche Sturmschaden
2 Millionen CHF iibersteigen ist also ungefahr 0.08%.



f) Wir berechnen die Verteilungsfunktion F', die zu der Dichte fy gehort. Fiir z < 1,
F(z)=0, firz>1

F(z) = /f(x)dx :/%d:c - % (1/2 Punkt)

Wir mochten bestimmen, fiir welche z ist F(z) = 0.31 und F'(z) = 0.94. Dazu berechnen
wir die inverse Funktion von F auf [1,00): F~(v) = 1/(1 —v)*/3. (1/2 Punkt) Daraus
ergibt sich

F70.31) =1/(1-0.31)"* ~ 1.132  (1/2 Punkt)

F710.94) =1/(1—0.94)"* ~ 2.554.  (1/2 Punkt)



4. Messdaten:

a)

b)

d)

f)

g)

Messung Nr. 1. 2. | 3. | 4. 5. 6. 7. 8. 9. | 10.
Messwerte (z;) | 10.7 | 6.1 | 8.1 | 89| 10.9 | 13.6 | 10.4 | 12.1 | 12.3 | 8.6

Bonaprate AG kann nur den Vorzeichen-Test durchfiihren, (1/2 Punkt) da alle andere
Tests Symmetrie voraussetzen. (1/2 Punkt)

Sei fimeq der Median der Zufallsvariable X;. (1/2 Punkt)

H(]I Mmed = 10.

Hy: Mmed > 10. (1/2 Punkt)

Unsere Teststatistik, 7" = ) 1{10,00)(X;) ist unter der Nullhypothese Bin(10,0.5)-verteilt.

(1/2 Punkt) Die Realisierung der Teststatistik ist t = > 1110.00)(2;) = 6. (1/2 Punkt)
Unter der Nullhypothese haben wir folgende Wahrscheinlichkeiten:

Py, (T =10) = (10()) (1/2)* = 0.001
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10
2

Py, (T =9) = ( >(1/2)10 =0.010

Py, (T'=8) = ( >(1/2)10 =0.044

Da das Signifikanzniveau 5% Prozent betragt, erhalten wir daher den Verwerfungsbereich
K =1{9,10}. Da T ¢ K, wird die Nullhypothese beibehalten. (1 Punkt)

Unter der Annahme P[X; > 10] = 0.75 hat T die Verteilung Bin(10,0.75). Der Ver-
werfungsbereich fiir das 5%-Niveau ist I = {9,10}. Die Wahrscheinlichkeit unter der
Alternativhypothese P[X; > 0] = 0.75, dass T in den Verwerfungsbereich féllt ldsst sich
folgendermassen berechnen:

10 10
Py,[T € K] = (0 )0.7510 - ( ) )0.759 -0.25' ~ 0.244.

Die Macht ist also 0.244. (2 Punkte)

Der QQ-Plot zeugt von einer sehr guten Vereinbarkeit der Daten mit der Normalvertei-
lung. Unter Annahme der Normalverteilung soll man den ¢-Test wihlen, (1/2 Punkt)
da er eine bessere Macht hat (unter dieser Annahme) als der Wilcoxon-Test oder der
Vorzeichen-Test. Der z-Test ist keine Option, denn die Varianz ist nicht bekannt. (1/2
Punkt)

Sei p := E[X;] der Erwartungswert von X;. (1/2 Punkt)
Hy: p= po :=10.
Hy: p>10. (1/2 Punkt)

Die Teststatistik, 1" = ;_(;/_\’;% ist unter der Nullhypothese to-verteilt. (1/2 Punkt) Die

Realisierung ist ¢t = Si_/’% = %1/% ~ 0.358. (1/2 Punkt) Aus der Tabelle kénnen

wir den p-Wert zwar nicht genau ablesen, aber es ist ersichtlich, dass er zwischen 0.3
und 0.4 liegt. Der p-Wert ist demzufolge grosser als das Signifikanzniveau 0.05, deshalb
wird die Nullhypothese beibehalten. (1 Punkt)




