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Stochastik

1. (9 Punkte) Beurteilen Sie die folgenden 18 Aussagen auf Ihre Richtigkeit. Die Aussagen sind
jeweils in Dreiergruppen eingeteilt. In einer Gruppe konnen alle, einige oder keine
einzige Aussage richtig sein. Kreuzen Sie Thre Antworten auf dem zusitzlich
angehingten Antwortblatt an. Pro korrekter Antwort gibt es einen halben Punkt. Es
gibt keinen Punkteabzug fiir falsche Antworten.

a) Esseien A und B Ereignisse mit P[A] = 1/2 und P[AN B] = 1/4. Beurteilen Sie folgende
Aussagen:
(i) Es gilt P[B] > 1
(ii) Es gilt P[B] = 1/2.
(iii) Es gilt P[B] < 3

b) Sei X ~ Bernoulli(p). Beurteilen Sie folgende Aussagen:

(i) X3 ~ Bernoulli(p).
(i) Var[X(1—X)] =0.
(iii) 2X ~ Binomial(2, p).

c) Sei X ~ N(p,0?%) mit g =2 und o = 2. Sei ®(-) die kumulative Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung. Beurteilen Sie folgende Aussagen:
(i) P[X =2] =0.5.
(i) PX <] = ®[(c—2)/2].
(iii) Var(8 —3X) = 18.

d) Wir betrachten n i.i.d. Zufallsvariablen X1, ..., X,, mit E[X;] = x und Var(X;) = o2, Sei
X, =13" X;und S, =37 X, Beurtellen Sie folgende Aussagen:

(i) Um die Standardabweichung von X,, zu halbieren, braucht man 4 mal so viele Beob-
achtungen.

(ii) Die Standardabweichung von S,, wéchst linear in n.
(iii) X,, is eine stetige Zufallsvariable fiir alle n = 1,2,. ...

e) Beurteilen Sie folgende Aussagen zu einem statistischen Test:

(i) P[Fehler 2. Art] <1 — a.
(ii)) Um den Verwerfungsbereich eines Tests zu bestimmen braucht man die Verteilung
der Teststatistik unter der Nullhypothese und unter der Alternativhypothese.

(iii) Die Macht eines Tests kann man bestimmen aus dem Verwerfungsbereich und der
Verteilung der Teststatistik unter der Alternativhypothese.

f) Seien Xi,..., X3 i.i.d. Beobachtungen von einer N(u,o?) Verteilung, wobei p und o2
unbekannt sind. Beurteilen Sie folgende Aussagen zu einem T-Test auf Niveau «, wobei
Hy:p=3versus H, : u # 3 getestet wird:



(i) Der Test verwirft die Nullhypothese genau dann wenn das (1 — a)100% Vertrauens-
intervall fiir © den Wert 3 enthélt.
(ii) Je mehr Beobachtungen wir haben, desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler 1. Art.
(iii) Sei ¢ der realisierte Wert der Teststatistik. Der p-Wert ist gegeben durch P[T" > ],
wobei T eine t-Verteilung mit 29 Freiheitsgraden hat.



2. (9 Punkte) Eine Konditorei verwendet im Herstellungsprozess von Biskuitrollen 3 Maschi-
nen: Maschine A, B und C. Diese fithren nacheinander die einzelnen Produktionsschritte
durch. Zuerst stellt Maschine A den Biskuitteig her. Im zweiten Produktionsschritt produ-

ziert Maschine B die Creme. Im letzten Produktionsschritt stellt Maschine C dann die Rolle
inklusive Verzierung fertig.

Es kommt jedoch gelegentlich zu Fehlern im Produktionsprozess. Maschine A produziert mit
Wahrscheinlichkeit 5% fehlerhaft, Maschine B mit Wahrscheinlichkeit 3%, Maschine C mit
Wahrscheinlichkeit 15%. Dies passiert jeweils unabhéngig voneinander.

Aufgrund Ihres guten Rufs kann die Konditorei nur fehlerfreie Biskuitrollen verkaufen.

a) (1 Pkt) Wir betrachten die Produktion von einer Biskuitrolle. Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Biskuitrolle fehlerfrei produziert wird?

b) (1 Pkt) Nach der Produktion sehen wir, dass Maschine C einen Fehler gemacht hat.
Wie hoch ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass auch Fehler gemacht wurden von
Maschinen A und/oder B?

Wir nehmen nun an, dass die Produktion einer Biskuitrolle mit 70% Wahrscheinlichkeit
fehlerfrei ist.

c) (1 Pkt) Wir betrachten die Produktion von 3 Biskuitrollen. Sei X3 die Anzahl der fehler-
frei produzierten Biskuitrollen. Bestimmen Sie die Verteilung inklusive Parameter von
X3 und geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass mindestens 2 Biskuitrollen fehlerfrei
sind.

d) (2 Pkt) Wir haben eine Anfrage zur Herstellung von 715 Biskuitrollen erhalten. Es ist
aber fraglich, ob wir diese annehmen konnen. Innerhalb der Fertigstellungsfrist kann
die Konditorei 1000 Biskuitrollen produzieren. Sei Xjg99 die Anzahl der entsprechend
fehlerfrei produzierten Biskuitrollen. Bestimmen Sie die Verteilung von X9 inklusive

Parameter und berechnen Sie die erwartete Anzahl an fehlerfreien Biskuitrollen. Be-
rechnen Sie mittels Normalapproximation die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 715

Biskuitrollen fehlerfrei produziert wurden.

Die Konditorei produziert auch Torten. In Schritt 1 wird der Teig hergestellt. Der Teig wird
dann auf 2 Maschinen aufgeteilt, die in Schritt 2 jeweils eine Torte herstellen: eine vom Typ
1 und eine vom Typ 2. In Schritt 1 passieren zu 4% Fehler. In Schritt 2 passieren bei der
Verarbeitung zu Typ 1 zu 6% Fehler. Bei der Verarbeitung zu Typ 2 passieren in Schritt
2 zu 3% Fehler. Die Fehler in den einzelnen Verarbeitungsschritten passieren unabhingig
voneinander.

e) (2 Pkt) Wir betrachten einen Durchlauf der Produktionskette, also die Produktion von
2 Torten, einer vom Typ 1 und einer vom Typ 2. Fiir ¢ € {1,2} sei ¥; = 0, wenn die
Torte vom Typ ¢ fehlerhaft ist und Y; = 1, wenn die Torte vom Typ ¢ keine Fehler
hat. Bestimmen Sie die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y; und Y3, d.h.
berechnen Sie die Werte

pl,lzp[}/l:]-ayézl]v pl,(J:PD/l:lv}/ZZO]a
po1 = PlY1 =0,Y; =1], Poo = PlY1 =0,Y, =0].

f) (2 Pkt) Um Folgefehler zu vermeiden, nehmen wir jetzt die folgende gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsfunktion von Y; und Y5 an:

pi1=PY1=1Y,=1] =082, pro = PY1 =1,Y; = 0] = 0.07,
po1 = P[Y1=0,Y; = 1] = 0.03, poo = P[Y1=10,Y; =0] = 0.08.

Bestimmen Sie die Kovarianz von Y; und Y5.



3. (8 Punkte) Eine Verbraucherschutzorganisation hat die Lebensdauer von Mobiltelefonen
eines Herstellers untersucht. Sie hat herausgefunden, dass die Lebensdauer in Jahren expo-
nentialverteilt ist, wobei der Parameter vom Typ des Mobiltelefons abhéngt.

Wir betrachten die Modelle R, S und 7', mit den entsprechenden Parametern A\g, Ag und Ar.

a) (1 Pkt) Geben Sie in Abhéngigkeit von A die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Mobilte-
lefon vom Typ R mindestens 2 Jahre hélt. Berechnen Sie den Wert, wenn Az = 0.15.

b) (1.5 Pkt) Berechnen Sie fiir Ag = 0.15 den Median der Lebensdauer eines Mobiltelefons
vom Typ R.

c) (1 Pkt) Aufgrund der Reputation des Herstellers konnen wir annehmen, dass die Mo-
biltelefone mindestens ein halbes Jahr halten. Wie hoch ist die darauf bedingte Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Mobiltelefon vom Typ R innerhalb von 2 Jahren nicht mehr
funktioniert? Benutzen sie auch hier den Parameter Ap = 0.15.

d) (3 Pkt) Wir haben einen ausfiihrlichen Testbericht zu einer mehrjéhrigen Studie iiber
das Modell T" gelesen. Es wurden bei unabhéngiger Nutzung von 10 Mobiltelefonen des
Typs T folgende Lebensdauern beobachtet:

) 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10

mit Mittelwert Z = 4.75 und empirischer Varianz s> = 13.17. Leiten Sie fiir Ay die

folgenden zwei Momentenschétzer her: S\(Tl ) basierend auf dem ersten Moment und S\g )
basierend auf dem zweiten Moment. Berechnen Sie die Werte fiir die beiden Schétzer.

e) (1.5 Pkt) Wir haben von den 3 Modellen je ein Telefon gekauft. Die Telefone wurden
jeweils gleich und unabhéngig genutzt. Sei U die Zeit (in Jahren), zu der das erste der
3 Telefone kaputt geht. Bestimmen Sie P[U < u] fiir u > 0 in Abhéngigkeit von Ag, Ag
und Ar. Benennen Sie die Verteilung von U inklusive Parameter.



4. (10 Punkte) Um den Kraftstoffverbrauch eines Fahrzeuges im Stadtverkehr zu messen,
haben wir verschiedene Teststrecken zur Verfiigung. Wir mochten damit die Herstellerangabe
zum mittleren Verbrauch iiberpriifen.

In sieben unabhéingigen Testversuchen mit dem selben Fahrzeugtyp erhalten wir den folgen-
den Kraftstoffverbrauch in Liter pro 100km:

Messung | 1 2 3 4 5 6 7
Wert [6.61 6.02 679 723 728 T7.I5 T.14

Aus den Daten haben wir schon den Mittelwert z = 6.89 und die Standardabweichung
sx = 0.4558 berechnet.

a) Sei uy der wahre mittlere Verbrauch dieses Fahrzeugtyps. Laut Angaben des Herstellers
gilt ux = 6.49. Wir mochten diese Aussage iiberpriifen. Wir kénnen davon ausgehen,
dass die Verteilung stetig und symmetrisch ist und wollen einen Wilcoxontest auf Signi-
fikanzniveau 5% durchfiihren.

(i) (1 Pkt) Geben Sie einen Grund an, warum der Wilcoxontest in dieser Situation besser
geeignet ist als der T-Test. Geben Sie auch einen Grund an, warum der Wilcoxontest
in dieser Situation besser geeignet ist als der Vorzeichentest.

(ii) (0.5 Pkt) Formulieren Sie Null- und Alternativhypothese.

(iii) (2 Pkt) Berechnen Sie den realisierten Wert der Wilcoxon-Teststatistik.

(iv) (1 Pkt) Bestimmen Sie den Verwerfungsbereich. Kénnen wir als Konsequenz aus dem
Testergebnis die Herstellerangabe zum mittleren Verbrauch verwerfen?

b) Nach einem Softwareupdate der Motorsteuerung durch den Hersteller, fithren wir neue
Tests auf neuen Teststrecken durch. Diese liefern nun die folgenden Messwerte fiir den
Kraftstoffverbrauch in Liter pro 100km:

Messung | 1 2 3 4 5 6 7 8
Wert [ 756 5.85 733 699 T7.I5 T7.07 745 T.2I

mit Mittelwert § = 7.075 und Standardabweichung sy = 0.532. Wir haben nun zusétzlich
die Information erhalten, dass die Daten sowohl vor als auch nach dem Update nor-
malverteilt mit Standardabweichung ¢ = 0.8 sind. Der mittlere Verbrauch nach dem
Update sei uy. Laut Hersteller hat sich der mittlere Verbrauch durch das Update nicht
gedndert. Wir bezweifeln das jedoch und wollen dies testen. Wir wollen einen ungepaar-
ten Zweistichproben-Z-Test durchfiihren und auch hier ein Signifikanzniveau von 5%
verwenden.

(i) (0.5 Pkt) Begriinden Sie, warum wir einen ungepaarten und keinen gepaarten Test
durchfiihren.
(ii) (0.5 Pkt) Formulieren Sie Null- und Alternativhypothese.

)
(iii) (1.5 Pkt) Formulieren Sie die Teststatistik und berechnen Sie den realisierten Wert.
)

(iv) (1 Pkt) Bestimmen Sie den Verwerfungsbereich. Kénnen wir als Ergebnis des Tests
die Herstelleraussage zum mittleren Verbrauch zuriickweisen?

(v) (2 Pkt) Berechnen Sie die Macht des Tests, wenn der Mittelwert nach dem Update
in Wahrheit um 0.5 hoher ist, d. h. py = px + 0.5.



