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1. (6 Punkte)

a) (1.5 Punkte) Wir definieren die Ereignisse D = {die Nahmaschine bekommt einen
kleinen Defekt} und U = {die Ndhmaschine ist unbrauchbar}. Laut Aufgabenstellung
gilt P(D) = 0.3, P(U|D) = 0.75 und P(U|D°) = 0.4. Der Satz der totalen Wahrschein-
lichkeit liefert

P(U) = P(UNQ)=PUN(DUDY)) =P{UND)+ PUND)
— P(UID)P(D) + P(U|D*)P(D") = P(U \ )P(D) + P(U|D*)(1 — P(D))
= 0.75x0.3+04x0.7=0.505.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Nahmaschine, die mehr als 5 Jahre alt ist, unbrauchbar
ist, ist 50.5%.

b) (1.5 Punkte)
P(DAU) = PD°NU) PUID)P(D*)  PU|D)(1—-P(D)) 04x0.7
- PU) P(U) B P(U) ~0.505
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ndahmaschine, die unbrauchbar ist, nie einen Ausfall
gehabt hat, ist 55.4%.

= 0.554.

c) (1 Punkt) Es beschreibe die Zufallsvariable X die Gesamtzahl der Ndhmaschinen, die
innerhalb von 5 Jahren einen kleinen Defekt haben. Dann gilt X ~ Bin(n = 10,p = 0.3).
Die Wahrscheinlichkeit, dass keine Ndahmaschine einen kleinen Defekt hat, ist also gege-

ben durch P(X =0) = (1 —p)" = 0.7" = 0.028 = 2.8%.

d) (1 Punkt) Es beschreibe die Zufallsvariable Z die Gesamtzahl der Ndhmaschinen, die
innerhalb von 5 Jahren komplett ausfallen. Dann gilt Z ~ Bin(n = 10,p = 0.505).
Also sind die Gesamtkosten Y = 600 x 10 4+ 600Z = 600(10 + Z). Die durchschnittli-

chen Gesamtkosten sind gegeben durch den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y, also
E(Y) = E(600(10+2)) = 600(10+ E(Z)) = 600(104+np) = 600(10+10 x 0.505) = 9030.

e) (1 Punkt) Die Wahrscheinlichkeit, dass das Budget iiberschritten wird, ist gegeben
durch

P(Y > 6600) = P(600(10 + Z) > 6600) = P(Z >1)=1—P(Z <1)
—1-rz=0-pz=n=1-()ra-p- (V)ra-m
= 1—(0.495)" — 10 x 0.505 x (0.495)" = 0.99 = 99% .



2. (6 Punkte)
a) (1 Punkt)

T

y 2
f /fXY x y)dy = 895'1{0<a:<1} /ydy = 8951{0<gc<1} {yz ] = 4$31{0§z§1}-
0

0

b) (1 Punkt) Die Wahrscheinlichkeit, dass der Kiichenchef weniger als a hg fiir eine Pizza
verwendet, ist gegeben durch

P(X <a) /fX /437 Lio<e<ydz = a 1{a<1} + Las1y -

Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kiichenchef weniger als 50 g = 0.5 hg fiir eine
Pizza verwendet, gegeben durch P(X < 0.5) = (0.5)* = 0.0625 = 6.25%.

c) (1 Punkt) Die Wahrscheinlichkeit, dass der Kiichenchef § mal soviel Mozzarella wie
Tomatensauce fiir eine Pizza verwendet, wobei § > 1, ist wegen {y < xz} N {z > oy} =
{y < $} gegeben durch

P(X >0Y) = /1{x>5y}fX,Y($7y)dxdy: /8$y1{0§x§1}1{ogygx}1{x>éy}dfﬁdy
R2 R2

1 5

1 25 41
:/81; /ydy dx:/Sx[ } :5—/ =
0 0 0

0

Wir suchen § > 1, so dass gilt P(X > §Y) = :. Daraus folgt, dass § = V9 = 3. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von % = 11.1% verwendet der Kiichenchef dreimal soviel Mozzarella
wie Tomatensauce.

d) (1 Punkt) Die erwartete Quotient zwischen Mozzarella und Tomatensauce fiir eine
Pizza ist gegeben durch

T 1

1
X
E (7) :/ffx,y(f,y)dmdyZ/?SxQ /dy dmz/Sdea::Z
Y
R2 0 0

0

Im Durchschnitt verwendet der Kiichenchef zweimal soviel Mozzarella wie Tomatensauce.

e) (1 Punkt) Wir berechnen die bedingte Verteilung von Y gegeben X = z fiir 2 > 0. Das

ist
fxy(z,y) 8Iy1{0<1‘<1}]-{0<y<x} _9
fyix=:(y) = =2z “yl -
vix=a(y) = (@) 1Pl 0cey) {0<y<a}
fiir > 0. Wir berechnen den bedingten Erwartungswert von Y gegeben X = a < 1 mit
a >0 als

a

EY|X =a)= /yfyxza(y)dy = /2a2y2dy = ga
R 0
Wenn der Kiichenchef schon 70 g = 0.7 hg Mozzarella fiir eine Pizza verwendet hat, so
ist die erwartete Menge von Tomatensauce E(Y|X =0.7) = 2x0.7 hg = 0.47 hg = 47 g.



f) (1 Punkt) Die Dichte von Y fir 0 <y <1 ist

1

fry) = | fxy(@y)de = [ 8zydr = 4y(1 — y*)1{o<y<1} -
[t

y
Also gilt
Fxy(@y) = 8ayliocacny Losy<ay # 42° Lp<ocy (1 — y*)Ljozy<1y = fx (@) fr (y)
d.h. X und Y sind nicht unabhéngig.

3. (6 Punkte)

a) (1.5 Punkte) Wir suchen « so, dass das s-te theoretische Moment von X, definiert als
ps = E(X?), und das s-te empirische Moment von z1, . . . , x,, definiert als mg = % Yol
iibereinstimmen. Also haben wir fiir s = 1,2

pi (o, A) = my E(X)=m E(X)=m §=m
= = = 2
po(a, A) = my E(X?) =my Var(X) + E(X)? = my AL —my
Durch Ersetzen von « in der zweiten Gleichung bekommen wir A = m2”11m2 und o= m:i# .
Dies fithrt zum Momentenschatzer
N % Z?:l X 7n
AMoM = = —9 >

Iy X?P-(Ayr X)) Iy x2-X,

2

(% Z?:l ‘X'Z)2 Xn
n n 2 n —2
% D X7 — (% Dict Xi) % Y XP - X,
b) (1.5 Punkte) Da die Beobachtungen unabhingig sind, kénnen wir die Likelihoodfunk-
tion schreiben als L(x1, ..., 2, o, X) = [, fax(2;). Die log-Likelihoodfunktion ist

A oM =

lxy, ... 2,y A) = log L(xy, ..., 2, ,\) = Zlogfa,\ (x;) Zlog( ¢t _)‘xl)

= nalogA —nlogl(a) + (a—1) Zlogxl—)\sz.

Ol(xy, ..., xTn, ;A -
Die Ableitung der log-Likelihoodfunktion ist (@1, 20, ) A) = % - Z% Also

O\

ol ce ey T, QA . : .
haben wir, dass (21, 0, 00 A) =0=X= Z—a. Da die zweite Abteilung
O > i1 T

ol? ce ey T, QA
(21, ,2x @A) = —T;\—? negativ ist, schliessen wir daraus, dass A ein Maximum ist.

Der gesuchte Maximum-Likelihood-Schétzer ist also

;\ . no B (6]
MEE = Z?:lX N 7n '



c) (1.5 Punkte) Wir nehmen an, dass die N Kernkraftwerke unabhéngig voneinander
sind. Eine zweite Annahme ist, dass N gross genug ist, damit die Normalverteilung

via den zentralen Grenzwertsatz eine gute Approximation liefert. Wir wenden also den
2

zentralen Grenzwertsatz an. Laut dem ZGS ist Xy approximativ A (jx,, %)-Verteilt

mit px, = E(X) = § und 0%, = Var(X) = 3.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die durchschnittliche Lebensdauer der N Kernkraftwerke
die Hochstgrenze A iiberschreitet, ist also approximativ gegeben durch

yn_luXN<A_/’LXN>

OXn - OXn

P(Xny>A) = 1—P(YN§A)=1—P(

Q
—_
|
v,
~/~
N
AN

A—MXN> :1_(1)(\/N(A—MX1))

UXl

1-@(%):1-@( g)\<A—%>>.

d) (1.5 Punkte) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Differenz zwischen der durchschnittli-
chen Lebensdauer der N Kernkraftwerke und der erwarteten Lebensdauer eines Kern-
kraftwerks hochstens 1 Jahr betragt, ist approximativ gegeben durch

) (s

O'X1 O'X1

O'X1

VN
- (2= ¥ (2 0T)

O-Xl UXl

o) e ()

Wir suchen N, so dass approximativ gilt

VN

UX1

P(I Xy — pix,| <1) > 0.95 < 20 ( > ~1>095 < VN> 40.975)0y,

2

& N> (27'(0.975)) v

Wegen ®71(0.975) = 1.96 sollte Frankreich approximativ mindestens [3.845%] Kern-
kraftwerke haben.

4. (6 Punkte) Seien X; ~ N (p, 0?) die Zahl der Chips in Paket ¢, die fehlerhaft sind, und wie
immer die tatsidchlich gemessenen Werte x4, ..., z1o Realisierungen davon. Der Parameter p
soll getestet werden. Da die Standardabweichung ¢ unbekannt ist, muss sie aus den Daten
geschitzt werden, was uns zum t-Test fiihrt.



a) (1 Punkt) Mit tn-11-2 = to0.975 = 2.26 ergibt sich die Realisierung des
95%—Vertrauensintervalls zu 195% = [510 - 25970_975\5/;1i0 s T1g + 1597()_975\5/;1i0 = [2601, 3199]

b) (1 Punkt) Wir wollen wissen, ob mehr als 2.5% der Chips fehlerhaft sind, d.h. ob p
grosser als 25 ist. Dazu fithren wir einen nach oben einseitigen Test zum Niveau 1%
mit Null- und Alternativhypothese Hy : ¢ = p. = 25 und Hy : p > po durch. Der
Verwerfungsbereich ist somit gegeben durch K ={[t,_11-q,00) = [t9,0.99, 00) = [2.821, 00).
Die Realisierung der Teststatistik ist

Tro — 29 — 25
t=+/1020 " H _ g —302¢ K,
S10 4.19

weshalb die Nullhypothese verworfen wird.

¢) (1 Punkt) Wir suchen das Niveau «, das gerade den Verwerfungsbereich [3.02, c0) hat;
das heisst, wir suchen das Niveau a, fiir das ¢,_11-o = 3.02 gilt. Durch Riickwarts-
auslesen aus der Tabelle der t-Quantile sicht man lediglich, dass der Wert zwischen 1%
und 0.5% liegen muss (linear interpoliert bekommt man 0.77%). Dieses Niveau heisst

P-Wert.

Wenn o = 4.2 bekannt ist, verwenden wir jetzt den z-Test. Der einzige Unterschied ist, dass
die Quantile der t-Verteilung durch jene der Standardnormalverteilung und die geschétzte
Streuung durch die tatsédchliche Streuung ersetzt werden.

d) (1 Punkt) K = [z1_,,00) = [20.99, 00) = [2.326, 00).
Die Teststatistik lautet nun Z = +/ 10@, und ihre Realisierung ist gegeben durch

Tio — 929 — 25
2 =102 " H o _ /10 —30l€K.
o 1.20

Also wird Hy auch hier verworfen.

e) (1 Punkt) Wegen Z ~ N (y/nt=£ 1) ist Z e~ N (0.753,1), und somit ergibt sich die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2.Art zu

P”:26 (Z ¢ K) = P;L:QG (Z < 2326) - FN(0.753’1) (2326) - @(2326 - 0753)
= ®(1.573) = 0.9421 ~ 94%,

was ziemlich hoch ist.

f) (1 Punkt) Die Breite des Vertrauensintervalls ist 2\/1520_995. Somit ergibt sich die Bedin-

gung %20_995 < 1 und weiter \/n > 029995 =4.2x2.576=10.82 bzw. n>10.822=117.05,
d.h. n sollte mindestens 118 sein.

Die Frage ist nun, wie gross Zj1g sein muss, damit z = \/118%;25 > 2.326 gilt. Diese
Bedingung ist dquivalent zu 7118 > 2.326%—#25 = 25.90. Bei einem Stichprobenumfang

von n = 118 wiirde also bereits ein empirisch gemessener Mittelwert von 25.90 zum
einseitigen Verwerfen der Nullhypothese fiihren.

. (6 Punkte)



a) (0.5 Punkte) Die Stichprobe ist gepaart. Es geht um die gleichen Videos, mit zwei
unterschiedlichen Werbungen.

b) (0.5 Punkte) Wir kénnen nicht sagen, dass die Verteilung eine Normalverteilung ist.
Wir kénnen mit einem QQ-Plot besser beurteilen, ob eine Normalverteilung vorliegt oder
nicht.

c) (1 Punkt) Sei D; = X; —Y;, wobei X; die durchschnittliche Zeit der Wiedergabe des
i-ten Videos mit der Werbung A sei, und Y; die durchschnittliche Zeit der Wiedergabe
des i-ten Videos mit der Werbung B. Wir wollen testen, ob die durchschnittlichen Zeiten
der Wiedergabe der Videos bei den zwei Werbungen unterscheiden. Es gibt keine Annah-
me der Normalverteilung. Die Voraussetzungen fiir den entsprechenden Wilcoxon-Test
sind daher, dass die D; unabhéngig und identisch verteilt, mit einer um den Mittel-
wert 1 symmetrischen stetigen Verteilung, sind. Fiir den ¢-Test kommt hinzu, dass die
D; normalverteilt sein miissen. Fiir den Vorzeichentest wiirde man die Symmetrie nicht
brauchen, sondern nur, dass der Median Null ist. Daher ist der Wilcoxon-Test am besten
geeignet um die gegebenen Informationen bestmoglich auszunutzen.

d) (1.5 Punkte) Wir wollen herausfinden, ob der Mittelwert p der Differenzen D; = X;—Y;
ungleich 0 ist. Dazu fithren wir einen zweiseitigen Test zum Niveau 5% mit Null- und
Alternativhypothese Hy : pp = 0 und Hy : o # 0 durch. Der Verwerfungsbereich ist somit
gegeben durch K = {W </} U{W > u} = {W < 8} U{W > 47}. Wir berechnen die
entsprechenden Rénge Rang(|d;|) und die V;-Indikatoren.

Werbung A (x;) | 156 | 155 | 162 | 160 | 159 | 165 | 160 | 164 | 163 | 168
Werbung B (y;) | 149 | 151 | 159 | 158 | 160 | 165 | 162 | 170 | 170 | 175

di =T; — Y 7 4 3 2 -1 0 -2 -6 -7 -7
Rang(|d;|) 9 [ 6 | 535 21357197109
v; rl 11 1]lo[olo]o]o]o

Die Realisierung der Teststatistik ist
10
w=> Rang(|di[)v; =9+6+5+35=235¢ K,
i=1

weshalb die Nullhypothese nicht verworfen wird. Es kann also nicht nachgewiesen wer-
den, dass sich die durchschnittlichen Zeiten der Wiedergabe der Videos mit den beiden
Werbungen unterscheiden.

e) (0.5 Punkte) Wenn die Daten wirklich N'(u, 0%)-verteilt sind, erwarten wir ungefihr
eine Gerade (mit Steigung o und Achsenabschnitt ;). Anhand dieses QQ-Plots kénnen
wir schliessen, dass die Zeitdifferenzen eher N (ju, o?)-verteilt sind.

f) (1 Punkt) Unter der Annahme einer Normalverteilung sollte Youtube den ¢-Test wéhlen,
da er eine bessere Macht hat (unter dieser Annahme) als der Wilcoxon-Test oder der
Vorzeichen-Test. Der z-Test ist keine Option, denn die Varianz ist nicht bekannt.

Also fithren wir einen zweiseitigen Test zum Niveau 5% mit Null- und Alternativhypo-
these Hy : p =0 und H4 : p # 0 durch. Der Verwerfungsbereich ist somit gegeben durch



g)

K = (—OO,t%] @) [tl_%, OO) = (_Oo,t0.025] U [t0.975, OO) = (—OO, —2262] U [2262, OO) Die
Teststatistik lautet nun T" = v/ 10%;“0, und ihre Realisierung ist gegeben durch

C_llo — Mo —0.70
t=vVI0—— = V10— = —0.456 ¢ K .
Sdq 4.85 #

Also wird H, auch hier nicht verworfen.

(1 Punkte) Wir suchen «, so dass tg1—a = —0.456. Also wollen wir « mit

P(Ty < —0.456) = % & 1- P(Ty < 0.456) =
o P(Ty <0.456) = 1 —

(Gl NeY CY o)

Durch Riickwértsauslesen aus der Tabelle der ¢-Quantile sieht man lediglich, dass der
Wert zwischen 60% und 70% liegen muss (linear interpoliert erhélt man 66.9%). Der
P-Wert (zwischen 60% und 80%) ist demzufolge gosser als das Signifikanzniveau 5%;
deshalb wird die Nullhypothese nicht verworfen.



