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1. (10 Punkte)

a) (2 Punkte) Die Randdichte fx ist gegeben durch

Yy
fx(x) = /fX,Y(xay) dy:/451{0<m§1}1{0<y<12} dy
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b) (2 Punkte) Die Wahrscheinlichkeit, dass der Kiichenchef weniger als a kg Tomaten fiir
einen Salat verwendet, ist gegeben durch

a

P(X S CI,) = F(a) = / fX(x)d:c = /21’1{0<$S1}d$ = (121{0§a§1} + 1{a>1} .
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Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kiichenchef weniger als 0.5 kg Tomaten fiir
einen Salat verwendet, gegeben durch P(X < 0.5) = (0.5)* = 0.25 = 25%.

c) (2 Punkte) Der erwartete Quotient zwischen den Mengen an Tomaten und Feta fiir
einen Salat ist gegeben durch
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Im Durchschnitt verwendet der Kiichenchef viermal soviel Tomaten wie Feta.



d) (2 Punkt) Wir berechnen die bedingte Dichte von Y gegeben X = z fiir # > 0. Das ist

frix=(y) = Jxr(y) = 455 Lo<e<y Locy<a?y
e fx(@)

Yy
=2 1oy
2xlj0<<1) g4 {0<y=a?}

fiir x > 0. Wir berechnen den bedingten Erwartungswert von Y gegeben X = a < 1 mit
a >0 als

2 o 37a°
B B B Y B 2 9, 2 |y B 2 ab B 2,
E(Y|X = 04) = /nyX:a(y)dy = /2J1{0§y§a2}dy = g/y dy = g [3} = —4? = 504 .
R 0

0
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Wenn der Kiichenchef schon 300 g = 0.3 kg Tomaten fiir einen Salat verwendet hat, so
ist die erwartete Menge von Feta E(Y|X =0.3) = 2x0.3? kg = 0.06 kg = 60 g.

e) (2 Punkte) Die Dichte von Y ist

Y
fY(y) = /fX,Y(xay) dr = /451{0<x<1}1{0<ygw2} dx
R R
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Also gilt

Y 1
fX Y(ZU y) = 4 1{0<x<1}1{0<y<z2} 7& 2x1{0<x<1} 2y (; - 1) 1{0§y§1} = fX(-T)fY(y),

d.h. X und Y sind nicht unabhéngig.

. (10 Punkte)
a) (2 Punkte) Die momenterzeugende Funktion von X ist gegeben durch:
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b) (2 Punkte) Sei ¢ eine Funktion, die gegeben ist durch ¢(t) = %t* — tb. Wir berechnen

die Ableitung der Funktion ¢ als g—‘f( ) =nt —b. Aus g—‘f( $) = O folgt also ¢, = L. Da

die zweite Abteilung W(t) = n positiv ist, schliessen wir, dass sich bei ¢, ein lokales
Minimum befindet. Das lokale Minimum entspricht dem globalen Minimum. Das gesuchte
Infimum ist also

2 2 2 2
¢(t*)zﬁtz_t*b:§ ﬁ — ﬁ b= b__b___b_‘
2 2\n n 2n n 2n

¢) (1 Punkt) Der Erwartungswert und die Varianz von S, sind gegeben durch

ZX] ;E:)O( ]=nx0=0,

;Xi] Z\/ar —i—ZZCOVXZ,X)—nxl_n

1<j -0

Var [S,] = Var

d) (1 Punkt) Der Erwartungswert und die Varianz von S, sind E[S,] = 0 und Var[S,] = n.
Die Varianz ist endlich. Nach der Chebyshev-Ungleichung bekommen wir, dass

Var[S,,]

PlSy— B =8 < =52,

fiir jedes b > 0. Daraus folgt
n
_2 .

PISa] > b] <

S

e) (2 Punkte) Die Xj,..., X, sind i.i.d und die momenterzeugende Funktion M (t) ist
fiir alle ¢t € R endlich. Nach Satz 5.6 bekommen wir, dass fiir jedes b € R

P[S,>b < exp (inﬂg (nlog Mx(t) — bt))
S

f) (2 Punkte) Fiir jede Konstante ¢ > 0,
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Also ist

n

limP{
n

n—oo

&2
> 5] < lim <Zexp (——n)) =0.
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Daraus folgt, dass lim P HS—TZ" > 5] = 0 fiir jede Konstante ¢ > 0, d.h. S—TZ’ konvergiert
n—oo
fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

3. (12 Punkte)

a) (1 Punkt) Damit f, 3 eine Dichte ist, muss gelten [, fo,s(z)dz = 1. Also berechnen
1 1 .
wir [, fas(@)de = [ azPlc<de = ozfé 2Pdr = o [%]0 = 347 - Somit erhalten
wir f =a — 1.

b) (1 Punkt) Das s-te Moment von X ist

1
zots a
0 a—+ s

EXS — oc+s—11 - d — _
[X?] /aa: {0<a<d a[a+s

R

fiir s > —a.

c) (1 Punkt) Insbesondere ist E[X] = -2 und E(X?) = -%;. Daraus folgt
Var(X) = E[X?] - E[X]?

B o « 2
 oa+2 a+1

(@+2) (a+1)°

fiir o > 0.

d) (2 Punkte) Wir suchen « so, dass das s-te theoretische Moment von X, definiert als
ps = E(X?®), und das s-te empirische Moment von z1, . . ., z,, definiert als my = % ol
iibereinstimmen. Also haben wir fiir s = 1

Qo my

(@) =m K)=m e g =mea=10

Dies fithrt zum Momentenschétzer

%Z?:lXi _ Yn
1_%Z?=1Xi 1-X,

QpfoM =

e) (3 Punkte) Da die Beobachtungen unabhéingig sind, kénnen wir die Likelihoodfunktion



f)

schreiben als

n n
L(:L'l, ey Ip, Oé) = H fa(xi) = H O(%?ill{o<xi§1}
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Hax?_l wenn 0 < min r; und max z; <1,
i=1

0 sonst .

Die log-Likelihoodfunktion ist

l(z1,...,2n, ) = logL(zy,..., 2., )
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Die Ableitung der log-Likelihoodfunktion ist = —+ Zlog x; . Also
oo o =
ol ce T, 1 . . .
haben wir, dass (#1, s, 07) =0 = o = —g—=7——— Da die zweite Abtei-
Ja =i loga;
Ol (xq, ..., 1, Q) n .. . . L.
lung 5 = —— negativ ist, schliessen wir daraus, dass bei a* ein lokales

Maximum ist. Das lokale Maximum entspricht dem globalen Maximum. Der gesuchte
Maximum-Likelihood-Schétzer ist also
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_%Z?:JOgXi a _IOan '
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(4 Punkte) Wir nehmen an, dass die 12 Windparks unabhéngig voneinander sind.
Eine zweite Annahme ist, dass 12 gross genug ist, damit die Normalverteilung unter
Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes eine gute Approximation liefert. Wir wenden

J— 2
also den zentralen Grenzwertsatz an. Laut dem ZGS ist X5 approximativ N (py,, %)—
verteilt mit

a 3 3

Hxa X =T 351~ 1
3 3

0%, = Var(X)= c =

(@+2)(a+ 1)’ (12 (3+1)72 5x4

) |



Daraus folgt, dass

3
i, = Hx; = Za
Xi2 12 125 x42 5 x4 x 42
und 1 {

o = .
X = A Ax 42 85

Die Wahrscheinlichkeit, dass die durchschnittliche Lebensdauer der 12 Windparks die
Hochstgrenze 0.5 iiberschreitet, ist also approximativ gegeben durch *
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_%> —1-3 <_2\/5) = (2\/5) ~ @ (4.5) ~ 99% .

4. (8 Punkte)

a)

b)

c)

(3 Punkte) Wir wollen wissen, ob mehr als 1% der Spargel verfault sind, d.h. ob pu
grosser als 10 ist. Dazu fithren wir einen nach oben einseitigen Test zum Niveau 10%
mit Null- und Alternativhypothese Hy : u = o = 10 und Hy : g > pg durch. Der
Verwerfungsbereich ist somit gegeben durch K =[t,,—1 14, 00) = [t150.00, 00) =[1.341, 00).
Die Realisierung der Teststatistik ist

EIG_MO 11 —-10 4 1
t=V1I6———=+v16 =-=1+-=133¢ K
S16 3.00 3 + 3 ¢ 7

weshalb die Nullhypothese nicht verworfen wird.

(3 Punkte) Wenn o = 3 bekannt ist, verwenden wir jetzt den z-Test. Der einzige
Unterschied ist, dass die Quantile der ¢-Verteilung durch jene der Standardnormal-
verteilung und die geschéitzte Streuung durch die Standardabweichung ersetzt werden.
K = [21_4,00) = [20.90,00) = [1.29, 00).

Die Teststatistik lautet nun Z = +/ 16@, und ihre Realisierung ist gegeben durch

Tie — 11-10 4 1
2 =162 10 _ /16 ==l =13ek.
o

Also wird Hj hier verworfen.

(2 Punkte) Wir suchen das Niveau «, das gerade den Verwerfungsbereich [1.33, c0) hat;
das heisst, wir suchen das Niveau «, fiir das z;_, = 1.33 gilt. Durch Riickwértsauslesen
aus der Tabelle der z-Quantile sieht man lediglich, dass der Wert zpg0s2 = 1.33.S0
a = 0.0918 = 9.18%. Dieses Niveau heisst P-Wert.

We=yiti= a1+ =201+ ~201+Li)=2+1=22



