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1. (11 Punkte)

a) (3 Punkte) Die Funktion Fα(x) = e−e
−(x−α)

ist für alle x differenzierbar mit der Ab-
leitung

fα(x) = F ′α(x) = e−αe−xe−e
−α
e−e

−x
= e−(x−α)e−e

−(x−α)
.

Sie ist also insbesondere stetig und wegen fα(x) > 0 monoton steigend. Für x → ∞
konvergiert s = e−x gegen Null und damit Fα(x) = e−e

αs gegen 1. Für x → −∞
konvergiert s = e−x gegen ∞ und damit Fα(x) = e−e

αs gegen 0. Fα(x) besitzt also alle
Eigenschaften einer Verteilungsfunktion und fα ist die zugehörige Dichte.

b) (4 Punkte) Für den Erwartungswert dieser Verteilung erhält man

E[X] =

∫
R

xfα(x)dx =

∫
R

(x− α)fα(x)dx+ α

∫
R

fα(x)dx

=

∫
R

(x− α)e−(x−α)e−e
−(x−α)

dx+ α =

∫
R

se−se−e
−s
ds+ α .

Durch die Variablensubstitution u = e−s mit s = − log u und ds
du

= − 1
u

erhält man für
das verbleibende Integral∫

R

se−se−e
−s
ds =

0∫
∞

(− log u)ue−u
(
−1

u

)
du = −

∞∫
0

log ue−udu = γ .

Also E[X] = γ + α.

c) (4 Punkte) Es ist Z(ω) ≤ z genau dann, wenn X(ω) ≤ z und Y (ω) ≤ z, woraus
{Z ≤ z} = {X ≤ z}∩{Y ≤ z} folgt. Wegen der Unabhängigkeit der Zufallsvariablen X
und Y erhält man daraus

P [Z ≤ z] = P [{X ≤ z} ∩ {Y ≤ z}] = P [X ≤ z]P [Y ≤ z]

Damit lautet die Berechnungsformel für die Verteilungsfunktion des Maximums zweier
Zufallsvariabler also

Fδ(z) = Fα(z)Fβ(z)

Man erhält

Fδ(z) = e−e
−(z−α)

e−e
−(z−β)

= e−
(
eα + eβ

)
e−z = e−e

δe−z = e−e
−(z−δ)

mit δ = log
(
eα + eβ

)
, also wieder eine Verteilung vom gleichen Typ.

Bitte wenden!



2. (9 Punkte)

a) (3 Punkte) Die erwartete Lebensdauer und die Streuung von der Lebensdauer des i-ten
Lamas ist gegeben durch E[Li] = µ und σLi = 6. Man erhält E[Ln] = µ und σLn = 6√

n
.

P
[∣∣Ln − µ∣∣ ≤ 1

]
= P

[
−1 ≤ Ln − µ ≤ 1

]
= P

[
µ− 1 ≤ Ln ≤ µ+ 1

]
= P

[
Ln ≤ µ+ 1

]
− P

[
Ln ≤ µ− 1

]
= FLn [µ+ 1]− FLn [µ− 1].

b) (3 Punkte) Wegen des zentralen Grenzwertsatzes nehmen wir nun an, dass Ln normal-
verteilt ist (mit Mittelwert µ und Streuung 6√

n
, wie oben ausgerechnet) und erhalten

P [
∣∣Ln − µ∣∣ ≤ 1] = FLn [µ+ 1]− FLn [µ− 1]

≈ Φ

[
µ+ 1− µ

6√
n

]
− Φ

[
µ− 1− µ

6√
n

]
= Φ

[√
n

6

]
− Φ

[
−
√
n

6

]
= Φ

[√
n

6

]
−
[
1− Φ

[√
n

6

]]
= 2Φ

[√
n

6

]
− 1.

c) (3 Punkte) Gesucht ist das kleinste n für welches

P [
∣∣Ln − µ∣∣ ≤ 1] ≥ 0.90.

Wir erhalten

P [
∣∣Ln − µ∣∣ ≤ 1] ≥ 0.90 ⇔ 2Φ

[√
n

6

]
− 1 ≥ 0.90

⇔ Φ

[√
n

6

]
≥ 1.90

2
= 0.95

⇔
√
n

6
≥ Φ−1 [0.95]

⇔ n ≥ 36
(
Φ−1 [0.95]

)2
.

Aus der Tabelle der Standardnormalverteilung lesen wir das 0.95-Quantil ab und erhalten
(Φ−1 [0.95])

2 ≈ 1.65. und daraus 36 (Φ−1 [0.95])
2 ≈ 36× 1.652 = 98.01. Somit muss

n ≥ 99 sein.

3. (12 Punkte)

a) (2 Punkte) Der Erwartungswert von Xi, für jedes i ∈ {1, . . . , n}, ist gegeben durch

E[Xi] = θE[Xi−1] + E[εi]︸︷︷︸
0

= θE[Xi−1] = θ2E[Xi−2] = · · · = θiE[ X0︸︷︷︸
0

] = 0 .

Siehe nächstes Blatt!



b) (2 Punkte) Die Varianz von Xi, für jedes i ∈ {1, . . . , n}, ist gegeben durch

Var[Xi] = Var [θXi−1 + εi] = θ2Var [Xi−1] + Var[εi]︸ ︷︷ ︸
σ2

= θ2
(
θ2Var [Xi−2] + σ2

)
+ σ2

= θ4 Var [Xi−2] + σ2(1 + θ2) = θ2i Var [X0]︸ ︷︷ ︸
0

+σ2(1 + θ2 + · · ·+ θ2(i−1))

= σ2

i−1∑
j=0

θ2j = σ21− θ2i

1− θ2
.

c) (2 Punkte) Da εi für i ∈ {1, . . . , n} unabhängig sind, ist die gemeinsame Dichte gegeben
durch

f(ε1,ε2,...,εn)(e1, e2, . . . , en) = fε1(e1)fε2(e2) . . . fεn(en) .

Da εi für i ∈ {1, . . . , n} die gleiche Verteilung haben, die N (0, σ2)-Verteilung, bekommen
wir, dass

fε1 = fε2 = · · · = fεn = fN (0,σ2) .

d) (4 Punkte) Die Likelihoodfunktion ist gegeben durch

L(x1, . . . , xn, θ) = f(x1)f(x2 − θx1) . . . f(xn − θxn−1) = f(x1)
n∏
i=2

f(xi − θxi−1) .

Die log-Likelihoodfunktion ist

l(x1, . . . , xn, θ) = logL(x1, . . . , xn, θ) = log

(
f(x1)

n∏
i=2

f(xi − θxi−1)

)

= log f(x1) +
n∑
i=2

log f(xi − θxi−1)

= log

(
1√
2πσ

e−x
2
1/(2σ

2)

)
+

n∑
i=2

log

(
1√
2πσ

e−
(xi−θxi−1)

2

2σ2

)
= − log

(√
2πσ

)
− x21

2σ2
− (n− 1) log

(√
2πσ

)
−

n∑
i=2

(xi − θxi−1)2

2σ2

= −n log
(√

2πσ
)
− x21

2σ2
−

n∑
i=2

(xi − θxi−1)2

2σ2

Die Ableitung der log-Likelihoodfunktion ist

∂l(x1, . . . , xn, θ)

∂θ
= − ∂

∂θ

n∑
i=2

(xi − θxi−1)2

2σ2
=

1

σ2

n∑
i=2

(xi − θxi−1)xi−1 .

Also haben wir, dass

∂l(x1, . . . , xn, θ
∗)

∂θ
= 0 ⇒ 1

σ2

n∑
i=2

(xi − θ∗xi−1)xi−1 = 0

⇒ 1

σ2

n∑
i=2

xixi−1 = θ∗
1

σ2

n∑
i=2

x2i−1 ⇒ θ∗ =

∑n
i=2 xixi−1∑n
i=2 x

2
i−1

.

Bitte wenden!



Da die zweite Abteilung

∂l2(x1, . . . , xn, θ)

∂θ2
= − 1

σ2

n∑
i=2

x2i−1

negativ ist, schliessen wir daraus, dass bei θ∗ ein lokales Maximum ist. Das lokale Ma-
ximum entspricht dem globalen Maximum. Der gesuchte Maximum-Likelihood-Schätzer
ist also

θ̂MLE =

∑n
i=2XiXi−1∑n
i=2X

2
i−1

.

e) (2 Punkte) Die lineare Regression ist Xi = θXi−1 + εi. Der Ordinary Least Squares-
Schätzer ist gegeben durch θ̂OLS = arg minθ ϕ(θ) mit ϕ(θ) =

∑n
i=2 ε

2
n(θ) =

∑n
i=2 (xi − θxi−1)2.

Die Ableitung der ϕ Funktion ist

∂ϕ(x1, . . . , xn, θ
∗)

∂θ
=

∂

∂θ

n∑
i=2

(xi − θxi−1)2 = −2
n∑
i=2

(xi − θxi−1)xi−1 .

Also haben wir, dass
∂ϕ(x1, . . . , xn, θ

∗)

∂θ
= 0 ⇒ θ∗ =

∑n
i=2 xixi−1∑n
i=2 x

2
i−1

. Da die zweite Ab-

teilung
∂ϕ2(x1, . . . , xn, θ)

∂θ2
= 2

n∑
i=2

x2i−1 positiv ist, schliessen wir daraus, dass bei θ∗

ein lokales Minimum ist. Das lokale Minimum entspricht dem globalen Minimum. Der
gesuchte Ordinary Least Squares-Schätzer ist also

θ̂OLS =

∑n
i=2XiXi−1∑n
i=2X

2
i−1

= θ̂MLE .

4. (8 Punkte) Seien Xi ∼ N (µ, σ2) die gemessenen Geschwindigkeiten und wie immer die
tatsächlich gemessenen Werte x1, . . . , x10 Realisierungen davon. Der Parameter µ soll getestet
werden. Da die Standardabweichung σ unbekannt ist, muss sie aus den Daten geschätzt
werden, was uns zum t-Test führt.

a) (2 Punkte) Mit tn−1;1−α
2

= t15;0.995 = 2.947 ergibt sich die Realisierung des
99%-Vertrauensintervalls zu

I99% =

[
x16 − t15,0.995

s16√
16

, x16 + t15,0.995
s16√
16

]
=

[
x16 − 2.947

s16
4

, x16 + 2.947
s16
4

]
=

[
98− 2.947

4.0

4
, 98 + 2.947

4.0

4

]
= [95.053, 100.947]

b) (4 Punkte) Wir wollen wissen, ob das µ der Geschwindigkeit bei 90 km/h liegt. Dazu
führen wir einen zweiseitigen t-Test zum Niveau 5% mit Null- und Alternativhypothese

Siehe nächstes Blatt!



H0 : µ = µ0 := 90 und HA : µ 6= µ0 durch. Der Verwerfungsbereich ist somit gegeben
durch

K = (−∞, tn−1,α
2
] ∪ [tn−1,1−α

2
∞) = (−∞,−tn−1,1−α

2
] ∪ [tn−1,1−α

2
,∞)

= (−∞, t15,0.975] ∪ [t15,0.975,∞) = (−∞,−2.131] ∪ [2.131,∞) .

Die Realisierung der Teststatistik ist

t =
√

16
x16 − µ0

s16
=
√

16
98− 90

4
= 8 ∈ K ,

weshalb die Nullhypothese verworfen wird.

c) (2 Punkte) Wir suchen das Niveau α, das gerade den Verwerfungsbereich [8,∞) hat;
das heisst, wir suchen das Niveau α, für das tn−1,1−α = 8 gilt. Durch Rückwärtsauslesen
aus der Tabelle der t-Quantile sieht man lediglich, dass der Wert zwischen 0.5% und 0%
liegen muss. Dieses Niveau heisst P -Wert.


