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Aufgabe 1

Losung 1. (a) Wir verwenden folgende Notation:

X bezeichne die Kugel, die zu Beginn entfernt wurde (B blau und R rot).
YPE  bezeichne die Anzahl roter Kugeln von 6 Ziehungen mit Wiederholung.

YPA bezeichne die Anzahl roter Kugeln von 600 Zichungen mit Wiederholung.

Es miissen die folgenden zwei bedingten Wahrscheinlichkeiten verglichen wer-
den:
PIX =B[Y" =6] und  P[X =B|Y™ =303].

Dazu werden wir die Formel von Bayes verwenden.

Peter’s Experiment P[X = B|YTE = 6]: Hier gilt
P[X =B|Y"" = ¢]
(1)

P[YPE = 6|X = B|P[X = B]
P[YPE = 6|X = BJP[X = B] + P[YPF = 6|X = R|P[X = R|

1
- 1 4 PIYPE=GIX=R]’
P[YPE=6|X=B]

da P[X = B] = P[X = R] = 1. Desweiteren ist klar, dass

PYPE =6|X =B = (2)6 und  P[Y™®P =6|X =R] = (5)6

Damit erhalten wir

1 1
P[X =BlY"™ =¢] = PYPE=6|X=R] g (=91,9%).
L+ P%YPE:GIX:B% 1+(3)

Paula’s Experiment P[X = B|Y™ = 303]: Die Zufallsvariable Y4 gegeben,
dass {X = B}, ist Binomomialverteilt mit Parameter n = 600 und p = £, also

600 3303 2 297
PlYPA = 303|X = B| = = = .
= =)= () (5) ()

Mittels analoger Argumentation gilt

600 2 303 3 297
PlYPA =303|X =R] = - = .
=== (50) () (5)

Wieder mittels Bayes’ Formel folgt
P[X = B[y = 303]

Siehe néchste Seite!



Aufgabe 1

P[YPA = 303|X = B]P[X = B]
P[YPA = 303|X = BJP[X = B] + P[YPA = 303|X = R|P[X = R]

1

1 4 PIYPA=303|X=R]
P[YPA=303|X=B]

1
(= 91,9%).
1+ (§>6 ( O)

Schlussfolgerung: Peter und Paula haben genau die gleiche (bedingte) Wahrschein-
lichkeit, dass am Anfang eine blaue Kugel gezogen wurde.

(b) Der erste Term:

Cov(X,Y)
\/Var(X)y/Var(Y)
 E[XY] - E[X]E[Y]
— Var(X)/Var(Y)

142

Corr(X,Y) =

(3 -2

Der zweite Term:

(4) Var (% (X — 5Y)) = é (Var(X) + 25Var(Y) — 10Cov(X,Y))

1
=5 (4+25-9-10(~1+2)

219
=5

(c) Die Auszahlung ist per Annahme gleich cl{z~.. Die erwartete Auszahlung ist
demzufolge gleich

(5) G(c) == E [cl{zsq] = cP|Z > ] = ce™,

wobei die zweite Gleichung per Annahme an Z folgt. Leiten wir (5)) nach ¢ ab
und setzten es gleich 0, so erhalten wir
d

?CG(C) =(1-X)e™=0

Siehe néchste Seite!



Aufgabe 1

und damit
1
6 = —.
©) =1
Da f—;G (3) = —Ae™ < 0, schlussfolgern wir, dass ; ein Maximum von G ist.

Der erwartete maximale Gewinn ist demzufolge

1 1
7 Gl=)=—.
(7) ()\) e
(d) Fiir X7 ~ Exp(2) gilt nach dem starken Gesetz der grossen Zahl

1 n o 0
(8) lim — ZeXk = Ele®] = 2/ efe * dr = 2/ e “dx = 2.
k=1 0 0

n—oo N

Siehe néchste Seite!



Aufgabe 2

Losung 2. (a) Wir rechnen, fiir u > 0,

(9) = /0 ' ( /0 o e dx) 2% dy

= / 27 (1 —e ") dy
0

:/ 262ydy—2eu/ e Ydy
0 0

=1l—e?—2"(1—e")
=1-2"+e

(10) =(1—-e™),

und Fy(u) = 0, sonst. Wir erhalten

2t — 2 =2 (1—e"), u>0

(11) fu(u) = Fy(u) = {

0, sonst.

(b) Die Korrelation von X und U ist gleich
Cov(X,U)
v/ Var(X)/Var(U)
~ Cov(X, X) + Cov(X,Y)
\/Var(X)/Var(U)
~ Var(X) + Cov(X,Y)
V/Var(X)/Var(U)
Wegen der Unabhéingigkeit von X und Y, gilt Cov(X,Y) = 0 und somit

Corr(X,U) =

(12) Var(U) = Var(X) + Var(Y).

Einsetzen liefert nun

B Var(X) 3 Var(X)
(13) Corr(X,U) = \/Var(X)\/Var(X) F Var(Y) - \/Var(X) + Var(Y)’

Es gilt, fiir Z ~ Exp(}), die Formel Var(Z) = §5. Einsetzen (A = 1,2) liefert
schliesslich Corr(X,U) = Z.

(¢) Zunéchst gilt

Siehe néchste Seite!



Aufgabe 2

und wegen Cov(X,Y) = 0 (Unabhéngigkeit von X und Y)
1
Var(U) = Var(X) + Var(Y) =1+ 1= 1.25.
Demzufolge erhalten wir

(14) E[Sy) = 20E[U;] =20 - 1.5 = 30

und
Var(Sy) = 20Var(Uy) = 20 - 1.25 = 25.
Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

25

(15) P [Sy ¢ (20,40)] = P [|S2 — 30 > 10] < Tz ~ 0.25,
und somit P [Sy € (20,40)] > 0.75.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

16 lm P|—————— < z| = ®(x).

(16) 00 nVar(Uy) (=)

Da E[U] = 1.5 und Var(U) = 1.25 und mittels Normalisierung ergibt sich

P [SQ() S (25,35)] =P [—5 < Sy — 30 < 5]

Soo — 30
B 1]
~ D(1) — B(—1) = 20(1) — 1

:P[—1<

(17) = 0.6827.

Siehe néchste Seite!



Aufgabe 3

Losung 3.

Fiir die Gesamtarbeitszeit £ gilt dann

(18) EL2X 42V + Z ~ N(Apia + pic, 80% + 02) = N(110, 27).

Daraus ergibt sich erstens F[¢] = 110 Minuten und zweitens, mittels Normali-
sation,

(19) Ple <120 = P 5—110<120—110}:®(10

V2T T V2T 33

Aufgrund der angegebenen Daten kann nur getestet werden, ob der spezial-
isierte Monteur ebenfalls mit dem Mittelwert ;1 = 38 Minuten arbeitet. Also
ist iiber den Mittelwert u einer normalverteilten Zufallsgrosse die Nullhypothese

) ~ 0.9726.

(20) Hy:pu=38 gegeniiber Hy:p<38

bei bekannter Standardabweichung ¢ = 3 Minuten zu testen.

Bemerkung. Die einseitige Fragestellung erscheint hier desshalb sinnvoll, weil
man wohl davon ausgehen kann, dass der spezialisierte Monteur nicht lénger
braucht als ein anderer. Sollte diese Annahme in einem konkreten Fall nicht
gerechtfertigt sein, so miisste man natiirlich y = 38 gegen p # 38 testen.

Dies ist ein z-Test mit Signifikanzniveau o = 5%. Die Teststatistik ist gleich

(21) T=vn

Nach der Tabelle ist —zg95 = —1.64. D.h. wir verwerfen Hy wenn ¢t = T'(w) <
—1.64. Einsetzen liefert nun

3638

X —
PO AF(0,1) mit K = (—00, —z0.05)-
g

(22) t=T(w) V10~ —2.11 < —1.64.

Das bedeutet die Nullhypothese kann zugunsten der Alternative zum Niveau
5% abgelehnt werden.

Bemerkung. Im zweiseitigen Fall Hy : = 38 gegen H 4 : p # 38 wiire

X —

mit zp975 = 1.96. Nach gilt t < —1.96, sodass Hy zugunsten H, zum
Niveau 5% abgelehnt wird.

mit K = (—00, —20.975) U (20.975, ),

P|T < 1] = Py [T < —2.11] = 1 — $(2.11) ~ 0.0175.
Bemerkung. Im zweiseitigen Fall gilt Py, [|T] > 2.1] = 2(1 — ®(2.11)) ~ 0.0350.

(a) Seien XY, Z unabhingig mit X, Y ~ N (4, 0%) und Z ~ N (uc, o).



