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2. Seien die folgenden Ereignisse mit den unten angegebenen Symbolen notiert:

A={Die Server sind bereits ausgelastet. }
Ac={Die Server sind nicht ausgelastet. }
E={Die Einstellung wird aktiviert. }
E°={Die Einstellung wird nicht aktiviert. }

Folgende Wahrscheinlichkeiten werden in der Aufgabenstellung gegeben:
P[E¢|A] = 0.1und P[E|A°] = 0.2

a) Folgende Angabe wird in der Aufgabenstellung gemacht: P[A] = p = %
Gefragt wird nach den Wahrscheinlichkeiten P[A N E¢] und P[A° N E€].

Es gilt
PIANE] = PIEC|A] PlA] = 01+ = 2
B 330
und
2 8
PlA°NEY) = (1 - PIB|AY) P[A] =08 = —

b) Folgende Angabe wird in der Aufgabenstellung gemacht: P[A] = p, wobei der
Wert von p nun unbekannt ist.
Gefragt wird nach einer Formel fiir P[E] in Abhéngigkeit von dem Wert p.
Dies kann wie folgt berechnet werden:

P[E] =1—- P[E‘]=1— (P[AN E‘| + P[A°N E°))
=1-01-p—0.8-(1—p)
=0.2+0.7-p,

Bitte wenden!



d)

oder
P[E] = P[E|A] - P[A] + P[E|A] - P[AY]
= (1 — P[E°|A]) - P[A] + P[E|AT - (1 - P[A])
=09-p—02-(1—p)
=02+0.7p.

Es gilt:

02407-p> genau dann wenn p >

N | —
| w

Folgende Angabe wird in der Aufgabenstellung gemacht: P[E] = 0.3 und die
Anzahl der Versuche betriagt n = 3.
Es gilt

T ~ Bin(3,0.3) — verteilt.

Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit P[7" = k] in Abhingigkeit von p.

Diese ist
3 7N\ g\
(o) () (i)

Fiir £ = 1 hat sie den Wert (f‘o—go) (1%) < % und liegt somit nicht iiber 50%.

Folgende Angabe wird in der Aufgabenstellung gemacht: P[E] = 0.3.
Gefragt wird nach dem Wert p = P[A].
Dies lédsst sich berechnen aus
P|E] = P[E|A] - P[A] + P[E|A°] - P[A°]
= (1= P[E*[A]) - P[A] + P[E|A%] - (1 = P[A]),

woraus durch Auflésen nach P[A]

_ _ PIE] - P[E|A7]
1 — P[E°|A] — P[E|Ac]

PlA]

folgt. Alternativ kann man direkt die Formel P[E] = 0.2 4 0.7 - p verwenden,
woraus

_PE-02 1
P=""y7  ~7

folgt.

Siehe nachstes Blatt!



3. 2 Punkte: Antwort 1

Die Dichte der Summe zweier unabhingiger Zufallsvariablen ist gegeben durch
die Faltung ihrer Dichten. Sei z € R. Dann gilt

fiw(z) = / T i@ f (e — o) de = / " Nexp(-An) [espery da

_ / Aexp(=Az) . 1<p<zy do
0

Falls z < 0, dann ist fy(z) = 0. Falls z € [0, 1], so ist

frl2) ) | Aexp(—Aa) do = = exp(~Xe)|_y 1 ~ exp(-A2)
0

und fiir z > 1 gilt

() / Nexp(—Az) dz = exp(—A(z — 1)) — exp(—Az)

—1
(0:5) exp(—Az)(exp(A) — 1).
Zusammengefasst haben wir also

0, falls z < 0,
fw(z) = ¢ 1 —exp(—X\2), falls 0 < 2 < 1,
exp(—Az)(exp(\) — 1), falls 1 < z.
2 Punkte: Antwort 2

oo

fw(z) = /_OO fx(z—2x)fy(x)de = / Aexp(—A(z — @) [ 2—z>01 L{o<a<1y dT

—00

= /01 Aexp(—A(z — x)) [ [._z>0y do
Falls z < 0, dann ist fy(2) = 0. Falls z € [0, 1], so ist
fw (2)0s) /Oz Aexp(—A(z — x)) dz = exp(—Az) (exp(Az)) |z20((f5)1 — exp(—A\z2)
und fiir z > 1 gilt
fw(2)05) /01 Aexp(—A(z — x)) dz(05) exp(—A(z)) (exp(—A) — 1).

Zusammengefasst haben wir also

0, falls z < 0,
fw(z) = ¢ 1 —exp(—X\2), falls 0 < 2 < 1,
exp(—Az)(exp(\) — 1), falls 1 < z.

Bitte wenden!



b) 2 Punkte: Die Linearitit des Erwartungswertes gibt E[W]| = E[X]| + E[Y]. Wir
1
1
wissen, dass E[X]| = + und E[Y] = / ydy = 5" Also ist E[W] =
0

/ -~

(0.5) (0.5)

Fiir die Varianz gilt wegen Unabhingigkeit Var[IW]| = Var[X]| + Var[Y]. Wir
wissen, dass F[X]| = 35 und

1
3

> =

Y] 7] [Y]? /1 “d 41 -1
VarlY] = E[Y?] — E[Y]? = B
, 3 4 12
(0.5)
Also ist V [W]— 1+1
1 [ — —_
SOS\aI‘ )\2 12’

-

(0.5)

Bemerkung: Wenn fiir den Erwartungswert und fiir die Varianz nur die Formel
hingeschrieben wurde aber nicht vollstindig ausgerechnet wurde, gab es einen
halben Punkt Abzug.

¢) 2 Punkte: Fiir t < 0 gilt fz(¢) = 0. Sei ¢t > 0. Dann gilt mit partieller Integration

_ / ; Fo(2) dz

t
= / o’z exp(—az)dz

t
(1Punkt) — QU2 exp(—az)‘izo + / aexp(—az)dz
0

= —atexp(—at) + 1 — exp(—at)
(1Punkt)l — exp(—at)(1 + at).

d) 2 Punkte: Die Log-Likelihood-Funktion lautet

(21, 2n; )05logHa ziexp(—az; :Z (2log a + log z; — az;)

=1
= 2nloga+Zlogzl —aZzZ

Die Ableitung der Log-Likelihood-Funktion nach « ist

0 - 2n
a—al(zl,-- s Zn; Q) (0.5) _Zzi

«

Siehe nichstes Blatt!



und diese ist O fiir 5

05) T
( )% > ey Zi
Der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir o lautet also T = 2/7,,.

———
(05)

2
=

e) 2 Punkte: Sei S die Anzahl der CPUs die innerhalb der nédchsten 10 Jahre kaputt
gehen. Dann ist S Bin(n, p)-verteilt mit n = 100 und p = 0.5. Daher ist
E[S] = np = 50 und Var[S] = np(1l — p) = 25. Nun approximieren wir mit dem

(05)
zentralen Grenzwertsatz

P[S = 40] = P[39.5 < S < 40.5](5)P

5 Nars] - b

S—ElS| _ 95 S—E[S] 10.5]

105 _ S—E[S] _ _@]

(0.5)

(=]
ot

JVar[s] =5 Var[s] 5
B(—1.9) — &(—2.1) = &(2.1) — ®(1.9)
050.9821 — 0.9713 = 0.0108.

2 A

a) Da die Daten nach Annahme normalverteilt sind mit unbekannter Varianz und
unbekanntem Mittelwert, bietet sich ein ¢-Test an. Da wir Zweifel an der Aus-
sage des Anbieters haben, dass seine mittlere Ubertragungsrate mindestens 10
Mbit/s betrédgt, interessieren uns nur Abweichungen nach unten. Somit ist der
Test einseitig.

b) Seien X, ..., X unter P, ) i.i.d. mit Verteilung N (y, 02).

(1) Die Nullhypothese und die Alternative lauten

Hy:p=po:=10 und Hy:p < po.

(ii) Die Teststatistik des ¢-Tests lautet 7' = z’;\_/’%o = Yg731o_ Unter Hy ist T
t-verteilt mit 8 Freiheitsgraden.

(iii) Der Verwerfungsbereich hat die Form K = (—o0, | fiir ein ¢ € R. Da-
mit der Test das Niveau o« = 5% einhilt, muss man fiir ¢ das o-Quantil
der tg-Verteilung wihlen. Wegen Symmetrie der Dichte der ¢-Verteilung gilt
l3,a = —tg1—o. Aus der Tabelle der Quantile der ¢-Verteilung erhalten wir
ts0.95 = 1.860. Somit ist der gesuchte Verwerfungsbereich X = (—oo, —1.860].

(iv) Der beobachtete Wert der Teststatistik ist 7'(w) = 595/;310 = 9(')?_33’/%0 = —2.

(v) Da T'(w) = —2 € K lautet der Testentscheid, die Nullhypothese auf dem
5%-Niveau zu verwerfen.

Bitte wenden!



c)

d)

Die Teststatistik 7" des z-Tests ist unter der Nullhypothese standardnormalver-
teilt. Der Test verwirft, falls T'(w) = 2 > c. Je grosser ¢, desto kleiner das
Niveau des Tests. Das Grosstmogliche Niveau, fiir das der Test noch verwirft er-
halten wir also, wenn wir ¢ = 2 wihlen. Das zu diesem Test gehorige Niveau ist
dann gerade

PulT > 2] =1—®(2) ~ 1 — 0.97725 = 0.02275.
Somit ist der P-Wert gleich 2.275%.

Die Teststatistik des z-Tests ist 7' = % mit ;490 = 100 und 0 = 10. Wir
wollen

0'9§5(MA):P/‘A[T€K]:PMA[TEC]:PMA{yn_uo ]

-r >
o/v/n — ¢
Xo—pa o — fia X — pa [t — 1A
=P — >c| =P, | ——— >
“Topvn ol ST Tofv =T g
—1-®(c— /i) = B(—c+ V).
Aus der Tabelle erhalten wir somit —c¢ + /n > 1.28. Einsetzen von ¢ = 2.72

und Auflésen nach n liefert dann n > (2.72 + 1.28)° = 16. Wir brauchen also
mindestens 16 Beobachtungen damit 5(g4) > 0.9.




