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2. Das Ereignis, dass eine Quelle des Systems A ein 0- bzw. 1-Bit sendet, bezeichnen
wir mit Sy bzw. S4. Ein gesendetes 0- bzw. 1-Bit wird entweder korrekt oder falsch
tibertragen. I/4 bezeichne das Ereignis, ein 0-Bit korrekt zu empfangen, wihrend £
das Ereignis bezeichne, ein 1-Bit korrekt zu empfangen. Der Index A steht fiir das Sy-
stem A und der Index B fiir das System B. Weil nach Annahme die 0- und 1-Bits in
den gesendeten Nachrichten gleich hdufig auftreten, gilt P[S4] = P[Sg] = P[SY] =
P[S%] = 0.5.

Fiir das System A erhalten wir dann das untenstehende Baumdiagramm. Das Baum-
diagramm fiir das Ubertragungssystem B erhilt man analog.
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a) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, den Wert 1 durch das digitale Ubertragungs-
system B zu empfangen. Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit folgt

P[E$] = P[ES|S%]P[SS] + PIE%|SE)P[Ss] =0.2-0.540.9-0.5

%)
=0.55 = 100"

b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis (SpNE§)U(SSNEpR). Diese
sind disjunkt und somit folgt

P[(Sp N ER) U (S5 N Ep)] = P[Sp N Eg|+ P[SE N Ep]
= P[E%|SB|P[SB| + P[Eg|SE|P[SE]

3
=02-05+01-05=0.15= —.
* 20

¢) Die erwarteten Kosten fiir das Ubertragungssystem A sind

11
1-P[SANEY+04-P[SGNE4] =1(0.1-0.5)4+0.4(0.3-0.5) =0.11 = 100"
Die erwarteten Kosten fiir das Ubertragungssystem B berechnet man analog

12
1-P[SpNEZ|+04-P[S;NEl =1(0.2-0.5) +0.4(0.1-0.5) = 0.12 = 100"

Die erwarteten Kosten des Ubertragungssystems A fallen etwas kleiner aus.

d) Gesucht sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten P[S4|E 4] und P[SS|E4]. Die
lassen sich mit dem Satz von Bayes berechnen.

AT P[E] P[EA|Sa]P[Sa] + P[Ea|S5]P[S4]
B 0.9-0.5 3
09-05+03-05 4
und
piss 2] = PEAISAIPISA] _ P(E4|S5]P[S5)
A P[E4] P[ES|SA]P[S4] + P[E4|S4]PS4)]
0.7-0.5 7

T 07-054+01-05 8

e) Den korrekten Empfang der Nachricht 0110111 bezeichnen wir mit N. Da die
Nachricht 0110111 aus dem unabhéngigem Empfangen von zweimal dem Wert
0 und fiinfmal dem Wert 1 entsteht, folgt mit der Teilaufgabe d)

0= ()'G)"
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Falls die fiktiven Wahrscheinlichkeiten fiir die korrekte Ubertragung eines Bits 2
fiir ein 0-Bit und 1—71 fiir ein 1-Bit gebraucht wurden, so lautet die Losung

3\2/ 7\°
PN = (5) (51) -
5 11
f) Ist X; das Ereignis, dass beim i-ten Senden der Nachricht 0110111 diese korrekt

2, \5
empfangen wird, so ist S,, = > | X; ~ Bin(n = 50,p = (%) <§> ). Also
folgt fiir n = 50

P[S50>8]:1—P[S50§8]

S-S (@) -G

k=0

\ 3

a) Es muss gelten: 1 = k [,(3 — z)dz = k(3z — %xQ)) =k(9-2-6+2) =1
2

daraus folgt, dass £ = 2. Mit k = 2 giltauch fy,(z) > 0, also ist f), eine Dichte.

b) Wir miissen den Erwartungswert E£[C] ausrechnen. Dafiir benotigen wir zuerst
die Dichte fo. Wir leiten F;(z) nach x ab und erhalten also

fo(z) = 5(z = Dlpg ().

ElC] = /13 L e —1)dz = %/13(1;2 _ 2)da

9
LAl 1,8
_2[3:’3 fu

_1<9 9 1+1>_7

2 2 3 2/ 3

¢) Die Verteilungsfunktion Fz(z) von R ist
1

Fr(z) = PR < z] = P[C* < 1] = P[C < Va] = Fe(vVa) = (Vo = 1)1 g(x).

Fr(z) abgeleitet nach x ergibt die Dichte fr(z) von R als

ful@) ﬁ(\/ﬁ—l) falls 1 < x < 3,
l’ pr—
R 0 sonst.
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d) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {M > 2}.

P[M>§} :1—P[M§g] :1—k;/ (3 — 2)dz

2
%
= —k:[3$——$2 }
2
o opSe= L
8 4

e) Da die Zufallsvariablen M und C unabhingig sind, gilt

Pl> 50> 5] = P[> 5] - Ple > 5] = 3(1- Fo(3)

1 1/5 2 1 9 7
—i-aG)) =) -a
4( 4\2 4 16 64
f) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {C' < M}, also bendtigen
wir die gemeinsame Dichte fy; (m, c). Da die Zufallsvariablen A/ und C' un-
abhingig sind, gilt i, c(m,c) = fu(m)fc(c). Braucht Christian hochstens 2
Stunden fiir das Austragen, so gewinnt er in jedem Fall, und das passiert mit
Wahrscheinlichkeit P[C' < 2]. Braucht er mehr als 2 Stunden, so wird die Wahr-
scheinlichkeit P[2 < C' < M| benétigt. Also gilt
Pl[C < M]=P[C <2+ P2<C<M]
=[Fc(2)+ P)2< C < M]

1
=Z+P[2<C<M].

Fir P[2 < C' < M] erhalten wir

P2<C< M= // (3 — m)(c — 1)de dm = /3 m) 02—(;)( dm
Ny -

3
5 1

:/ (—mQ——m3—3m>dm
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2. Losungsweg fiir die Berechnung des Integrals:

3

P[2<C’<M]:/23/63(3—m)(c—1)dmdc:/23(c—l)<3m—%m2> Calc

- /23(0— 1)(%02 —3c+ g)dc

51
:/ (—03—Zc2—|—§c—?>dc
5 \2 2 2 2

1, T, 15, 9r
N L
9 4 5
8 3 24

Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P[C' < M| =1 + 2 = 5.

g) 1) 500 Schiiler (ohne Christian) haben am Wettbewerb teilgenommen. Von die-
sen 500 Schiilern sind 400 besser als Christian und 100 schlechter. Also ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein aus der Gruppe zufillig ausgewihlter Schii-

100 _ 1

ler schlechter als Christian platziert ist, p = 500 = &

ii) Sei Y die Anzahl der Schiiler in der Gruppe, die schlechter platziert sind als
Christian. Y hat hypergeometrische Verteilung mit Parametern n = 500, =
100 und m = 25. Somit gilt

Py ()

(%)

i) Sei Y; = 1{Personischlechter als Christian} ™~ 36(%), dann ist X : 2100 Y
Bin(100, 1). Fiir den Erwartungswert und die Varianz von X erhalten wir
E[X] = 20 und Var[X] = 16. Mit der Normalapproximation fiir die Binomi-
alverteilung und der Kontinuititskorrektur % folgt

X — E[X] %—Emw

\/ Var[X] Var| X|

(28 20+ )

szzazl—ﬂx<28_1—P[

22

-

@Ql%)_l—OQ&%:Om7

Wurde die fiktive Wahrscheinlichkeit beniitzt, so ist £[.X| = 25 und Var[X] =

Bitte wenden!



18.75. Die Losung lautet

HXg%pﬂ-Pm«ﬂazl,ﬂX—EWT %—EWW

<
Var[X] Var[ X
28 —25+1
_1_®( 4 )
=1—®(0.875) = 1 — 0.808 = 0.192.

a) Die Binomialverteilung eignet sich als Modell. Genauer gesagt nehmen wir an,
dass die Anzahl der falsch eingeordneten Biicher X binomialverteilt ist mit n =
100.

1) Somit ist X die plausible Teststatistik. Die Nullhypothese lautet Hy: X ~

Bin (100, pg) mit pg = 0.03 und die Alternativhypothese H 4: X ~ Bin(100, p)
mit p < 0.03.

ii) Mit Hilfe des Hinweises erhalten wir P, [X = 0] = 0.0475 < 0.05 und
P, [X < 1] = 0.1882 > 0.05. Also ist der Verwerfungsbereich K = {k =
0}.

iii) Testentscheidung: Die Nullhypothese wird beibehalten, da ein falsch einge-
ordnetes Buch gefunden wurde. Die Bestandsaufnahme wird nicht verscho-
ben.

b) Die Bestandaufnahme wird unnétigerweise verfritht durchgefiihrt, falls die Null-
hypothese angenommen wird, obwohl H4: X ~ Bin(100,0.01) richtig ist. Wir
berechnen deshalb die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art als

Pyoo01|X > 0] =1— P_gn[X = 0] = 0.634,

d.h. die Bestandsaufnahme wird zu 63.4% unnétig durchgefiihrt. Die Macht ist
die Wahrscheinlichkeit, H, zu verwerfen unter der Annahme, dass H 4 korrekt
ist, und betriagt 1 — 0.634 = 0.3660.

¢) i) Die Teststatistik ist entweder X oder X = 2. Die Nullhypothese lautet Hy, :
po = 0.03 und die Alternativhypothese H4 : p < 0.03.

ii) Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass
r_ X — Po
VPo(l —po)/n

approximativ standardnormalverteilt. Die Nullhypothese wird verworfen, wenn
T'(w) < —z1_4 = —1.645, wobei 2;_, das (1 — «)-Quantil der N(0.1)-
Verteilung ist.
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iii) In unserem Fall ist n = 1000 und X (w) = T = 505 = 0.01, also gilt

/()) — _ 001-003  _ _ : weig . [/0:030.97
T'w) = 0.05.097/16% 3.71 (bzw. mit dem Hinweis 500 0.005
ist T'(w) ~ —4). Da —3.71 < —1.645 (bzw. —4 < —1.645), wird die Null-

hypothese verworfen und die Bestandsaufnahme kann verschoben werden.



