. Wahrscheinlichkeit und Statistik
m ZUric h Prof. Dr. E. W. Farkas

13.02.2025

Aufgaben und Losungsvorschlag
Gruppe D

Aufgabe 1

Kreuzen Sie auf dem Abgabeblatt Thre Antwort an. Pro Teilaufgabe ist genau eine der Antwortmaoglich-
keiten richtig.

Bei dieser Aufgabe miissen Sie die Antworten nicht begriinden.
Bemerkung: Die maximale Punktzahl fiir den Multiple-Choice-Teil bleibt 30 Punkte. Wenn mehr
als 30 Punkte erreicht werden, wird dennoch die maximale Punktzahl von 30 Punkten angerechnet.

1.MC1 [3 Punkte] Gegeben seien zwei Ereignisse C' und D mit P[D] > 0. Es sei bekannt, dass
P[C' | D] = P[C] + P[D] — 1. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(A) P[CUD]=1-P[(C°) N (D]

(B) P[C'n D] = (P[C] +P[D] - 1) - P[D]

(C) CORRECT: P[C' N D] =P[C] - P[D]

(D) P[CU D] =P|C]+P[D] —-P[CN D]

Losung
P[C N D] = (P[C] + P[D] — 1) - P[D]: Wahr, folgt aus P[C' N D] = P[C' | D] - P[D].
P[C U D] = P[C] + P[D] — P[C N D]: Wahr, Standardregel fiir Vereinigungen.

[ I =
[ | =Pl
P[C N D] = P[C] - P[D]: Falsch, da Unabhéngigkeit nicht gegeben ist.
P[C U D] =1-P[(C° N (D°)]: Wahr, folgt aus der Definition des Komplements.

1.MC2 [3 Punkte] Sei X eine Zufallsvariable mit den Wahrscheinlichkeiten

1 1 1
]P’[X:—l]fi P[X:O]:§, P[XZQ]:Z
Was ist die Verteilungsfunktion Fx(z) von X7
(A)
0 firz< —1,
% fir z = —1,
Fx(z) =13 firz=0,
% fir x = 2,
1 firz > 2.
(B)
0 firx<—1,
i fir x = —1,
Fx(z) = % fir x =0,
1 fir x =2,
0 furz ¢ {-1,0,2}.
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(€)

fir z < —1,

fir —1<ax <0,
fir 0 < x < 2,
fur x > 2.

5!

>

=

Il
—oalw = O

(D) CORRECT:

fir x < —1,

fir —1<x<0,
fir 0 <z <2,
fir z > 2.

5
>
=
I
— sl = O

Losung:

Die Verteilungsfunktion Fx(z) ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert
kleiner oder gleich x annimmt:
Fx(x) =P[X < z].

Wir haben die Wahrscheinlichkeiten:
PX=-1=-, PX=0=-, IP’[XzQ]zZ.
Die Verteilungsfunktion Fy(x) ist daher:

fir x < —1,

fir —1<x<0,
fir 0 <x < 2,
fir x > 2.

Fx(x) =

— A= O

Die richtige Antwort ist daher (A).

1.MC3 [3 Punkte] Gegeben seien drei Ereignisse A, B und C' mit P[A] > 0, P[B] > 0, P[C]
Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
(A) PIA| (BNnC)] >P[A| BUC]|
(B) CORRECT: P[4 | (BU ()] = SR HAnENd
(C) PIAN(BUC)]|=P[ANB]+P[ANC]
(D) BCC = P[A| B]#P[A| (]

Losung:

> 0.

Wir tberpriifen die Aussagen:
1. BC C = P[A]| B] # P[A | C]: Falsch. Es gibt keine Regel, die dies allgemein garantiert.

2. P[AN (BUC)] = P[AN B] + P[A N C]: Falsch. Diese Gleichung beriicksichtigt die Uber-
schneidung von B und C' nicht und ist daher im Allgemeinen nicht korrekt.
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3. Ein Gegenbeispiel fir P[A | (BN C)] > P[A | (BUC)]: Sei der Grundraum {zy, T, T3, 4}
mit P[{z;}] = 1. Sei A = {21}, B = {1, 22}, C = {22, z3}. Dann gilt:

PA[(BNC) =0, P[A|(BUC) =<

Die Aussage ist falsch, da P[A | (BN C)] < P[A | (BUC)].

4.P[A| (BUC)| = P[AOBHP[IQESEMAHBQC]: Wahr. Diese Formel beschreibt korrekt die bedingte

Wahrscheinlichkeit von A gegeben B U C', unter Verwendung der Regel fiir Vereinigungen.

1.MC4 [3 Punkte] Seien X, Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f. Welche Aussage
ist korrekt?

(A) E[VX24+Y2 = [ [2 f \/7)~a:-yda:dy

(B) EVX?+Y?) = [, [ f(Va7+37) dudy

(C) E[VX?+Y?] = Oooofoooof(\/a:2+y>-\/x2+y2dxdy

(D) CORRECT: E[vVX2 + Y2 = [ [® f(z,y) V2T + y2dxdy

1.MC5 [3 Punkte] Welche der folgenden Funktionen ist eine Dichte?

J2
J

(A) k(z) = (22 —%x) lo<a<o.

(B) h(z)=(1—x ) log<e<a,

(C) CORRECT: f(z) = 2e7 2. 1x>0,
(D) g(x) = 37 lo<a<a,

Losung:

Eine Funktion p(x) ist eine Dichte, wenn sie die folgenden Bedingungen erfillt: 1. p(z) > 0
fiir alle x. 2. Das Integral tiber den Definitionsbereich ergibt 1:

/_o:op(x) de =1.

Wir tiberpriifen die Funktionen:

1. g(z) = 3@ - ly<z<: Diese Funktion ist nicht-negativ im Bereich [0, 3]. Das Integral ist:

31 1 3 1 z?
ngd:c—g/oa:dx:f~x—

Da das Integral nicht 1 ist, ist g(x) keine Dichte.
2. f(x) = 2e72" - 1,5¢: Diese Funktion ist nicht-negativ fiir x > 0. Das Integral ist:

e’} 0 1
/ Qe’QIda::Q-/ e dr=2--=1.
0 0 2

Da beide Bedingungen erfiillt sind, ist f(x) eine Dichte.
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3. h(x) = (1 —2?) - 1_1<,<1: Diese Funktion ist nicht-negativ fiir x € [—1, 1]. Das Integral ist:

1 1 1
/ (1—x2)d1’:/ ldx—/ 2* dx.
-1 -1 -1

1 1 3 1 1 2
/ ldx = 2, /xQda::x— = ——=_.
-1 -1 31-1 3 3 3

1 2
/(1—x2)dx:2—f:
-1 3

Da das Integral nicht 1 ist, ist h(x) keine Dichte.

Berechnen wir:

Dabher:

QO W~

4. k(z) = (mz - %m) - lo<z<a: Diese Funktion kann negativ werden, da 2 — 2z nicht tiberall

nicht-negativ ist. Eine Dichtefunktion muss nicht-negativ sein, also ist k(z) keine Dichte.

Antwort: f(z) ist die einzige Dichte.

1.MC6 [3 Punkte] Es seien X, Xo,... unabhingige Zufallsvariablen mit Var(Xj) = k fiir alle
k € N. Sei S,, definiert durch
Spn=X1+Xo+---+X,.

lim Var <Sn> .

n—oo n

Berechne den Grenzwert

A)
B)
)
)

O <

ORRECT: !
C
D

- 2

A~~~ I~ /N

Losung:

Die Varianz von S,, = X; + Xy + --- + X, ist: Var(S,)=1+2+4+---4+n= n(n;rl).
Far % gilt: Var (%) = %Var(Sn) — 1, ntl)  ntl

n? 2 2n

Der Grenzwert fiir n — oo ist: lim,,_,. &5 = 1.

2n 2
Antwort: %

1.MC7 [3 Punkte] Seien X und Y unabhéingige Zufallsvariablen mit X ~ Poisson(1) und Y ~

Poisson(2). Berechne die Varianz von Z = £2*.

(A) Var(Z) =1

(B) CORRECT: Var(Z) =
(C) Var(Z) =

(D) Var(2) =

3
4

N—= N

Losung:
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Die Varianz einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen X ~ Poisson(\) ist gegeben durch:
Var(X) = .
Dabher gilt fiir X ~ Poisson(1) und Y ~ Poisson(2):
Var(X) =1, Var(Y)=2.
Da X und Y unabhéngig sind, gilt fiir die Differenz X — Y
Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y).

Einsetzen der Werte ergibt:
Var(X —=Y)=1+4+2=3.

Fiir die skalierte Zufallsvariable Z = X5¥ gilt die Regel fiir die Skalierung der Varianz:

X-Y 1
Var( i ) = ZVar(X -Y).

Einsetzen von Var(X —Y') = 3 ergibt:

Var(Z) =

Y
W

Antwort: Var(Z) = 3.

1.MC8 [3 Punkte| Seien (X,) unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X, ~
N(0,1). Wir betrachten den Grenzwert

(A)
(B) CORRECT: A =0
(C) A
(D) A

Losung:

lim, e 2 S0, X3 = E[X?] = 0.

1.MC9 [4 Punkte] Gegeben seien X7, X5, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Xy ~ U([—1,1]), also gleichverteilt auf dem Intervall [—1,1]. Sei S,, = >}, Xk.
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1.MC10 [4 Punkte] Gegeben seien unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen X, X, .

Betrachte den Grenzwert:

A= lim P[-1< S, <1].

n—oo

Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

1. Da Xy ~U([-1,1]), gilt:

1

2. Die Summe S, = X; + - - - + X, hat die Varianz:

Var(S,,) =n -

W
w3

3. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt:
Sh
N(0,1)
\/Var(S ) \/n/?)

4. Die Wahrscheinlichkeit ldsst sich wie folgt umformen:

fir n — oo.

P[-1< S, < 1]

(\/n/?) \/n/3 \/;/3)'

Da

\/ln% — 0 fiir n — oo, folgt:

P[-1< S, <1] = 0.

Antwort: 0.

mit X; ~ Poisson(\), wobei A > 0 ein unbekannter Parameter ist. Bestimme eine erwartungstreue
(unverzerrte) Schitzung fiir A? basierend auf der Stichprobe.

A) 2=ty x)

(B) CORRECT: A2 = S XD - Y X
(©) 5‘% = i1 X7

n
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(D) A% = 3 S, (X7 — 1)

n n

Losung:

Fir X; ~ Poisson(A) gilt:
E[X?] = Var(X;) + (E[Xi])? = A + A%

Daraus folgt:
N =E[X7] - E[X].

7

Die entsprechende Schétzung ist:

_ls e sy
*n;Xi n;XZ'

Diese Schétzung ist unverzerrt, da:

1.MC11 [4 Punkte] Seien Xj, Xs,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Xy ~ U([0,1]), d.h., sie sind gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]. Sei X (1) = min(Xy,..., X))
und X,y = max(Xy,..., X,).

Bestimme den Erwartungswert von M,, := W
(A) E[M,] =35+ 4,

(B) CORRECT: E[M,] = %

(C) E[M,] = 725

(D) E[M,] = 525

Losung:

Fiir X(n) = max(Xy,..., X,,) gilt:
P[Xpw <2]=PX;<w,..., X, <a]=2", fx, () =na""".

Daher ist:

Fir Xy = min(X, ..., X,) gilt:
PXg) > 2] =PX1 >a,..., X, >a]=(1—-2)", [fx,(x)=n(l- z)"

Daher ist:
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N Xyt X0 gy
Fir M, = =45—=% ergibt sich:

Antwort: E[M,] = 3.
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Aufgabe 2

2.A1 [2 Punkte] Sei X eine Zufallsvariable mit

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

Losung:

PX=13]=0 und P[X =

3
20 = —.
] 10

Es gilt
3 1
EX|=--5+—
X1 = 5 * 10
Damit folgt

3

Vm1:5-@—1m%+B-QO—mV+omm—4m2

3
10+0-13+T0-20:3+1+0—|—6=10.

3
+_6-QO—1m2:15+0+0+30:45

2.A2 [3 Punkte]
definiert durch

3
flx,y) = (95 + 23/2) Tizcioy Tiyep,1))-

Berechnen Sie die Randdichten fy und fy von X und Y.

Losung:

Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f : R* — [0, 00)

Es gilt

/ f(x,y)dy
T+ JY {ze(0,1]} L{yelo,1]} AY

1 3 9
dy -1,
/0<17+2?/) Y- Lizeo

1
[my + Y L “Tzepy

1
<$ + 2) {z€[0,1]}-
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Ferner gilt

o0

fr () f(z,y)dy

o0 3
(x + 2y2> Lizepoy Liyefo,1)y d

1 3
(IIJ + 2y2> dx - ]l{ye[O,l]}

I
S~ ™ ™

1., 3 .t
ok 21"92}0 T gyeo)y

[ —

+
1 3
5+ 2?/2) Ty

I
7 N

2.A3 [5 Punkte] Seien A > 0 und
Y = Z Xi7
i=1
wobei X7, ..., X, i.i.d. Exp()\) verteilt sind. Das heisst, die Dichte von X7 ist gegeben durch
Fxi () = 2™ Luzoy.

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y.

Losung:

Der Erwartungswert von X ist gegeben durch
E[X] :/ e ™ dx
0

= [—gje_)‘x}zo + /Ooo e dx

1—/\IE
—O+Pﬁ L
1 1
——_—— . (===
/\( ) A

Ferner gilt

0 0
— 0+ 2E[X)
B A
2
N
Daher folgt
2 1 1
VIX) = BX*) - (BIX) = 55— 35 = 32
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Da Xi,..., X, unabhéngige Zufallsvariablen sind, erhalten wir
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Aufgabe 3

Seien Xi, Xy, ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und Var(X;) =
0? < 00. Definiere S,, = X1 + Xo + - + X,,.

3.A1 [1 Punkt] Berechnen Sie E[S?].

Losung:

Da E[S,] = 0, gilt E[S?] = Var(S,) = n - Var(X;) = no?.

3.A2 [3 Punkte] Gegeben ist zusétzlich, dass P[X; = 0] > 0 und P[X; < 1] = 2. Berechnen Sie
P[S, <1]S,-1=0].

Losung:

Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt:

P[S, < 1N S, 1 = 0]

P[S, < 1| S, =0] = ]

Da S, =S5,1+ X, und S,,_; =0, folgt S,, = X,,. Somit ist:
PSS, <1nS,1=0=PX,<1nS,_; =0].
Da X,, und S,_; unabhéngig sind:

P[X, <1N Sy =0] =P[X, <1]-P[S,_, = 0].

Setzen wir dies ein:

P[X, < 1]-P[S,_; = 0]

P[S, <1]|S,-1=0]= =P[X, <1].
[ = | 1 } ]P)[Sn,1 _ 0] [ ]

Da X, ~ X1, gilt P[X,, < 1] = 2.

Antwort: 5
3.A3 [2 Punkte] Argumentieren Sie, warum P [%’QL > 202} < 1.

Losung:
Wir verwenden die Markow-Ungleichung:
ElY
PlY > a] < [ ], fur Y > 0 und a > 0.
a
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Setzen wir Y = %’21 und a = 202. Der Erwartungswert von Y ist:

2 2 2
E lSn] _ E[S?] _not_ »
n n n

Nach der Markow-Ungleichung gilt:

S? E{Sj} o? 1
P = > 202 < =
n 7= 202 202 2

3.A4 [4 Punkte] Gegeben ist lim P [57% > 1} = 1. Berechnen Sie 0. Hinweis: ©(0.43) = 2.

Losung:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt:

Sn

o\/1Nn

4 N(0,1).

Das bedeutet, dass fiir jede reelle Zahl x:

P[ S <z|— o),

ovn

wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Gegeben ist:
1

Sh

Schreiben wir dies um:
1

Sh Sh
Pl—>1|=P|—— > —|.
[ﬁ i 1 [o—ﬁ i a]
Aus der Definition der Standardnormalverteilung folgt:
1 1
IP’[ o >] :1—@().
oyn o o

Nach der Aufgabenstellung gilt:
1 1
o) =5
o 3

()3

Aus der Tabelle der Standardnormalverteilung wissen wir:

Daraus folgt:

2
(0.43) = 5.
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Also ist:

1 1
043 — 0= — ~2.33,
o 7= 043
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Aufgabe 4

Ein Motorrad lduft im Mittel 2 Jahre bis zur ersten Stérung. Die Einsatzdauer T' (in Jahre) wird
von einer Gewichtsfunktion py beschrieben, wobei

pr(t) =P(T =t)=(1-9)"", teN,

mit Parameter 9 € (0,1). Die Familie F. mochte diese Verteilung genauer bestimmen. Fir die finf
Moterrdader dieser Familie wurden die folgenden Zeiten bis zur ersten Storung beobachtet:

=4, =0,t3=1, t4 =6, t5 = 2.

4.A1 [5 Punkte] Bestimmen Sie die Likelihood-Funktion und leiten Sie daraus den Maximum-
Likelihood-Schatzer Ty, fir den Parameter 9 her. Wie lautet der realisierte Schatzwert?

Losung:

Die Likelihood-Funktion lautet

L(tl) t27 t37 t47 t57 19) — H(l — 19)151;—1,19'

=1

Daher ist die log-Likelihood-Funktion gegeben durch

5
lOg L(tl, t2,t3,t4,t5; 19) = log <H(1 _ ,ﬁ)tllrﬁ>
=1
5
=" [(t; — 1) log(1 — ¥) + log (V)]
i=1
5
= 5log(¥) + log(1 — ¥ Zt —1).
=1

Wir maximieren die log-Likelihood-Funktion beziiglich dem Parameter ¥ und erhalten

0 5 1 & |
log L(t1, 1o, t3. t4, ts: 10 - — — t;i—1) =0,
8'19 Og (17 2903504, U5, ) 19 1—'§;( )
5
— TML — ﬁ
Der realisierte Schatzwert ist somit
P ——
MEZ S5 413

4.A2 [2 Punkte| Bestimmen Sie den Momentenschitzer Ty, fur 9. Wie lautet der realisierte
Schétzwert?

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass Ey[T] = 1/4.

Losung:
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Da Ey[T] = 1/9, gilt
1 5
E, [524 1.
i=1

Somit erhalten wir

5
Tyvm = TS T = ST, =Tur-
Der realisierte Schatzwert ist somit
by = = 2
2.t 13

4.A3 [3 Punkte] Seien 9 € (0,1) and i € {1,...,5}. Wir nehmen nun an, dass 7; unabhéngig und

Bin(8, ) verteilt sind. Berechnen Sie MSEy(7/), wobei

5
i=1 1

Thr =
M 40

Losung:

MSEy(Th) = Vary(Ty) + (Eg[Th] — 9)?
Berechnen wir die Varianz von T;:
Var(T;) = 89(1 — 9).

Da die T; unabhéangig sind:
5 5
Var (Z ﬂ) = Var(T;) =5-89(1 — ¥) = 409(1 — V).
i=1 i=1

Fir Ty, folgt:

Var(T) = (40)2 A09(1 — ) = ———

Da T}y, erwartungstreu ist:
E[Ty] = 9,
folgt schlielich:
J(1 —99)

MSE, (Thy) = Var(Tuy) + (E[Ty] - 9)° = =—
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