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Aufgabe 1
[6 Punkte]
Sei X1, Xs, ... eine unendliche Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, wobei

X, diskret ist mit

1 1

1.MC1 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von X;?

Fiir jedes n € N'\ {0} betrachten wir die Partialsumme
Sn=X1+...+X,.

1.MC3 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von S,,?
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1.MC5 [1 Punkt] Was ist der fast sichere Grenzwert von

Sn

n

1.MC6 [1 Punkt] Wir haben die Zufallsvariablen X7, Xs, ..., Xy simuliert und die Partialsummen
S, firn =1, ..., 20 graphisch dargestellt. Welche der folgenden Darstellungen haben wir erhalten?

S?l ST[ Srz 5’77
20 201 20 20
10 + 10 + 10 + 10 +
0 ; 1 - 0 1 1 1 -1 0 N 1 - 0 1 1 1 P
10 20 10 20 IMO 10 20
—10+ 10+ —10 —10+
—20+ 20+ —20+ —20+
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Aufgabe 2
[4 Punkte]

2.MC1 [1 Punkt] Sei Q = {0,1} und F = P(Q) = {0,{0},{1},{0,1}}. In welchem Fall ist die
Abbildung P : F — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (2, F)?

(A) P[O] =0, P[{0}] = 3, P[{1}] = § und P[{0,1}] =1
(B) P[] =0, P[{0}] =0, P{1}] = O und P[{0,1}] =1
(C) PO] =0, P{0}] = 3, P{1}] = 5 und P[{0,1}] = 1
(D) P[@] =0, P[{0}] = 3, P[{1}] = 5 und P[{0,1}] = 3

2.MC2 [1 Punkt] Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsvariable X.
Welche Aussage ist korrekt?

Fx(x)
1 N
0.75 +
0.5
——0-2A5<
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X
-3 -2 -1 1 2 3

(A) Die Zufallsvariable X ist sowohl stetig als auch diskret.
(B) Die Zufallsvariable X ist stetig.

(C) Die Zufallsvariable X ist diskret.

(D) Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret.

2.MC3 [1 Punkt]| Seien X, Y und Z drei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f. Welche
Aussage ist korrekt?

(A) E[X2 +YZ] = [, % [, f(a,y,2) dedydz

(B) EX?+YZ] = [ 2* fw,y,2) dv + [ [Zoyz - fla,y,2) dydz
(C) E[X24+YZ] = [ [ [ 2*yz - f(x,y,2) dedydz

(D) EX2+YZ] = [ [ [2 (2?2 +y2) - f(z,y,2) dedydz

2.MC4 [1 Punkt] Sei © = [0,1]. Wir betrachten die Nullhypothese Hy : 6 € [0,1/4] U [3/4,1].
Welche Alternativhypothese ist nicht moglich?
(A) Hy:0€[1/3,2/3]
(B) Hy:0€ (1/3,2/3)
(C) Ha:0€[1/5,4/5]
(D) Ha:60=1/2
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Aufgabe 3
[10 Punkte]

3.MC1 [2 Punkte| Sei 2 ={1,2,3,4}. In welchem Fall ist F eine o-Algebra auf Q7

(A) F={0,{1}, {2} {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

(B) F = {@, {1}, {2}, {1, 2}, {3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2,3, 4}}

(C) F = {®> {1}7 {2}’ {3}7 {4}7 {1’ 2,3, 4}}

(D) F=A{0,{1},{2},{3},{4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}

3.MC2 [2 Punkte] Sei X eine Zufallsvariable mit P[X = 0] =1/5, P[X =1] =2/5,P[X =2] =0
und P[X = 3] = 2/5. Was ist die Verteilungsfunktion Fx?

(A)
1/5 firz <0,
2/5 fur0 <z <1,
Fya) = {27 0=
0 firl <z <3,
2/5 firx > 3.
(B)
1/5 furx =0,
2/5 firz =1,
F pr—
x(@) 2/5 fiir x = 3,
0 fur z ¢ {0, 1, 3}.
(€)
0 fir x <0,
1/5 firo<z <1,
Fx(x) = / W
3/5 fiurl <z <3,
1 far x > 3.
(D)
0 fir xr < —1,
Fx(z) =< (x+1)/5 fir —1 <z <4,
1 far x > 4.

3.MC3 [2 Punkte] Seien X und Y zwei unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Varianz 02 = 2. Was ist die Varianz der Zufallsvariable Z :=1+ X —Y — Y?
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3.MC4 [2 Punkte] Sei © = [0,1] und seien X7,..., X unabhéingig, identisch verteilt unter Py
mit X; ~ Ber(f). Wir betrachten die Nullhypothese Hy : § = 1/2 und die Alternativhypothese
Hy, : 0 =1/3. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art fir den Test (7, K') mit

6
T=>) X, und K = (-00,0]7
i=1

3.MC5 [2 Punkte] Sei © = N. Seien X1, ..., X,, Zufallsvariablen. Wir betrachten die Modellfamilie
(Pg)geo, sodass X, ..., X, unter Py unabhéngig, identisch verteilt sind mit X; ~ Bin(¢,1/3).
Welcher der folgenden Schétzer ist nicht erwartungstreu?

(A) T3 = X1+ Xo+ X3
(B) T1 = X

(C) 1y % ?:1X'

(D) T, = 3X,
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Aufgabe 4
[10 Punkte]

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

0, falls a < —7/2,
Fx(a) = { ¥ - falls q € [—7/2,7/2),
1, falls a > /2.

4.F1 [1 Punkt] Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion von X.

4.F2 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass X eine stetige Zufallsvariable ist und berechnen Sie die Dichte
von X.

4.F3 [1 Punkt] Skizzieren Sie die Dichte von X.
4.F4 [4 Punkte] Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

4.F5 [2 Punkte] Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten

PX =¢™ und P[0<X <m7/4].
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Aufgabe 5

Wir betrachten das Quadrat R = [—1,1] x [0, 4]:

[10 Punkte]

v

—1 1
Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f : R? — R, definiert durch

1 L falls (z,y) € R,
Vz,y € R, ﬂawzgﬂMLw%wﬂ:% falls (z,y) ¢ R.

5.F1 [3 Punkte| Bestimmen Sie die Randdichten fy und fy von X und Y.
5.F2 [1 Punkt] Sind X und Y unabhéngig?

5.F3 [4 Punkte] Wir betrachten die Zufallsvariable Z = v/ X2 + Y2, Diese reprasentiert die Eu-
klidische Distanz des zufélligen Punkts (X,Y’) vom Ursprung (0, 0).

A

4

Z=|VX2+Y?

\J

Berechnen Sie E[Z?] und E[Z?X?].

5.F4 [2 Punkte]| Zeigen Sie, dass
0 <E[Z] <,/17/3.
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Aufgabe 6
[10 Punkte]

Sei n € N\ {0} und © = R. Wir wahlen eine Modellfamilie (Py)ger, sodass die Zufallsvariablen
X1, ... X, unter Py unabhéngig und identisch verteilt sind mit

X1 ~ N(9,4)

Der Parameter 6 ist unbekannt und soll im Folgenden geschétzt werden.
Erinnerung: Aus X; ~ N(6,4) unter Py folgt, dass X; stetig ist mit Dichte

1
\/8m

6.F1 [3 Punkte] Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood Schétzer gegeben ist durch

e_é(xl_e)Q

fX1 (xl) =

1
i=1

6.F2 [1 Punkt] Ist der Schatzer Ty, aus der vorherigen Teilaufgabe erwartungstreu?

6.F3 [2 Punkte] Berechnen Sie den mittleren quadratischen Schétzfehler MSEy[Ty ] fir jedes
0 € R.

6.F4 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass fiir jedes §# € R

\/ﬁ ' (T‘;V[L - 9) ~ N(07 1)

unter Py.

6.F5 [2 Punkte] Bestimmen Sie ein Konfidenzintervalll fir  mit Niveau 95%.
Hinweis: Fiir eine Zufallsvariable Z ~ N (0,1) gilt

P[—1.96 < Z < 1.96] > 0.95.
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