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Nachname Vorname Legi-Nummer Priifungsnr.

jeweils die ersten

k letzte sechs Ziffern Nicht ausfiillen
zwei Buchstaben

Tragen Sie jetzt die ersten zwei Initialen IThres Nachnamens und Vorna-
mens ein, ebenso wie die letzten sechs Ziffern Ihrer Legi-Nummer. Wenn
Sie separate Blétter beifiigen, schreiben Sie diese, und nur diese Informationen
deutlich oben auf jedes Blatt.

Das Folgende bitte nicht ausfiillen!

Aufg. || Summe | Kontr. | Pkte.-Max.
1 10
2 10
3 10
4 10
Punktetotal:
Vollstandigkeit:

Siehe nichste Seite!



Hinweise zur Priifung

Priifungsdauer: 2 Stunden.

Hilfsmittel: 10 DIN A4-Blétter (beidseitig beschrieben erlaubt). Kein Taschen-
rechner!

Bitte beachten Sie folgende Punkte:

e Legen Sie Thre Legi offen auf den Tisch.
e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.
e Schreiben Sie nicht mit Bleistift, rotem oder griinem Kugelschreiber.

e Um die volle Punktzahl zu erreichen, begriinden Sie alle Resultate durch Zwi-
schenschritte und -rechnungen (ausser Aufgabe 1) und vereinfachen Sie die Re-
sultate so weit wie moglich.

e Lesen Sie alle Aufgaben durch, bevor Sie beginnen. Fiir eine geniigende Note wird
nicht erwartet, dass Sie alle Aufgaben in der Thnen zur Verfiigung stehenden Zeit
16sen konnen.

e LEs dirfen sich nur erlaubte Hilfsmittel auf dem Tisch befinden.

Siehe nachste Seite!



Aufgaben

1. Bei den folgenden 10 Fragen ist jeweils genau eine Antwort richtig. Es gibt pro
richtig beantworteter Frage 1 Punkt und pro falscher Antwort 1/2 Punkt Abzug.
Minimal erhédlt man fiir die gesamte Aufgabe 0 Punkte. Bitte beniitzen Sie
das beiliegende Antwortblatt (siehe Ende dieser Klausur).

a) Seien C' und D Ereignisse mit P[C] > 0, P[D] > 0. Wir nehmen an, dass
P[C|D] > P|C]. Dann gilt:
1. P[C]
2. P[D|C
3. P[C|D] =

I
=
S

3
Eich
3-

b) Sei (Q,F, P) gegeben durch Q = {1,2,3,4}, F = 22 und P[{k}] = 1 fiir
jedes k € Q. Sei Ay, = {k,4}, fiir k = 1,2,3. Sind die Ereignisse A;, A und
Az unabhéngig?
1. Ja, denn Aq, A bzw. As, A3z bzw. Aq, Az sind unabhéngig und somit auch
Ay, Ay und As.
2. Nein.
3. Es fehlen Angaben, um dies beantworten zu konnen.

c) Sei X ~ Bin(n, ;) fiir ein n € N. Ferner nehmen wir an, dass E[X] = 1.
Wie gross ist P[X < 1]?
3

e) Fiir welche stetige Verteilung gilt P[X >t + s|X > s] = P[X > {]?

1. Die Gleichverteilung erfiillt P[X >t + s|X > s] = P[X > t].
2. Die Poissonverteilung erfiillt P[X >t + s|X > s] = P[X > {].
3. Die Exponentialverteilung erfillt P[X >t + s|X > s] = P[X > t].

Siehe nichste Seite!



f) Sei (X) eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

5, firo<az <2,
flx)=q3%, fir2<z<4,
0,

sonst.

Berechne den (P-f.s.) Grenzwert
I 153X
tm D X

Der Grenzwert ist:

w N
wlﬂgwh—‘

g) Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

2”10y fir0<z <y,

f(x,y) =

0 sonst.

Berechne die Dichte fx der Randverteilung von X. Die Dichte ist:

1. fx(z)=2ze™™ fiir z € R,
(

2¢~"" firz >0,
0 sonst.

;
2xe ™ fiir x> 0,
0 sonst.

\

h) Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

1 .
; fir0<z <y <2,

flz,y) =

0 sonst.

Berechne E[XY]. Es gilt:

Siehe nichste Seite!



i) Wenn das Signifikanzniveau « eines Tests kleiner wird, dann

1. wird der Verwerfungsbereich fiir die Nullhypothese H grosser.
2. wird die Macht des Tests grosser.
3. wird die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art grosser.

j) Seien X, ..., X, unter Py i.i.d. ~ Poisson(A) mit A > 0. Bestimmen Sie den
Maximum-Likelihood-Schétzer fiir \.

1. Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A lautet = 7" | X.
2. Der Maximum-Likelihood-Schétzer fir A lautet > | X;.
3. Der Maximum-Likelihood-Schétzer fir A lautet n> " | X;.

Siehe nachste Seite!



2. (10 Punkte) Wir betrachten eine Messsonde an einem Vulkankrater, welche
den bevorstehenden Ausbruch beobachten soll. Ab Beginn der Messungen gehen
wir davon aus, dass die Sonde in jeder Minute mit einer Wahrscheinlichkeit von
5% wegen zu grosser Beschiadigung ausfillt. Die Zufallsvariable Y bezeichne die
Lebensdauer der Sonde in Minuten. Es gilt Y ~ Geom(p) mit p = 0.05.

a) (1 Punkte) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Sonde mehr als
10 Minuten iiberlebt?

b) (2 Punkte) Wir wissen, dass die Sonde schon mehr als 20 Minuten iiberlebt
hat. Wie gross ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Sonde nochmals 10
Minuten iiberlebt?

c) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir eine diskrete Zufallsvariable Z mit Werten
in N gilt

Jdg € (0,1): Z ~ Geom(q) <= P[Z > n| = P[Z >n+k|Z > k], Vn,k > 1.

d) (2 Punkte) Diese Sonde sende nun jede Minute bis zum Ausfall ein Da-
tenpaket an die Empfangsstation, wobei wir annehmen, dass jedes Paket
unabhangig von den anderen mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% emp-
fangen wird. Nehmen wir an, dass die Sonde nach 30 Minuten ausfillt. Wie
gross ist dann die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass wéhrend dieser Zeit
mehr als 27 Datenpakete erhalten werden?

Siehe nichste Seite!



3. (10 Punkte) Man wihlt zuféllig uniform verteilt einen Punkt A = (X,Y) in
dem Gebiet D = {(x,y) € R?% L < max{|z|,|y|} < 1}, sieche Abbildung 1.

2
Daraus folgt, dass die gemeinsame Dichte von (X, Y) folgende Form besitzt:

¢, falls 1 <|z|]<1lund |yl <1,
fxy(@y)=4q ¢, falls|z|<Liund i<y <1,

0, sonst,

fiir eine Konstante ¢ € R.

—
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N>

Abbildung 1: Der Punkt A wird zuféllig in dem grauen Gebiet D gewahlt.

Sei V = (2max{|X]|,|Y|})? die Fliche des achsenparallelen Quadrates, welches
seinen Mittelpunkt im Ursprung O = (0,0) hat und bei welchem der Punkt A
auf einer der Seitenkanten liegt. Sei weiter o der Abstand vom Punkt A zum
Punkt B = (2,0).

a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Konstante c¢. Bestimmen Sie die Dichte von
X und die Dichte von Y.

b) (3 Punkte) Finden Sie F[X?] und E[e?.

c) (3 Punkte) Berechnen Sie die Dichte von V. Berechnen Sie E[V].

Siehe nachste Seite!



4. (10 Punkte) Wir haben eine Miinze mit einer Seite rot und der anderen Seite
blau gefarbt, und wir vermuten, dass die Miinze gezinkt ist und eher auf der
blauen Seite landet. Also machen wir ein Experiment, in dem wir die Miinze 10
Mal werfen, und wir beobachten jeweils, ob sie auf blau landet. Gehen Sie davon
aus, dass alle Wiirfe unabhéngig voneinander sind. Sei X; = 1, wenn der i-te
Wurtf auf blau landet, und sonst gleich 0.

Wir haben die folgenden Ergebnisse erhalten:

Wurfi | 12345678910

T; Oj(1j1(1j1(1j0}1]1|1

Die Verteilungsfunktion der gegebenen Binomialverteilung in Tabelle 1 kann als
Hilfsmittel verwendet werden.

a) (9 Punkte) Fiihren Sie einen Test zum Signifikanzniveau o = 1% durch,
um festzustellen, ob die Miinze gezinkt ist.

Geben Sie folgendes an:

das Modell,

die Nullhypothese,

die Alternativhypothese,
die Teststatistik,

= W =

Hinweis: Betrachten Sie den Likelihood-Quotienten.
L(ZEl, ey Lp, 190)
L(xy,...,%n,04)
wo L(xy,...,xn,0) = Py[ X1 =21,...,X,, = x,).

die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese,

R(l’l, c. ,.’L’n,ﬁo,ﬁA) =

den Verwerfungsbereich,
den beobachteten Wert der Teststatistik, sowie
8. den Testentscheid.

Ne o

b) (1 Punkte) Wie hoch ist das kleinste Niveau, bei welchem die Nullhypo-
these verworfen wird (dies ist der so genannte P-Wert)?

Tabelle 1: Verteilungsfunktion fir X ~ Bin(k[p, n) mit n = 10 und p = 0.5
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P,[X <k]|0.001 0.011 0.055 0.172 0.377 0.623 0.828 0.945 0.989 0.999 1.000

Viel Erfolg!

Siehe nachste Seite!



Antwortblatt Aufgabe 1

Nachname Vorname

Legi-Nummer

Priifungsnr.

jeweils die ersten
zwet Buchstaben

letzte sechs Ziffern

Nicht ausfiillen

Antw. 1

Antw. 2

Antw. 3

k. A.
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Das folgende bitte nicht ausfiillen!

Aufgabe 1 || Korr.

Kontr.

richtig

falsch

k. A.

Punkte




