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1. Es sei die Zufallsvariable X die Augenzahl. Dann gilt fiir die 4 fairen Wiirfel P[X = k] = 1/6 fiir
k=1,2,...,6. Bei den zwei gefdlschten Wiirfeln gilt P[X = 6] = 3/8 und somit P[X =1i] =1/8
fiir i =1,2,...,5.

(d.h. jede der Augenzahlen 1,...,6 kommt mit derselben Wahrscheinlichkeit vor) und 2 Wiirfel
gefilscht sind. Bei den gefélschten Wiirfeln kommt die Augenzahl 6 mit Wahrscheinlichkeit 3/8
vor und die restlichen Augenzahlen 1,...,5 mit derselben Wahrscheinlichkeit. Die Wiirfel seien
dusserlich nicht unterscheidbar und es werde nun zufillig ein Wiirfel gewéhlt und damit ein Mal
gewiirfelt.

a) Gesucht ist P[X = 6]. Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir

P[X =6] = Pz =6,gewihlter Wiirfel war fair] + P[X = 6, gewidhlter Wiirfel war gefilscht]
= P[X = 6|Wiirfel fair] P[Wiirfel fair] + P[X = 6|Wiirfel gefélscht] P[Wiirfel gefilscht]
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b) Sei A das Ereignis, dass der gezogene Wiirfel gefilscht war. Gesucht ist dann P[A|X = 6]. Mit
der Definition der bedingten W’keit hat man

PAN{X =6}] P[X =6|A|P[A]
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c) T ist als Wartezeit auf den ersten Erfolg (=Wiirflen einer 3) also geometrisch verteilt, 7' ~
geom(p). Also P[T =m] = (1 —p)™ !p fiir m = 1,2,..., wobei der Erfolgsparameter gegeben
ist durch
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= P[X =3] = P[X =3|A°|P[A°] + P|[X =3|A]P[A] = ==+ == = —.
p = PIX = 3] = PIX = 3|A°)P[A] + P[X = 3JAP[A] = o + o= = —

d) E[T] = 1/p, Berechnung siehe Skript S. 35.

e) Es wird in jedem Schritt zufillig ein Wiirfel gewéhlt. Gesucht ist P[T = k] fir k = 1,2,....
Sei also k& > 1, dann gilt

P[T =Fk] = P[T =FkA°|P[A°]+ P[T = k|A]|P[A]
4 2
= (1 _pA)kilpAg + (1 —pAc)kflpAcg,
wobei pg = 1/6 und pae = 1/8.
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a) i) Es gilt

1 oo
1 = lim Fz(2)== +c/ e Mds
Z—00 2 1
1 oo 1
= 3= e = 3 + ce .
Somit muss also gelten ¢ = ¢(\) = et

ii) Da F stiickweise stetig differerenzierbar ist, existiert eine Dichte f; = F7,.

iii)

0, z < 0,
z, 0<z<1,
che M = %e*A(Z*I), z > 1.

b) Mittels partieller Integration erhalten wir:
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Fiir E[Z?] bemerke dass aus obiger Rechnung folgt ¢ [~ ze **dz = %(E [Z] —
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Damit erhalten wir
Var(Z) = E[Z% - (E[Z])?
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c) i) Sei Y = eZ. Dann gilt fiir y > 0, Fy(y) = P[Y <y] = P[Z <logy] = Fz(logy). Somit

0, y<el=1
Fy(y) = { 3(logy)?, 1<y<e
% +cA fogy e Mds, y>e.

Fiir die Dichte gilt fy = Fy, und damit

Siehe nichstes Blatt!



fr(y) = { 8, l<y<e
Eef)\logy% — %yi/\ila y>e.
ii)
1
Pl <Y <el|=P2<Z<4]=Fz4) — Fz(2) = 3 (et —e™?)

a) Da X und Y unabhéngig sind, ist die gemeinsame Dichte von (X,Y) das Produkt der Rand-
dichten:

fxry(@,y) = fx(@)fy(y) = )\67,\1,]1[0700) (Y)Lp,1)(2).
b) Gesucht ist P(X +Y < 1). Es gilt fir 0 <2 <1 und A > 0:
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¢) Cov(X,XY) = E[X2Y] — E[X]E[XY] """ E[X?]|E[Y] — (E[X])2E[Y] = Var(X)E[Y].
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Var(X) = BIX?] — (BIX])* = .
Damit erhalten wir also Cov(X,XY) = Var(X)E[Y] = 41

d) Die Likelihood Funktion L is gegeben durch
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Damit ist die log-likelihood Funktion ¢ = log L gegeben durch
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Es muss gelten: 0 2 % =% — 3" y;. Auflésen nach X liefert AM* = (% S yi)il.



