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1. Wir definieren folgende Ereignisse:

F = {der Gast bestellt Fisch},

M = {der Gast bestellt Fleisch},

V = {der Gast bestellt vegetarisch},

R = {der Gast bestellt Rotwein},

W = {der Gast bestellt Weisswein}.

Laut Aufgabenstellung gilt

P [W |F ] =
2

3
, P [R|F ] =

1

6
, P [W |M ] =

1

6
, P [R|M ] =

2

3
, P [W |V ] =

1

2
, P [R|V ] =

1

2
.

a) Es gilt, da {Gast bestellt Wein} = R ∪W eine disjunkte Zerlegung ist,

P [Gast bestellt keinen Wein] = 1− P [Gast bestellt Wein]

= 1− P [R]− P [W ].

Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit liefert

P [R] = P [R|F ]P [F ] + P [R|M ]P [M ] + P [R|V ]P [V ]

=
1

6
·
1

3
+

2

3
·
1

3
+

1

2
·
1

3
=

4

9
.

Analog erhalten wir (oder durch Symmetrie)

P [W ] = P [W |F ]P [F ] + P [W |M ]P [M ] + P [W |V ]P [V ] =
2

3
·
1

3
+

1

6
·
1

3
+

1

2
·
1

3
=

4

9
.

Wir erhalten

P [Gast bestellt keinen Wein]
a)
= 1− P [R]− P [W ] = 1−

4

9
−

4

9
=

1

9
.

b) Gesucht ist P [V |R]. Die Formel von Bayes sagt, dass

P [V |R] =
P [R|V ]P [V ]

P [R|V ]P [V ] + P [R|F ]P [F ] + P [R|M ]P [M ]

=
1
2 ·

1
3

1
2 ·

1
3 +

1
6 ·

1
3 +

2
3 · 1

3

=
3

8
.

Bitte wenden!



c) (i) Für k ≥ 0 gilt

P [X = k] =

∞
∑

n=k

P [X = k, N = n] =

∞
∑

n=k

P [X = k | N = n]P [N = n]

=

∞
∑

n=k

(

n

k

)

pk(1− p)n−ke−λλ
n

n!

=

∞
∑

n=0

(

n+ k

k

)

pk(1− p)ne−λ λn+k

(n+ k)!

= e−λ (λp)
k

k!

∞
∑

n=0

1

n!
(1− p)nλn

= e−λ (λp)
k

k!
eλ(1−p) = e−λp (λp)

k

k!
.

Für alle anderen k is P [X = k] = 0. Also hat X eine Poissonverteilung mit Parameter
λp = 20p.

(ii) Da X eine Poissonverteilung mit Parameter λp hat, gilt E[X] = λp = 20p.

(iii) Gesucht ist P [X ≥ 1]. Es gilt

P [X ≥ 1] = 1− P [X = 0] = 1− e−λp = 1− e−20λ.

2. a) Für den Erwartungswert von B gilt

E[B] =

∫ ∞

−∞
bfB(b)db = 6

∫ 1

0
b(b− b2)db = 6

∫ 1

0
b2db− 6

∫ 1

0
b3db

= 2−
3

2
=

1

2
.

Weiter gilt

E[B2] =

∫ ∞

−∞
b2fB(b)db = 6

∫ 1

0
b2(b− b2)db = 6

∫ 1

0
b3db− 6

∫ 1

0
b4db

=
3

2
−

6

5
=

3

10
.

Für die Varianz von B erhalten wir somit

Var(B) = E[B2]− E[B]2 =
3

10
−

1

4
=

1

20
.

b) Wir haben

P [B ≤ 1/2] =

∫ 1/2

−∞
fB(b)db = 6

∫ 1/2

0
(b− b2)db

= 6

[

b2

2
−

b3

3

]1/2

0

= 6

(

1

8
−

1

24

)

=
1

2
.

c) Die Randdichte von R ist

fR(r) =

∫ ∞

−∞
fR,A(r, a)da =

∫ ∞

−∞
4are−r21{r≥0}1{0≤a≤r}da

= 4re−r2
(
∫ r

0
ada

)

1{r≥0} = 4re−r2
(

r2

2

)

1{r≥0} = 2r3e−r21{r≥0}.

Für die Randdichte von A gilt

fA(a) =

∫ ∞

−∞
fR,A(r, a)dr =

∫ ∞

−∞
4are−r21{r≥0}1{0≤a≤r}dr

= 4a

(
∫ ∞

a
re−r2dr

)

1{a≥0} = 4a

(

−1

2
e−r2

∣

∣

∣

∣

∞

a

)

1{a≥0}

= 2ae−a21{a≥0}.

Siehe nächstes Blatt!



d) R und A sind genau dann unabhängig, falls fR,A(r, a) = fR(r)fA(a) für alle r, a ∈ R gilt. Da
z.B. fR(1)fA(1) = 4e−2 6= 4e−1 = fR,A(1, 1) gilt, sind R und A nicht unabhängig.

e) Es gilt

P [A ≤ R/2] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fR,A(r, a)1{a≤r/2}dadr

= 4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
are−r21{r≥0}1{0≤a≤r}1{a≤r/2}dadr

= 4

∫ ∞

0

(

∫ r/2

0
ada

)

re−r2dr

= 4

∫ ∞

0

(

r2

8

)

re−r2dr

=
1

2

∫ ∞

0
r3e−r2dr

=
1

2

(

−r2
1

2
e−r2

∣

∣

∣

∣

∞

0

+

∫ ∞

0
re−r2dr

)

=
1

2

∫ ∞

0
re−r2dr

=
1

2

[

−
1

2
e−r2

]∞

0

=
1

4
.

Alternative Berechnung:

P [A ≤ R/2] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fR,A(r, a)1{a≤r/2}drda

= 4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
are−r21{r≥0}1{0≤a≤r}1{a≤r/2}drda

= 4

∫ ∞

0

(
∫ ∞

2a
re−r2dr

)

ada

= 4

∫ ∞

0

(

−
1

2
e−r2

∣

∣

∣

∣

∞

2a

)

ada

= 2

∫ ∞

0

(

e−(2a)2
)

ada

= 2

∫ ∞

0
ae−4a2da

= 2

[

−
1

8
e−4a2

]∞

0

=
2

8
=

1

4
.

3. a) Für i ∈ {1, 2, 3, 4} gilt wegen der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

P [X1 = i] =

4
∑

j=1

P [X1 = i, X2 = j] = 3p+

(

1

4
− 3p

)

=
1

4
,

und P [X1 = i] = 0 für alle anderen i. Analog folgt, dass P [X2 = j] = 1/4 für j ∈ {1, 2, 3, 4}
und P [X2 = j] = 0 sonst.

b) X1 und X2 sind genau dann unabhängig, falls

P [X1 = i, X2 = j] = P [X1 = i]P [X2 = j]

gilt für alle i und j. Aus a) folgt also, dass X1 und X2 genau dann unabhängig sind, falls

P [X1 = i, X2 = j] = P [X1 = i]P [X2 = j] =
1

16

Bitte wenden!



gilt für alle i, j = 1, 2, 3, 4, also

p =
1

16
und

1

4
− 3p =

1

16
.

X1 und X2 sind also genau dann unabhängig, falls p = 1/16.

c) Es gilt

P [X1 +X2 = 2] = P [X1 = 1, X2 = 1] = 1/4− 3p,

P [X1 +X2 = 5] = P [X1 = 1, X2 = 4] + P [X1 = 2, X2 = 3]

+P [X1 = 3, X2 = 2] + P [X1 = 4, X2 = 1]

= 4p,

P [X1 +X2 = 6] = P [X1 = 2, X2 = 4] + P [X1 = 3, X2 = 3] + P [X1 = 4, X2 = 2]

= p+ 1/4 − 3p+ p = 1/4 − p.

d) Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch

L(µ, x1, . . . , xn) =

n
∏

i=1

fXi
(xi) = µn

n
∏

i=1

1

x2i
1{xi≥µ}

= µn

(

n
∏

i=1

1

x2i

)

1{min{x1,...,xn}≥µ}.

Der Maximum-Likelihood-Schätzer µMLE von µ ist gegeben durch

µMLE = argmax
µ

L(µ, x1, . . . , xn)

= argmax
µ

µn

(

n
∏

i=1

1

x2i

)

1{min{x1,...,xn}≥µ}.

Unter der Nebenbedingung min{x1, . . . , xn} ≥ µ ist µn
∏n

i=1 x
−2
i maximal für µ = min{x1, . . . , xn}.

Also ist
µMLE = min{X1, . . . ,Xn}.

e) Aus Aufgabe b) folgt, dass

µ̂MLE = min{x1, . . . , x5} = 9.9.


