i a Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
mzu rICh Prof. Dr. Martin Schweizer

8. August 2024

Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1

In dieser Aufgabe ist bei jeder Frage genau eine Antwort richtig. (Single choice)

Fiir die ersten zwei Fragen sei Q2 = {wy, ws, w3}, und wir bezeichnen mit (€2, F,P) das Laplace-Modell
auf €.

1.MC1 [1 Punkt] Wie viele Mengen gibt es in F?

(A) |F| =
(B) |F| = 4.
(C) TRUE: |F| =8.
(D) |F| = 10.
Losung:

Wir haben

|F| =2 =2%=3.

1.MC2 [1 Punkt] Wir definieren eine Zufallsvariable X auf ©Q durch X (w;) = 0, X(w2) = 1 und
X (w3) = 1. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(A) X hat eine Bernoulli-Verteilung mit Parameter p = 1/2.
(B) E[X] = 3.

0, a <0,
(C) TRUE: Fx(a) =141/3, a€l0,1),
1, a € [1,00).
(D) Var[X] = 3.

Losung:

Da P[X = 0] = 3 und P[X = 1] = 2 ist, haben wir

0, a <0,
Fx(a) =PX <a]=4¢1/3, a€]|0,1),
1, a € [1,00).

Fiir die néchsten zwei Fragen sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

0, aé€(—0,0),

i, a€l0,1)
FX(a/) — 3’ ) b

%, a€[1,3),

1, a€]3,00).
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1.MC3 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von X?

Also ist

Wir haben )
E[XQ] — 02 X g + 12

Dies ergibt
Var[X]

1
X~ +3x = =

E[X?] — (E[X])* = - —

1 14

3

>2:

6 2

(

14 )

3

17
3 9
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Aufgabe 2

In dieser Aufgabe liegt fiir jede Frage die Anzahl der richtigen Antworten zwischen 0
und 4. (Multiple choice)

Seien X, X5, ..., Xy, wobei N > 4, unabhéngige Zufallsvariablen mit wohldefinierten Erwartungs-
werten und Varianzen.

2.MC1 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind im Allgemeinen wahr?
(A) TRUE: E[Z; 1X] >t ELX].
(B) TRUE: Var[YN, X;] = 2N, Var[X;].
(C) TRUE: COV(Xl,XQ) COV(Xg,X4>.
(D) Var[y ¥, Xi] = 5 25, Var[Xi].

Losung:

(A) ist aufgrund der Linearitat des Erwartungswertes wahr.

(B) ist aufgrund der Unabhéngigkeit wahr.

(C) ist wahr, da Cov(X;, X3) = 0 und Cov(X3, X4) = 0 aufgrund der Unabhéangigkeit.
(D) ist nicht im Allgemeinen wahr. Wir haben Var[+ YV, X;] = -5 YN, Var[X;].

2.MC2 [2 Punkte| Nehmen wir an, dass Xi, Xo, ..., Xy zusétzlich identisch verteilt sind. Welche
der folgenden Aussagen sind im Allgemeinen wahr?

(A) E[Eij\il Xi] = E[X4].

(B) TRUE: Var[>-¥, X;] = NVar[X].
(C) Cov(Xy,X;) = Cov(Xy, Xa).

(D) TRUE: Var[+ 3%, X;] = + Var[X;].

Losung:

) ist nicht im Allgemeinen wahr.
) ist wahr.
) ist nicht im Allgemeinen wahr.
) ist wahr.

(A
(B
(C
(D

Fiir die néchste Frage sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

0, a <0,
Fy(a) = {sin(a), a€0,3),
1, a> 3.

2.MC3 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(A) Die Zufallsvariable X hat keine Dichte.
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(B) Die Dichte von X ist gegeben durch fx(x) = cos(z), = € R.
(C) TRUE: E[X] > 0.

. 1 _
(D) TRUE: E| 1] = /2.

Losung:

) ist nicht wahr.

) ist nicht wahr. Durch Differentiation der Verteilungsfunktion erhalten wir die Dichte
() = cos(@)1o,n/2 (x)-

) ist wahr, weil P[X € [0,7/2]] = 1.

)

ist wahr, weil

B )= [ e [ gy

cos(X) —o0 €OS() o cos(z)

Fiir die nachste Frage sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

2.MC4 [2 Punkte|] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(A) Wenn A, B € F so sind, dass P[A] = P[B] = 0.5, dann ist PJAU B] = 1.

(B) TRUE: Wenn A, B € F unabhéngig sind, dann ist P[A° N B] = (1 — P[A])P[B].

(C) TRUE: Fiir jedes A € F sind die Ereignisse A und () unabhéngig.

(D) TRUE: Wenn A, B € F disjunkt sind, d.h. AN B = {), dann sind A und B nur dann
unabhéngig, wenn P[A] = 0 oder P[B] = 0.

Losung:

(A) ist offensichtlich nicht wahr. Ist zum Beispiel A € F mit P[A] = 0.5 und B = A, dann ist
P[A] = P[B] = 0.5 und P[AU B] = 0.5.

(B) ist wahr, wie in Aufgabe 5-3 der Ubungen gesehen wurde.

(C) ist wahr, weil P[ANQ] = 0 = P[A]P[()].

(D) ist wahr. Weil P[A N B] = P[0] = 0, kann die Gleichheit P[A N B] = P[A|P[B] nur gelten,
wenn P[A] = 0 oder P[B] = 0.
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Aufgabe 3

In dieser Aufgabe ist bei jeder Frage genau eine Antwort richtig. (Single choice)

Wir haben zwei identische Schubladen mit Minzen. Schublade Nummer 1 enthalt drei Minzen im
Wert von jeweils 1 CHF, 2 CHF und 5 CHF. Schublade Nummer 2 enthélt vier Miinzen im Wert von
jeweils 1 CHF, 2 CHF, 5 CHF und 5 CHF.

Wir wéhlen zuféllig (mit gleichen Wahrscheinlichkeiten) eine Schublade aus, und aus dieser Schublade
wéhlen wir dann zuféllig eine Miinze aus (was bedeutet, dass alle Miinzen in der gewéhlten Schublade
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ausgewéhlt werden).

3.MC1 [1 Punkt] Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir eine 5-CHF-Minze erhalten?

(A) TRUE: %
(B) 3.
©) 2.
(D) 3.
Losung:

Wir haben

P[“5CHF”] = P[*5CHF”|“Schublade 17P[“Schublade 17]
+ P[“5CHE”|“Schublade 2”]P[“Schublade 2”]

112
37242
_ 5
12

3.MC2 [1 Punkt] Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir eine 2-CHF-Minze erhalten?

(A
(B
(C
(D

TRUE: ..

24

~— — ~— ~~—

w \I\l\) =
\1\ w‘m

Losung:

Wir haben

P[“2CHF”] = P[“2CHF”|“Schublade 1”)P[“Schublade 17]
+ P[“2CHF”|“Schublade 2”]P[“Schublade 27
1.1 11
=373t 1%%

3
°
n

[\]
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3.MC3 [1 Punkt] Angenommen, wir wissen, dass wir eine Miinze im Wert von 2 CHF oder mehr

erhalten haben. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir die Miinze aus Schublade Nummer 1
ausgewahlt haben?

A
B
C
D

TRUE: —.

(A)
(B)
(©)
(D)

Sl~ 2 Gl

Losung:

Wir haben

P[“Schublade 1”7 und “2CHF oder 5CHEF”|
P[“2CHF oder 5CHE”]
P[“2CHF oder 5CHF”|“Schublade 1”]P[“Schublade 17]
P[“2CHF”] + P[“5CHEF"|

P[“Schublade 1”|“2CHF oder 5CHF”] =

|
[S] )
N [—=

+
e

ST
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3.MC4 [1 Punkt] Wir definieren die Ereignisse

A = {“die ausgewéhlte Miinze hat den Wert 2 CHF"},

B = {“wir wahlen Schublade Nummer 17},
C = {“wir wahlen Schublade Nummer 2”}.

Entscheiden Sie, welche Paare dieser Ereignisse unabhéngig sind.

(A) TRUE: Keines der Paare ist unabhangig.
(B) Nur B und C sind unabhéngig.
(C) Nur die Paare A, B und A, C sind unabhéngig.
(D) Alle Paare sind unabhangig.
Losung:
Wir haben
7 1 1
P[A] = —, P[B]==, P[C]=-
A= L. BB=, BlO)=_,
P[ANB] = PIABIPIB] = - x 1 =1 2 T _ prap(p
N 372 6748 ’
1 1 1 7
P[ANC] =P[A|C]P[C] = 1533 + i P[AP[C],

IP[BQC}:O;Ai:]P[B}IP’

—

al.

Somit sind keine der Paare unabhéngig.

3.MC5 [1 Punkt] Was ist der erwartete Geldbetrag, den wir erhalten?

(A) TRUE: .
(B) -
() 5.
1
(D) -

C
D

~— — ~—

Losung:

Wir haben

P[“1CHF”] = P[*ICHF”|“Schublade 1"]P[“Schublade 17]
+ P[“ICHF”|“Schublade 2"JP[“Schublade 2] =

P[“2CHF”] = P[*2CHF”|“Schublade 17]P[*Schublade 17]

+ P[“2CHF”|“Schublade 2”]P[“Schublade 2”] =

P[“5CHF”] = P[*5CHF”|“Schublade 17]P[“Schublade 17]

+ P[*5CHF”|“Schublade 2”P[“Schublade 27| =

2 472 2
><1+1X1_7

2 4792 2
X1+1X17

2 272 12
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Also folgt - - .
«“ »l 5 o 1
E[“Geldbetrag”] =1 x 24—i—2>< 24—i—5>< 5 = 91"
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Aufgabe 4

Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

2, wenn0<z<yund 0 <y <1,

z,y) =21 )1 =
fxy(z,y) 0.41(2) 10,1 (¥) {(), sonst.

4.A1 [1.5 Punkte| Finden Sie die Randdichten von X und Y.

Losung:

Wir haben
fx(z) = /_O:O Sxy(z,y)dy
= 21y01y(x) /: dy
=2(1-2)1y(x), zeR.
Ahnlich ist
fr(y) = /O:O fxy(x,y)de

Y
= 21[0,1](?/)/0 dz
=2ylp(y), yeR.

4.A2 [2 Punkte| Berechnen Sie E[XY?].

Losung:

Es gilt

E[XY? = // xy2fx,y(x,y)dxdy

1 ry 9
=2 / / xy“dady
0o Jo

1 2
)
=2 [ y*2d

1
=/ y'dy

0
_y51

4.A3 [1.5 Punkte] Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit PlaX < Y] fir a > 1.

Losung:
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Wegen o > 1 ist fiir z < y/a auch < y. Also haben wir
PlaX < Y] =P[X <Y/q]
= / / Loy/a)(2) fx v (2,y) dz dy

1 ry/a
= / / 2dx dy
0o Jo
1
= / 2gdy
0 «
1
=
Alternative Losung: Wegen o > 1 ist ax < 1 nur fir z < 1/a < 1. Also haben wir

PlaX < V] = [[ Lawy(®)frxy (@) dyda

= 2(1 — ax)dx
° 1
=2— — 204/a xzdx
o 0
1 1
=2— — 20—
o 2002
B 1
=
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Aufgabe 5

Seien X, ..., X190 unabhingige Zufallsvariablen mit X; ~ AN (u,0?). Dabei ist 4 € R unbekannt,
aber o2 > 0 fir ¢ € {1,...,100} sind bekannte Parameter.

5.A1 [2.5 Punkte] Finden Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir . Sie miissen nicht tiber-
priifen, ob der gefundene Punkt tatsédchlich ein Maximum ist.

Losung:
Wir haben 100 ,
1 1 (2 — p)
L(x1, . 2100 1) = (_)
(71 L1005 1) g ng exp 2 o2
Damit ist 100 100 )
log L(x1, ..., Z100; 1) = D) Zlog(Qﬂaf) ) Z #
i=1 i=1 0;
Also haben wir
9 100 . —u 100 . 100 1
8,& 0g (1'1, 7$1007:u) P 01‘2 P 01'2 P 22
Dies ist gleich 0 genau dann, wenn
2100 T
i=1 g2
14
o0
Also erhalten wir die Maximum-Likelihood-Schatzfunktion
Y-
n(xy, ..., o, :g,
N( 1 ) 211201 %
zid ot
und somit ist der Maximum-Likelihood-Schétzer ji(X7,. .., X,) = ;Tgi
i=1 g2

In den restlichen Teilen dieser Aufgabe mochten wir testen, ob 1 von Null verschieden ist.

5.A2 [0.5 Punkte] Formulieren Sie die Nullhypothese und die Alternativhypothese.

Losung:

Wir setzen
Hoy:p=0 und Hy:pF#0.

5.A3 [2 Punkte] Finden Sie eine geeignete Teststatistik und deren Verteilung unter der Nullhy-
pothese. “Geeignet” bedeutet hier, dass die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese
bekannt ist und von keinem Parameter abhangt.

Losung:
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Unter Hy haben wir X; ~ N(0,0?).
Aufgrund der Unabhéngigkeit erhalten wir somit unter Hy
SN K

T = =
100 100 _2 ZIOO
i=10; 100 2—i=1 i

=~ N(0,1),

F Y . 1 100
wobei X100 = 100 2wi=1 Xz

5.A4 [3 Punkte| Finden Sie den kritischen Bereich (d.h. beschreiben Sie das Testverfahren) fur
das Signifikanzniveau 5%.

Losung:

Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn 19 zu weit weg von 0 ist. Also berechnen wir

Po[Tio0 & (—c, ¢)] = Po[Tioo > ¢] + Bo[Tioo < —c] = (1 — ®(c)) + B(—c) = 2(1 — ®(c)).

Damit ist
Po[Tloo ¢ (—C, C)] =0.05 <— 2(1 — q)(C)) =0.05
0.05
< ®(c) =0.975
< c=d1(0.975)
<~ c¢=1.96.
Wir erhalten, dass der kritische Bereich fiir Tjop gleich (—oo, —1.96] U [1.96, c0) ist, oder,

dquivalent, der kritische Bereich fiir 3% X; ist ( ,—1. 96\/2}02 Z} [1.96\/230? o; oo)

oder, aquivalent, der kritische Bereich fiir X ist ( 00, — 196, /5100 02} U [@\/ 10002, oo)

100 i=1"1 100

Anders ausgedriickt: wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn |Tjg0| > 1.96 oder, dquivalent,

wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn | 1% X;| > 1.964/3°;%) 02 oder, dquivalent, wir lehnen

1.96 2100

die Nullhypothese ab, wenn | X/q| > 00 o 07

Quantiltabelle der N(0,1)-Verteilung

05[] 075 | 09 | 095 | 0975 | 0.99 | 0.995 | 0.999
| 0.6745 | 1.2816 | 1.6449 | 1.9600 | 2.3263 | 2.5758 | 3.0902 -

Zum Beispiel ist ®71(0.9) = 1.2816.
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