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1. Seien U4 das Ereignis, dass Urne A gewihlt wird, und Up das Ereignis, dass Urne B gew#hlt wird.
Es gilt P[Uy4] = P[Ug] = 1/2.

Sei (b, g) das Ereignis, dass die erste gezogene Kugel blau und die zweite gezogene Kugel griin ist.
Die Ereignisse (g,b), (b,b) und (g, g) werden analog definiert.

a) Gesucht ist P[U4|(g,9)]. Laut Aufgabenstellung gilt

2 2 4 2 2 4
P = .- = — P = —.= = —.
Nach der Formel von Bayes gilt
Pl(g,9)|Ua]P[U] 5 9
PUAl(9,9)] = - = =
Vallo 9l = Py gUAIPUL + Plo.a)[UslPlUs] ~ E+1 3
b) Gesucht ist P[U4] (g, g)]. Laut Aufgabenstellung gilt
2 1 2 2 1 2
P = - = — P = - = = —.
[(9:9)|Ua] = ¢-7 = 55 und (9. 9lUs] = 5-5 = &
Nach der Formel von Bayes gilt
Pl(g,9)|Ua]P[U4] % 3
PlUal(9,9)] = = = 13
VAl @9 = By TUAPUA + Pllo. o) UsIP0s] ~ B+2 13
c) Sei N, die Anzahl aus Urne A gezogener blauer Kugeln. Es gilt
E[Ny] = P[Ny=1]+2P[Ny =2] = P[(b,g) U (g,b)] 4 2P[(b,))]

= P[(b,9)] + P[(g,b)] + 2P[(b, b)].

Mit dem angegebenen Verfahren gilt

3 2 3 3 3
=5 Plobua) === wd Plbb)UA] =

3 2

Wir erhalten somit

2. a) Es gilt (diese Formel muss hergeleitet werden)

tX - itk - itk—\ )‘k
o o 3 o ith—
ex(t) = kgo e P[X = kgo e o

Bitte wenden!



Analog gilt ¢y (t) = (¢ =1) Wir haben
E [eitS] - E [eit(X-i-Y)] = E[etXe]
TR BN B[] = ex ey (0):

Schliesslich erhalten wir pg(t) = et (e =1)  Also hat S eine Poissonverteilung mit Parame-
ter A+ p.

b) Es gilt, da Z unabhéngig von X und Y ist, und X +Y nach a) eine Poisson(A+ u) Verteilung
hat,

PT=n] = P[X+ZY =n| = pP[X+Y =n|+ (1 -p)P[X =n]

oy A )" A
pe n! n!’

+ (1 —p)e
Aus Unabhéngigkeit und der Linearitit des Erwartungswertes folgt
E[T] = E[X]+E[ZY] = A+ E[Z][Y] = A +ppu.

Alternative:

E[T] = Y nP[X+2ZY =n] = pZnPX—i—Y—n an
n=0 n=0
= pEX+Y|+(1—-pEX] = pA+pu+A—p\ = p,u—i—)\.

¢) Aus der Unabhéngigkeit von X und ZY folgt
P[T=nX=k = PX+ZY=n|X=k] = P[ZY =n—k]
Da Y und Z unabhéngig sind, folgt

PT=n|X=k = pPlY=n—k]+(1—p)P[0=n—k]|

Iun—k

(n—k)!

= pei'u + (1 - p)l{n:k}-

a) Es muss gelten

I = //fX,Y(%dedy
— //1{ <‘:B‘<1 1<y<1}d$dy+0//1{ < % % ‘y|<1}d$dy

= 2¢c+c =

Somit gilt ¢ = 1/3. Fiir die Dichte von X gilt
fx(x) = /fXY z,y)d

= ‘/ Licp<ydy + 3 /1 1{%S1S%}dy+§/l/2 L t<astyy
2

shi<e<y + 51{—%%%}-

Aus Symmetrie gilt fy(y) = fx(y) = %1{%§|y\§1} T %1{—%§y§%}'

Siehe nichstes Blatt!



b) Wir haben

E[X? = /foX(x)dx

2 1
= g/x%{%gml}dﬁ5/9521{—%@3%}6“

1 1/2

= é/ xQdaz—l—g/ 22dx
3 J1/2 3 Jo

_ A(1-ysy 218

3 3 3\ 3
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(PR IS
Esgilt 0> = (X —2)24+Y?2 = X2 —4X +4+Y?2. Somit ist, aus Symmetrie gilt E[X?] = E[Y?],

5 29
E[0’] = E[X) |+ E[Y?|+4 = 2E[X?|+4 = sti= %
da nach dem Hinweis gilt E[X] = 0.
Die beste lineare Prognose von ¢® durch X ist gegeben durch
cov(g* X) 2 Elo*X] 2
VA — (X - FEX E = X + E|p”].

Es gilt X¢? = X3 —4X?%+4X + XY?. Nach dem Hinweis gilt E[X] = E[X?] = E[XY?] = 0.
Daher ist E[o?X] = —4E[X?]. Somit haben wir

E[¢*X]
E[X?]

29
X + E[¢?] = —AX + =

c) Die Seitenlédnge des Quadrates ist S = 2max{|X|,|Y|}. Die Fliche des Quadrates ist daher
mindestens 1 und maximal 4. Somit ist fy(v) = 0 fir v <1 und v > 4. Sei v € [1,4]. Es ist
V < v genau dann, wenn S < /v gilt. Es gilt daher, da /v/2 € [1/2,1],

PV <o = Phmax{|X],|Y]} < V/2]
— PIX| < Vo/2, Y] < vo/2

T v/2 ) dmdy

/ /
2 L SSVAY 2 v dydl‘

1 1 1
Somit ist fy (v) = 1/3 fiir v € [1,4].
Fiir E[V] gilt daher
1 102" 5
E = — = - — = —,
V] 3/1 vdv 37, 5




