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1. a) (3 Punkte) Wir haben
. . 1 . . 1
X ~ Binomial ( nx = 1,px = 3 und Y ~ Binomial | ny = 2,py = 5]

Daraus folgt

EX] = nx px = = und Var(X) = nx -px-(1—px) = 7

1
EY] = ny -py =1 und Var(Y) = ny -py - (1 —py) = 5

Wir berechnen nun
E[2S—-3] = 2E[S]-3 = 2E[X+Y]—-3 = 2E[X]|+2E]Y]-3 =0
und, indem wir die Unabhéngigkeit von X und Y verwenden,

Var(2S +1) = 4Var(S) = 4Var(X +Y) = 4Var(X) +4Var(Y) = 3.

b) (3 Punkte) Wir berechnen
PX =0,5=2] PX =0,Y =2]

PIX=0[5=2] = P[S=2] =~ PX=1Y=1+PX=0,Y =2
PIX = 0]P[Y = 2]

P[X =1]P[Y = 1] + P[X = 0]P[Y = 2]
PlY =2] I 1

TP =1+Py =2 I4+I ¥

wobei wir in der dritten Gleichung verwendet haben, dass X und Y unabhéngig
sind, und in der vierten Gleichung, dass P[X = 0] = P[X = 1].

Ausserdem haben wir
P[U =0,5=2] P[X =0,Y =2] 1

P[S=2]  PX=1,Y=1+PX=0,Y=2 3

PlU=0]S=2 =

Bitte wenden!



c) (4 Punkte) Wir haben X € {0,1} und Y € {0, 1,2}. Daraus folgt U € {0, 1, 2}.
Mit Hilfe der Unabhéngigkeit von X und Y berechnen wir

1 1 1
PlU=1] = PIX=1,Y=1] = P X=1]PlY =1] = 5°3 = 1
und
1 1 1
PlU=2] = PIX=1Y=2] = PIX=1|P[Y =2] = 3138
Es folgt
1 1 5
PlU=0 =1-PlU=1-PlU=2] =1—-—=- = —.
v =0) U=1-PU=2 =1-;-2 =~
Damit erhalten wir
1 1 1 1
[U+1] 0+1 v Oh—l—l—l v ]+2+1 v ]
BB SO BT
8 2 4 38 24
a) (3 Punkte) Es gilt
lim Fx(z) = 0 und lim Fx(z) = 1.
T——00 T—00
Aus der ersten Bedingung bekommen wir
! . . 1
0 = lim Fx(z) = lim (ex+co> = ¢y,
T——00 z——o0o \ 4
und aus der zweiten
1L lim Fe(e) = lim (2 4a(l-e)) = 24
= VR -y
Wir bekommen also ¢g = 0 und ¢; = i.
Zu guter Letzt haben wir
1 3 T 1
P[1<X <2 il/mQFX(m) ;%Fx(x) 5 i%<8+16> 16

b) (3 Punkte) Die Fliche A des Kreises mit Radius R ist gegeben durch A = 7R2.
Da R € [1,2] mit Wahrscheinlichkeit 1, ist A € [r, 47| mit Wahrscheinlichkeit 1.
Damit folgt bereits P[A > 4x] = 0. Es folgt ebenfalls, dass F4(a) = 0, fiir a < 7,
und F4(a) = 1, fiir @ > 47. Sei nun a € [, 4n]. Dann haben wir

Fa(a) = P[A<a] = P[rR*<ad] = P[—\/ZgRg\/ﬂ = \/z—l.

Siehe nichstes Blatt!



3.

Zusammenfassend haben wir

0, a<m,
Fa(a) = ¢/5-1, m<a<dn,
1, a > 4m.
Fiir die Dichte f4 gilt dann
d 1L r<a<dn,
fala) = —Fa(a) = 2Vor? == "=
(a) da (a) 0, sonst.
c) (4 Punkte) Wir berechnen
5 [ 5 3 5 3
P <-| =P < - < — P < — —
el - plosir<i]irlu<iins]

=P 2R§%,R§

|
| Rzi] :P{RSZ}JA—P{RS?}
- -

a) (3 Punkte) Die Likelihoodfunktion L(A; Ry, ..., R,) ist gegeben durch

n

LARy,...,Ry) = [[fr(®ily) = [[VRie ™ = 30 ][ Rie M
=1 =1 =1

Die Log-Likelihoodfunktion I(\; Ry, ..., R,) ist dann
I\ Ry,..., RBy) = log(L(\;Ry,..., Ry)) = 2nlog(A) + > log(R;) — AR;.
i=1
Der Maximum-Likelihood-Schiitzer \MEE ist definiert durch
AMLE — arg max{L(\; R1,...,Ry)} = argmax{l(\;R1,...,R,)}.
A>0 A>0

Um [(\; X1, ..., X,) zu maximieren, leiten wir nach A\ ab und setzen die Ableitung
gleich 0. Wir haben

2
O N Ry, Ry = TSR <o

o\ A P
Wir 16sen nun obige Gleichung nach A auf. Der Maximum-Likelihood-Schétzer
AMLE st dann
NMLE _ 2n _
Z?:l R

Bitte wenden!



b)

c)

Man beachte, dass AMLE gerikt grosser als 0 ist.

Bemerkung: Fir die zweite Ableitung der Log-Likelihoodfunktion [(X; Ry, ..., Ry)

qgilt:
0? 0 [ 2n " 2n

=1
Die Funktion I(:; Ry, ..., Ry) ist also strikt konkav fir A > 0 und nimmt daher
tatsichlich im Punkt \MLYE ihy Mazimum an.

(3 Punkte) Da X exponentialverteilt ist mit Parameter 1, haben wir fiir die
Dichte fx von X

fx(@) = e 1oy
Die Dichte fy der auf [1, 3] gleichverteilten Zufallsvariable Y ist gegeben durch

1
fy(y) = 3 Li1<y<3y-

Mit Hilfe dieser beiden Dichten berechnen wir fiir uw > 0

0 00 1 3 o] .
P> Y] = [ [ gy @) e dady = 5 [ [ e duay
—o00 J —o0 uy
171 3

e
13 2100 13
= — —e dzf _Uyd = _|—Ze W
2/1[e}uyy 2/16 LY T

1, _ _
_%(eu_e?fu) :27

Fiir u > 0 gilt also
1
Fy(u) = PX/Y <u] = PIX <uY] = I=P[X >uY] = 1--c™" (1—e2).

Ausserdem, da X > 0 ist und Y € [1,3], jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1, ist
U = X/Y > 0 mit Wahrscheinlichkeit 1. Also ist Fyy(u) = 0 fiir u < 0. Zusam-
menfassend haben wir

Fu(u) 0, u <0,
u =
v - e (1—e2), u>o0.

(4 Punkte) Die Fliche A des Rechtecks ist gegeben durch A = X - Y. Sei Z die
beste lineare Prognose von X durch A. Geméss dem Skript haben wir fiir Z die
Formel:

Cov(X, A)
Z = ——""(A- E[A]) + E[X].
Var(A) ( [4]) + E[X]
Wir bemerken zuerst, dass E[Y] = 2. Ausserdem haben wir
BiXl = [ eixwir = [Cactie = o7 [Detas
oo 0 ;

= / e Tdxr = [—efz]go =1
0

Siehe nichstes Blatt!



E[X2] = / $2fX(33)dx = /0 e Cdr = [—x26_ﬂgo+/0 2xe " dx

—0o0

= / 2ze”¥dx = 2E[X] = 2,
0

sowie

e 3 3
1 1 1 13
EY?] = 2 d:/Qd:i” = —(27-1) = —.
Y7 /_Ooy fy(y)dy T 6V |, o ) = 3
Beachten Sie, dass X und Y unabhéngig sind. Dies wird in den folgenden Berech-
nungen immer wieder verwendet. Wir berechnen zuerst

E[A] = E[XY] = EIX|E[Y] = 1-2 = 2.
Weiter haben wir

Cov(X,A) = E[XA] - E[X]E[A] = E[X?Y] - E[X]E[A]
= E[X?E[Y]-E[X]|E[A] = 2-2—-1-2 = 2,

sowie

Var(A) = E[A%] — E[A]? = E[X?Y?] - E[A]? = E[X?|E[Y? - E[A)?

2 14
o B e 26, 1
3 3 3

Aus den obigen Berechnungen folgt fiir die beste lineare Prognose Z von X durch

A:
2 3 3 3 1
m(A=2)+1 = ?A——-2+1 = ?A+—.

5 7 7

7 =



