Prof. Dr. A.-S. Sznitman ETH Ziirich Winter 2016

Musterlosung

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
(BSc D-ITET)

1. Die Aufgabe handelt von dreimaligem Ziehen aus der Menge {1,2,3,4,5,6} ohne Zuriicklegen. Wir
wéhlen als Grundraum

Q = {{z1,22,23} | x1,22,23 € {1,2,3,4,5,6}, ; # x; fiir i # j},
mit Q] = (§) = 20.
a) Die giinstigen Fille werden beschrieben durch A = {{6, 21,22} | 21,22 € {1,2,3,4,5}, 21 #
zo}. Es gilt |A] = (g) = 10. Es folgt

P[6 wurde gewéhlt] = — =

Sei G; das Ereignis, genau ¢ gerade Zahlen zu ziehen, ¢ =1, ..., 3. Es gilt

G = {{x1,z2,23} | 71 € {2,4,6}, x9, 23 € {1,3,5}, w2 # x3};
Gy = {{x1,z2,23} | 1 € {1,3,5}, w2, 23 € {2,4,6}, x9 # x3};
Gs = {{2,4,6}}.

Fiir die Kardinalititen gilt |G| = |G2| = 3 x (g) = 9 sowie |G3| = 1. Fiir den Erwartungswert
von X folgt somit

3
E[X] = Y iP[X =i] = P[G1] +2P[Gy] + 3P[Gs]
i=1
9 9 1 30 3
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b) Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt

P[{6 wurde gewshlt} N {X =2}]  |[ANGy
P[6 wurde gewihlt] B | A

P[X =2 |6 wurde gew#hlt] =

Wegen ANGy = {{6,x1,22} | x1 € {2,4}, z2 € {1,3,5}} mit [ANG2| =2 x 3 =6 folgt

6 3
P[X =2 |6 wurde gew#hlt] = 0= 5

c) Sei Y7 die erste gezogene Zahl und Ys die zweite gezogene Zahl. Nach dem Satz der totalen
Wahrscheinlichkeit gilt

2
P[Y; 4+ Y; gerade] = PI[Y; ungerade | Y} ungerade]g
1
+ P[Y; gerade | Y} gerade]g
_22,11 4 1 1646 _ 11
33 23 9 6 36 18

Bitte wenden!



2.

a) Wegen der Unabhéngigkeit von H und R gilt

ElV] = E[rHR? = nE|HR? = nE[H|E|R?] = gE[RQ] _—

wobei wir verwendet haben, dass F[H| = fol xdx = 1/2 gilt. Analog gilt fiir die den Erwar-
tungswert von .S,

E[S] = E@2n(HR+ R?®)| = 2rE[HR] + 2nE[R?] = 2rE[H|E[R] + 2rE[R?|
mE[R] + 41 = bm.

Es gilt daher auch
cov(S,V) = E[SV]-E[SIE[V] = 2r’E [H*R* + HR'] — 5n°
2n°F [H?| E [R®] + 2n°E [H] E [R'] — 57°
12n°F [H?] + 24n° — 57
= 47% +197° = 237°.

b) Die beste lineare Prognose von V' durch R ist gegeben durch

_ cov(V,R) B
Z = Srgay (B BIRD +BIV) = cod(V, R)R 1)+,

da E[R] =1, Var(R) = E[R?*] — 1 =1 und E[V] = 7. Es gilt

cov(V,R) = E[VR]—E[V]|ER] = nE[HR®| — =
= nE[H|E[R*] -7

= 3r—7m = 2.
Somit folgt

Z = cov(V,R)(R—1)4+7m = 2r(R—1)+7 = 2rR— .

c) Wir bemerken zuerst, dass die gemeinsame Dichte von H und R wegen der Unabhingigkeit

gegeben ist durch
frar(h,r) = fu(h)fr(r),
fiir h,r € R, wobei fg und fr die Dichten von H bzw. R beschreiben.

Um die Dichte von T' zu bestimmen, bestimmen wir zuerst die Verteilungsfunktion Frr(z) von
T. Esist F(z) =0 fiir x <0. Fiir x > 0 gilt

FT(ac) = / / 1{h§xr}fH7R(h,T)dhd7“

= /00 fu(h) (/00 1{h/x§r}erdr> dh
e 0
- /O <—e_r|271> dh

1
= /e_h/xdh = —ge e

(1] = x(l—e_l/x).
0

Fiir die Dichte von T erhalten wir schliesslich fr(x) = 0 fiir z < 0 und

fr(x) = %FT(x) = <1 _ 6*1/1) +z (_671/1/x2) — e Vo _ efl/x/x,

fiir x > 0.

Siehe nichstes Blatt!



a) Es muss gelten
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Somit gilt ¢() = 9. Fiir den Erwartungswert von X gilt
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b) Es gilt log(14+X) > 0, also F(y) = 0 fiir y < 0, wobei F' die Verteilungsfunktion von log(1+X)
ist. Fir y > 0 gilt

e¥—1
Fly) = Plog1+X) <o) = PIX<e/ -1 = [ —Smrae

1 _|_x)19+1
1 e¥—1
—(1+2)?],
B 1
_ eTy

log(1 + X) hat also eine Exponentialverteilung mit Parameter 9.

c) Die Likelihood-Funktion ist fiir xq,...,x, > 0,

L(;ar, o en) = [ folw) = ﬂ"HW-

Die log-Likelihood-Funktion ist also

(9521, .. xy) = nlog(¥) — (9 +1) Zlog(l + ;).

i=1

Wir leiten diese Funktion nach ¢ ab und setzten den Ausdruck gleich 0.
n n
0= - ;log(l + ;).

Der Maximum-Likelihood Schétzer ist also gegeben durch
i 1
i log(1+ X;)
wobei X7,..., X, unabhingige Zufallsvariablen sind, welche je die gleiche Verteilung wie X

haben.
Es gilt wegen der Unabhéngigkeit, dass

Var(1/9) = Var <% ilog(l + XZ)> = % i\/ar (log(1 + X;))
i=1

=1
I 1 1
= Pl T
=1

wobei wir verwendet haben, dass log(1+ X) eine Exponentialverteilung mit Parameter ¢ hat.



