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Musterlosung
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a) (3 Punkte)

(i) Von den sieben zur Verfiigung stehenden Zahlen sind 3 gerade (2,4,6) und 4
ungerade (1,3,5,7). Gemiss dem Laplace-Modell haben wir
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Wir berechnen nun (sieche die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)
P[X =3,X > 1] P[X = 3] = 1
[ X 2 1] P[X > 1] 1—-P[X =0] 1—% 31

(ii) Wir definieren das Ereignis

A = Die Zahl 4 ist in der ausgewéahlten Teilmenge enthalten.
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und somit erhalten wir

P{X=31nA P[X =3 L 1
Pix =34 = P[A]}m ' - [P[A] ' - T

b) (3 Punkte) Der Zufallsvektor (X,Y) kann die Werte (0, 3),(1,2),(2,1),(3,0)

annehmen. Daraus folgt, dass die Zufallsvariable U = % genau die Werte aus

der Menge
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b= 0

annehmen kann. Da Y durch X bestimmt ist (Y = 3—X), reicht es, nur die Werte
von X zu betrachten, um die Verteilung von U = £X zu bestimmen. Wir haben

4 1 1
PlU=0] = P{X=0}U{X =3} = PI X=0]+P[X =3] = £+£ =

Bitte wenden!



Die Verteilungsfunktion Fy; von U ist daher gegeben durch

0, u<0,
Fy(u) = ¢4, 0<u<l,
1, 1<u.
c) (4 Punkte) Wir definieren das Ereignis
B = Genau zwei gerade Zahlen in der ausgewéhlten Teilmenge.

Ausserdem definieren wir die beiden Ereignisse

Cy = Die Zahl Z ist gerade.
C1 = Die Zahl Z ist ungerade.

Mit Hilfe der Formel von Bayes schreiben wir

P[B|Co) - P[Cy]

P[Cy|B] = )
ColBl = BlBICq] - PICo] + PIBICIT - PICI]
Wir haben 5 )
P[C()] = g und P[Cl] = g,
sowie (4) ' (4) "y . o1 ;
P[B|Cy) = ¥ 2 = 12 - = o = (: >
(3) T3 -8 56 7
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P[B|Cy] = 2 3 U — = —.
(3) 7-8 56
Wir erhalten
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a) (3 Punkte) Wir definieren das Ereignis
D = Genau eines der ersten beiden Dokumente hat keine Druckfehler.

Wir haben
P[D] = P[{N1=0,Ny >1}U{N; >1, Ny =0}
= P[N; =0,Ny > 1]+ P[N; > 1,No = 0].
Indem wir die Unabhéngigkeit von N; und N2 verwenden, bekommen wir

P[D] = P[N, =0]-P[Ny > 1] + P[N; > 1] - P[N = 0]

Siehe nichstes Blatt!



b)

Wir haben

Es folgt
P[D] = e te P —2e e = A p e 273
(3 Punkte) Wir verwenden in dieser Aufgabe, dass der Parameter einer Poisson-

verteilung zugleich auch deren Erwartungswert sowie Varianz ist. Mit der Linea-
ritét des Erwartungswerts bekommen wir

E[T] = E[Ni+ Na+ N3] = E[Ni]+ E[N3] + E[N3] = A42X+2X = 5\
Mit der Unabhingigkeit von Ny, Ny und N3 erhalten wir
Var (T’ — 2N3) = Var (N; — Na + N3) = Var(N;) 4 Var (—Nz) + Var (N3)
= Var (Ny) + (—=1)% - Var (Ny) + Var (N3) = A+2X\ 42X = 5\

Wir berechnen
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(4 Punkte) Wir definieren die drei Ereignisse
FE; = Das erste Dokument wurde ausgewahlt.
E> = Das zweite Dokument wurde ausgewsihlt.
FE3 = Das dritte Dokument wurde ausgewéhlt.
Wir haben )

PlE\] = PlBy] = PlEs] = <.

Mit Hilfe des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit konnen wir schreiben
PN =1,T=2] = PIN=1,T =2|E|- P[Ey]+ P[N =1,T = 2|Es] - P[E5]
+ P[N =1,T = 2|E3] - P[E3]

1
= §(P[N1:1,T:2]+P[N2:1,T:2]+P[N3:1,T:2])
1
= 3 (PIN1=1,No+ N3 =1+ P[N2 =1, N1 + N3 = ]
+P[N3:1,N1+N2:1])
1
= g(P[lel,NQZLN:;:O]—i-P[Nl:1,N2:0,N3:1]

+P[N1 :1,N2:1,N3:O]—|—P[N1:O,NQZI,Ngzl])
+P[N1 :1,N2:0,N3:1]—|—P[N1:0,N2:1,N3:1]).

(P[Nl:1,N2:1,N3:0]—|—P[N1:1,N2:0,N3:1]

[SCIN )

—i—P[Nl:O,NQ:l,Ng:I]).

Bitte wenden!



Durch die Unabhéngigkeit von Ny, N2 und N3 erhalten wir

PIN=1,T=2] = %(P[Nl:1]-P[N2:1]-P[N3:O]

+ P[Ny =0]- P[N2 = 1] - P[N3 = 1]).

Ny ~ Poi(A), Ny ~ Poi(2)) und N3 ~ Poi(2)),

haben wir

PIN; =1] = Xe™®,  P[Ny=1] = 2X¢™®  und  P[N3=1] = 2\e 2,

Es folgt
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3. a) (3 Punkte) Die Likelihoodfunktion L(u; Ry, ..., Ry) ist gegeben durch

n n

n —H
L(p; Ry, R) = [[fr@Bilp) = [J(e—DR™ = (n=1)" (HRi) -
=1

i=1 i=1
Die Log-Likelihoodfunktion I(y; Ry, ..., Ry) ist dann

s Ry, ... Rn) = log(L(u; Ry,..., Ry)) = nlog(u—1) —p Y log(Ri).
=1

Der Maximum-Likelihood-Schiitzer iMF ist definiert durch

PMEE — argmax{L(u; R1,...,Ry)} = argmax{l(;; R1,...,Rn)}.
pu>1 pu>1
Um I(p; X1, ..., X,) zu maximieren, leiten wir nach p ab und setzen die Ableitung

gleich 0. Wir haben

0 n - 1
—(u; ..., R, = — log(R;) = 0.
8/.LZ(M’ Rlv ) ) o — 1 ; Og( )

Siehe nichstes Blatt!



b)

c)

Wir 16sen nun obige Gleichung nach p auf. Der Maximum-Likelihood-Schitzer
aMEE ist dann
n

2?21 log(R;)

strikt grosser als 1 ist.

GMLE _ 1 4
Man beachte, dass M

Bemerkung: Fir die zweite Ableitung der Log-Likelihoodfunktion I(p; Ry, ..., Ry)
gilt:

82 0 n . i
WZ(M7R17--~7Rn) = 8H(ﬂ_l—gl()g(Rz')) - _(M—1)2 < 0.

Die Funktion I(-; R1,...,Ry) ist also strikt konkav fir u > 1 und nimmt daher
tatsdchlich im Punkt GMYF ihy Mazimum an.

(3 Punkte) Die Grundfliche A und das Volumen V des Zylinders sind gegeben
durch A = 7R? und V = 7R?H. Da H und R unabhingig sind, haben wir

Cov(A,V) = E[AV] - E[A|E|V] = E[rR*rR’H| — E[nR*|E[rR*H]
2E[H|E[R'] — m*E[H|E|R* E[R?]
*E[H] (E[R"] - EIR*|E[R?) .

™
= T

H ist uniformverteilt auf [0,1]. Es folgt E[H] = 1. Fiir das zweite und vierte
Moment von R berechnen wir

oo [ee] r 1 700 1
E[R?] = / r? fr(rlp=T7)dr = / P26 Tdr = 6|1t —¢l =3
—0o0 1 L 4 11 4 2
und
4 > 4 o 4 o —7 ! 72_00 1
E[RY] = rt fr(rlp="T)dr = r=6r ‘dr = 6 |—=r = 6.— = 3.
—00 1 i 2 11 2
Wir bekommen
1 2
Cov(A,V) = 7725 (3— <g) ) = 2772.
(4 Punkte) Wir haben
PlA<m) = PR <2r] = PR <2 = P[-V2<R< V2
o0 V2
- —61V2
= / fR(r\u=7)'1{,ﬁ9§\/§} dr = /1 6r " dr = [—r 6]1
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Bitte wenden!



Weiter berechnen wir
PV <w/2] = P[rR*H <r/2] = P[R*H <1/2]

= / / fr(rlp =T7) Lio<n<1y - Lyp2n<i oy drdh

1 00
—7
= -1 .
/0 /1 67 {T‘S T@h)} drdh
Dieses Integral ist gleich 0 falls
1 > /1/(2h),

was gleichbedeutend ist mit A > 1/2. Wir miissen also nur den Bereich A < 1/2
beriicksichtigen. Wir bekommen
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Alternative Berechnung von P[V < 7/2]:
PV <w/2] = P[rR*H <7/2] = P[R*H <1/2]

:/ / fr(r|p="17)- 1{0<h<1} 1{r2h<1/2}dhd7“

:/ /6T 1{h<1/(272)}dhdr

Da wir nur r > 1 betrachten, ist 0 < 1/(2r?) < 1/2 < 1. Es folgt

1/(2r?) © q e 00_9
P[VSW/Q]:/ / rz/l ﬁGT dr = 3 /17“ dr

~ 3|5 L _ g



