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1.

a)

b)

(X,Y) kann die Werte (2,0), (1,1) oder (0,2) annehmen. Zur Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten dieser drei Ereignisse verwenden wir den Satz der
totalen Wahrscheinlichkeit. Seien U; und U, die Ereignisse “Urne 1 wird
gewdhlt” und ”Urne 2 wird gewahlt”. Dann gilt
PIX=2Y =0 = P[X =2Y =0|U;]P[Uy]
+P[X =2,Y = 0|Us] P[U,)]. (1)
Die Wahrscheinlichkeit eine rote bzw. eine blaue Kugel zu ziehen ist unter

der Bedingung U; gleich 1/4 bzw. 3/4, unter der Bedingung Us, je 1/2. Da
die sukzessiven Ziehungen unabhéngig sind, erhalten wir daher aus (1),
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Px=2Y=0 = (3)5+(3) 5~ %

Analog gilt mit (1),
PIX=1Y =1 = PX=1Y = 1|I}]P[U)] + P[X = 1,Y = 1|Us] P|U}]
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sowie
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Die gemeinsame Verteilung von (X,Y") ist daher
5} 7 13
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Die Verteilungsfunktion F'y von X ist definiert durch Fx(z) = P[X < z,
somit gilt

0 r <0
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27/32 1<z <2
1 2<z

Fx(ai) =

Das Ereignis “die beiden gezogenen Kugeln haben dieselbe Farbe” ist die
disjunkte Vereinigung der Ereignisse {X =2, =0} und {X =0,Y = 2}.
Daher erhilt man mit (2),

P[Kugeln haben dies. Farbe] = P[X =2,Y =0+ P[X =0,Y = 2]
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Bitte wenden!



Sei V ={X =Y = 1} das Ereignis “die beiden Kugeln haben verschiedene
Farben”. Dann folgt aus dem Satz von Bayes,

P

[U1|V] =

PUJPIX =Y = 1|U,] _ 5(2
PIX =Y =1] -

Wiederum verwenden wir den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und er-

halten
PIX =2,Y =0 = 0 (nur eine rote Kugel in jeder Urne),
PX=1Y=1] = P[X=1Y =1|U|P[U,|+ P X =1,Y = 1|U| P|U,]
/13 31N\ I 3
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PIX=0,Y =2] = P[X =0,Y =2[U}]P[U1] + P[X = 0,Y = 2|Us] P[Uy]
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und haben somit die gemeinsame Verteilung von (X, Y) als
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bestimmt. Ausserdem gilt mit V' wie oben,

P[U1|V] = =
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X1, X5 und X sind Binomialverteilt mit Parametern n = Ny, Ny und N;+ N,
und p = 1/4. Daher gilt

sowie

E[Xy|=Nip=2(1/4) =1/2,
E[X5] = Nop =10(1/4) = 5/2, und
EX| = E[Xq]|+ E[X5] =3,

var(X) = Nipg = 2(1/4)(3/4) = 3/8,
var(Xz) = Napg = 10(1/4)(3/4) = 15/8,
var(X) = (N7 + No)pg = 12(1/4)(3/4) = 9/4.

Siehe nichstes Blatt!



b)
PX;=1,X =1]

PIX, =1X =1] =

P[X =1]
CPX, =1,X,=0]
P[X =1]
(X1, X2 unabh.) P[X; = 1]P[X; = (]
B P[X =1]
_ (2pg)(¢) _1
12pgtt 6’
P[X,>1|X =2] = P[X})[ZXL:);] 2
CPHX =1,X, =1} U{X, =2, X, = 0}]
B P[X = 2]
(Breignisse disj.) P[X1 = 1, Xy = 1] + P[X; = 2, X5 = 0]
B P[X =2]
(X1, X2 unabh,) P[X = 1]P[X, = 1] + P[X; = 2|P[X, = 0]
B P[X = 2]
_ (2pq)(10pg°) + (r*)(¢")
(5)p*a"
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c) Die beste lineare Prognose von X; durch X, ¢ = 1,2, ist gegeben durch

B cov(X;, X)

Z; = var(X) (X — E[X]) + E[X)]. (3)

Wir berechnen also

cov(Xa, X) = E[X X,] — E[X]E[X,)]

(X1 + X)) Xo] — E[X) + Xo| B[ X5

[X1X,] + E[X3] — E[X1]E[X,] — E[X,]?

e X BN B[X] + BXF) - BIX(E[X,] — E[X,)’
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= E[X3] = B[X,]" = var(Xp) = (4)
und erhalten durch Einsetzen in (3), die beste lineare Prognose von X, durch
X:

15 x 4 5 b5

X-3)+2-="2X.
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Bitte wenden!



b)

Analog wie in (4) erhalten wir cov(Xy, X) = var(X;) = 3/8, und bestimmen

somit die beste lineare Prognose von X; durch X als

3 x4 1 1
X -3 - = -X.
8><9( )+2 6

Wir setzen [ f =1,
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und bestimmen so ¢ = 4.

Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch

Fle) = PIX <4 = [ " F)dy

=0 fiur z < 0.
:/ILdy:(—(l—l—y)4)x:1—#fﬁr:€>0.
o (T+yp 0 (1+a)* B

Wir berechnen zunéachst

o0

E[l+ X] = /OOO ﬁdm = 4(—%(1 +x)_3>0 = g,
2

(e e}
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Damit erhalten wir

0

1
EX|=Fl+X]|-1= 3 und

E[X2]:E[(HX)Q]—zE[X]—1:2—§—1=%.

Fiir y < 1 gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y,
Fy(y) = PlY <y] = Ple® <y] < Ple* <1]=P[X <0]=0.
Fiir y > 1 erhélt man

1
Fy(y) = Ple® <y] = P[X <logy] = Fx(l =1-—.
v(y) = Ple” <y| = P[X <logy|] = Fx(logy) 1T Tog )
Durch Differenzieren der Verteilungsfunktion erhalten wir die Dichte fy von
Y:
Fely) = S Fe()
y\Yy) = dy y Y

{ 0 fir y < 1,
y(
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