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Aufgaben und Lo6sungsvorschlag

1. [22 Punkte]

Beantworten sie die folgenden Multiple Choice Fragen auf dem beigelegten Antwort-
formular.

Es kéonnen mehrere Antworten pro Frage richtig sein. Jedes richtig gesetzte Kreuz gibt 2 Punkte
und fir jedes falsch gesetzte Kreuz werden 2 Punkte abgezogen. Die minimale Anzahl Punkte fiir
die gesamte Aufgabe ist 0.

(a) Sei a € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art, und 5 die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 2. Art. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn
die Alternative richtig ist,

i. 1—0.
ii. 1—a.
iii. [.

iv. a.
Lo6sung:

i.

(b) Seien 77 und 75 unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Dann gilt

i. min {7}, 15} ist exponentialverteilt mit Parameter 2.
ii. min {73, T,} ist exponentialverteilt mit Parameter \/2.
iii. min {77, T5} ist nicht exponentialverteilt.

Lo6sung:

i.

(c) Sei A eine o-Algebra. Fiir alle ¢ € N entspricht A; € A dem Ereignis “im Zeitpunkt ¢ tritt
das Phanomen ¥ auf”. Welche der folgenden Mengen driicken das FEreignis “U tritt eine
gerade Anzahl mal auf”?

O (R0
JCN jed ieN\J

|7|€{2,4,6,...}

iU ((nAj>m(nAg>>
JCN jeJ iEN\J
|7|€{2,4,6,..}

. U ((Ak1 NN Ag,,)N ( N A;))
neN 1<k <...<kan FEN\{k1,...,k2n }

iv. U N <(Ak1 U...UAy,, ) )U ( U Aj))
neN 1<k <...<kon jEN\{k‘l ..... kgn}

Loésung:
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ii. und iii.

(d) Betrachten Sie zwei Ereignisse A, B mit P(B¢) > 0. Welche der folgenden Aussagen sind im
Allgemeinen wahr?
i. P(ANB°) =P(A) —P(AN B)
P(A[B%)(1 - P(B))

ii. P(ANB°) =
iii. P(AN B°) =1—-P(A°) — P(B)
iv. P(AN B¢) =P(A)P(B°)
Losung:

i. und ii.

(e) Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in N. Welche der folgenden Aussagen sind im Allge-
meinen wahr?

L EX] =3 ,P(X >n)
i. E[X] =" P(X >n)
iii. EX] =7 P(X <n)
iv. E[X] =57 P(X <n)

Lo6sung:

11.

(f) Wir betrachten ein Aquarium mit 8 Fischen, 3 davon sind Forellen, 5 sind Barsche. Wir
fangen zufillig 3 Fische aus dem Aquarium. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir zuerst
einen Barsch, dann eine Forelle, und dann wieder ein Barsch fangen?

oo
i, =
iii. =
v, o2

Losung:

ii.

(g) Sei X eine Poi(\)-verteilte Zufallsvariable fiir ein A > 0 und sei Y = 4X — 2. Was ist die
Momenterzeugende Funktion von Y?

i My (t) = e M1

4t

. My(t) = e 2e?
i, My (t) = e 2eMe™ -1
iv. My(t) = e 2e M —1)
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iii.

(h) Seien Xj,..., X, iid. N(u,0?) verteilt fir 4 € R, 0 > 0. Was ist die Verteilung von
LN oxo_)?
o2 (n lel 7 ILL) °

(1) Seien (X;);ey i.i.d. Bin(4, p) verteilte Zufallsvariablen mit unbekanntem Parameter p € (0,1)

und sei T, (z1,...,2,) = Wfo"- Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
i. T, ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir p.
ii. Die Folge (T, )nen ist konsistent fiir p.

iii. Weder i. noch ii. sind wahr.

Losung:

iii.
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2. [9 Punkte]

Wir betrachten eine Urne, in der sich drei Wiirfel befinden. Wiirfel 1 und 2 sind gezinkt, wahrend
Wiirfel 3 fair ist. Die folgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeiten der beiden gezinkten Wiirfel

an:

| | 1 [ 2[3] 4] 56|
Wiirfel 1 [ 1/18 [2/9 [ 1/6 [ 1/18 | 1/3 | 1/6
Wiirfel 2 [ 2/9 | 0 | 1/2] 1/9 | 1/18 | 1/9

Ein Wiirfel wird zufillig gezogen und 2 mal nacheinander geworfen.

(a) Geben Sie einen geeigneten Grundraum €2 an, um dieses Zufallsexperiment zu beschreiben.

Lo6sung:

Aus der Urne kann man drei verschiedene Wiirfel ziehen, und mit jedem Wiirfel 6 Zahlen
wiirfeln. Der Grundraum ist also gegeben durch

Q={(w,x1,20): w e {1,2,3},x; € {1,2,3,4,5,6}}
= {1,2,3} x {1,2,3,4,5,6}%

Der Wiirfel zeigt 3 und 5. Gegeben dieser Beobachtung bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten,

dass

(b) Wiirfel 1 gezogen wurde.
Losung:

Wir bezeichnen mit A das Ereignis, dass eine 3 und eine 5 gewiirfelt werden. Aus dem
Satz von Bayes gilt

P(A|Wiirfel 1 wurde gezogen)P(Wiirfel 1 wurde gezogen)

P(Wiirfel 1 wurde gezogen|A) = )
Es gilt
P(A[Wiirfel 1 wurd j— Lol gpy
tirfel 1 wurde gezogen) = — - — = —
B0 T 6 3 T 18
. 1
P(Wiirfel 1 wurde gezogen) = 3 (1P)
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1.1
P(Wiirfel 1 gezogen wurde|A) = 183

1
=—. (1P)
= 2
(c) Wiirfel 2 gezogen wurde.
Losung:
Wir benutzen wieder den Satz von Bayes:
P(Wiirfel 2 wurde gezogen|A) — P(A|Wiirfel 2 wurde gezogen)P(Wiirfel 2 wurde gezogen)‘
P(A)
Es gilt
P(A[Wiirfel 2 wurd =L Lo gpy
e e gezogen) = — - — = —
iir wurde gezogen) = o - 2 = =,
. 1
P(Wiirfel 2 wurde gezogen) = —.
Somit ist
11 1
P(Wiirfel 2 gezogen wurde|A) = 252 = 7 (1P)
27
(d) der faire Wiirfel (d.h. Wiirfel 3) gezogen wurde.
Losung:
Die Wahrscheinlichkeit, dass der faire Wiirfel gezogen wurde ist
P(Wiirfel 3 wurde gezogen wurde|A)

= 1 — P(Wiirfel 1 wurde gezogen|A) — P(Wiirfel 2 wurde gezogen|A) =
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3. [16 Punkte]

Wir betrachten zwei Zufallsvariablen X und Y mit gemeinsamer Dichtefunktion fx . Die Dich-
tefunktion sei konstant gleich ¢ auf dem grauen Bereich und 0 ausserhalb.

Y

1

(a) Bestimmen Sie die Konstante c.
Losung:

Wir bezeichnen das Quadrat [—1,1] x [—1, 1] mit @, wobei
Q={(r,y) eR*: —1<z<1,-1<y<1}.
Dann ist laut Angabe

¢, falls (z,y) € Q,
0, sonst '

fxy(z,y) = {

Die Flache von @ ist 4, daraus folgt

/ /Q cdudy = 4c. (1P)

Wegen der Normierungseigenschaft wollen wir also, dass 1 = 4¢ und somit gilt ¢ = %L.
(1P)

(b) Bestimmen Sie Randdichte fx von X und die Randdichte fy von Y.
Loésung:

[Lldy=1, falls —1<z<1 (1P)

fx(z) (1:13)/_ fxy(x,y)dy = {O sonst (1P)

[Llde=1 falls —1<y<1 (1P)
0 sonst '

Y

fr(y) = /_oo fxy(z,y)de = {

(c¢) Bestimmen Sie E[Y] und Var(Y).
Losung:
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o0

E[Y] Z/_ yfy(y)dy = %/_13/@:0- (1P)

o0

00 1
E[Y?] Z/_ y2fy(y)dy=%/_ y dy—% 2:% (1P)

Somit gilt Var(Y) = 5. (1P)
Alternativ kénnen E[Y] und Var(Y) auch direkt aus der Formelsammlung abgelesen
werden.

(d) Bestimmen Sie die Kovarianz von X und Y. Sind X und Y unabhéngig? Begriinden Sie Ihre

Antwort.
Losung:

Da E[X] = E[Y] = 0, gilt Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[XY]. (1P)

E[XY] (lp)/ / vy fxy(z,y)dedy = - //xyda:dy
:—/ / xydxdy:—/ xd:c/ ydy =0. (1P)
2)0J)4 1) -1

Somit ist Cov(X,Y) = 0, d.h. X und Y sind unkorreliert. Die Zufallsvariablen X und
Y sind unabhéngig, denn fxy(z,y) = fx(z)fy(y) (1P):

el = (31000 (51000

1

= 11[71,1] ()11111(y)

=—lg(z,y) = fxy(z,y).

(e) Berechnen Sie P(X2 +Y? < 1).

Lo6sung:

Es gilt
P(X?+ Y2 <1) B PX,Y) e B,(0)

) / fxy (@, y)d(z,y) = %)\(31(0)) =7 (P)
B1(0)
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4. [8 Punkte]

Betrachten Sie eine Folge (X,,)nen von i.i.d. exponentialverteilten Zufallsvariablen mit Parameter
1. Sei a > 0 und
A, ={X, > aln(n)}.

(a) Im Fall, dass a < 1, zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass unendliche viele A,, eintreten
gleich 1 ist.

Losung:

Die Ereignisse A,, sind unabhéngig. Es gilt
]P(ATL) = ]P)(Xn > Oéln(n)) = / e_mda’; — e_aln(n) — ,n/—OZ' (1P)
aln(n)
Damit ist

> P(A) =) n =00, (IP)

falls &« < 1. Aus der zweiten Aussage des Borel-Cantelli-Lemmas folgt

P(unendlich viele A,treten ein) (1B P(Npeny Ugsn Ax) = 1. (1P)

(b) Im Fall, dass o > 1, zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass nur endlich viele A,
eintreten gleich 1 ist.

Losung:

Falls oo > 1 ist, gilt
> P(A) =) n*<oo. (1P)
n=1 n=1
Aus der ersten Aussage des Borel-Cantelli-Lemmas folgt
P(Mnen Upksn Ag) = 0. (1P)
Also

P(nur endlich viele A, treten ein) 1 P(UnenMisnAf) = 1=P(NpenUps>nAr) = 1. (1P)
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5. [22 Punkte]

Seien X, ..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit uniformer Verteilung auf [0, 6] fiir ein unbekanntes

0 > 0. Wir setzen M,, = maxj<g<, Xk.

(a) Berechnen Sie die Verteilungs- und Dichtefunktion von M,, in Abhéngigkeit von 6.

Losung:

Wegen der Unabhingigkeitseigenschaft ist die Verteilungsfunktion von M, fiir = € [0, 0]
gegeben durch

Fyar, () = Po(M, < 2) B Py(X, < 2,... X, < 2)
(1P) -
g o( X4 ) 119
=0"z". (1P)
Wir erhalten also
0, z <0
Fou,(z) =4 0", x€1[0,0]. (1P)
17 T > 9

Durch Ableiten erhalt man die Dichtefunktion von M,,:

d

fgyMn (x) = %Fa,Mn (l‘) = ne’"x”’l]l[o,g] (:L‘) (2P)

(b) Zeigen Sie, dass M,, der Maximum-Likelihood Schétzer fiir 6 basierend auf den Beobachtun-

gen (X1,...,X,) ist.
Losung:

Die Likelihood-Funktion ist

1p) 1 1 1P) h—n
L(b;a,...x) Z ] g Lioa (@) 6 L mae ) (6).
i=1

Diese Funktion ist klarerweise maximiert fiir # = max;z;. (1P) Somit ist M, der
Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6.

(c) Ist der Schétzer M, erwartungstreu? Begriinden Sie IThre Antwort.

Loésung:

Der Erwartungswert von M, ist

9n+1 n

- . (1P)
n—+1 n—+1

0
Eg[M,] = / z fo.n, (z) dx (1B / onf """ dr = nh ™"
R 0
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| Da Ey[M,,] # 6 ist, ist M,, kein erwartungstreuer Schétzer fir 6. (1P)

(d) Zeigen Sie, dass fir alle 0 gilt lim,,_,, Varg(M,,) = 0.
Lo6sung:

Wir berechnen zuerst

9
Eg[M?] :/x2f97Mn(:p) dm:/ w*nf """ do
R 0

o n
= nG_"/ 2" dr = 0>. (1P)
0 n+2

Wir finden
n n 2
_ 21 2 _ 2 _
Varg(Mn) =Eo[M,] = EolMal” = Z=56 (n - 19)
Y W R e )
- n+2 (n+1)2) (n+2)(n+1)2
5 n
pr— . 2P
f (n+2)(n+1)2 (2P)
Somit ist

lim Varg(M,) =0. (1P)

n—oo

(e) Ist der Schétzer M, konsistent fiir 67 Begriinden Sie Thre Antwort.
Losung:

Beobachte zuerst, dass fiir alle Zufallsvariablen X, Y gilt
{IX+Y|>e} C{X|+|Y]|>¢}. (1P)

Daher gilt
P(IX+Y|>e) <P(|X|+|Y|>¢). (1P)

Fiir alle & > 0, n € N, und alle € > 0 haben wir somit

Py(|M,, — 0] > €) = By(|M,, — 20 — 19| > &)

n+1 n+1
< Po(| My — 70l + 3701 > €)

=Py(|M,, — 50 > € - |n+r19|) (1P)
Die Chebyshev-Ungleichung ergibt fiir alle geniigend grosse n € N, dass
Val‘g(Mn)

Py(|M, — 0] > ) < —0nn)
(e = 25)

(2P)
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Aus Teilaufgabe d) und lim,,_,,, € — niﬂ = ¢ folgt
lim Py(|M,, — 0] > ¢) = % =0. (1P) (1)
n—o0

Somit ist M,, ein konstistenter Schétzer fir 6.
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