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Zusammenfassung

1950 zeigten Amitsur und Levitzki

Z sgn(0)xe1+ Top =0

oESy

fir n > 2d,z; € My(K). Dies ist auch minimal, fir n = 2d — 1 gilt die Identitét
nicht.

Fiir gewisse Teilrdume gilt die Identitét schon in kleineren Graden, beispielsweise
in soq fiir n = 2d — 2. Hier werde ich ein Gegenbeispiel fiir n = 2d — 3 angeben.
Fiir spy, wird dagegen gezeigt, dafl hier n = 4¢ der minimale Grad ist, in dem diese
Identitét gilt. Damit ist fiir alle klassischen einfachen Lie-Algebren der minimale
Grad bestimmt, in dem diese Identitét gilt.

Desweiteren wird die Identitat

> sen(@)[[ - [y %o1), -+ | Zom] = 0

UGSn

betrachtet, wobei [a,b] := ab — ba der Kommutator zweier Matrizen ist. Da die
adjungierte Darstellung einer einfachen Lie-Algebra treu ist und dimsly = d% — 1,
gilt diese Identit#t in sly fiir n = 2(d? — 1). Diese Abschiitzung ist allerdings sehr
grob; ich werde zeigen, dafl die Identitét fiir n = 4d — 4, aber nicht fiir 4d — 5 gilt.

Weiter wird gezeigt, dafl diese Identitét in spy, im Grad 8¢ — 8 und in sogz im Grad
4d — 12 gilt.
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Kapitel 1

Bezeichnungen und
grundlegende Bemerkungen

Die (assoziative) Algebra der d x d-Matrizen iiber einem Kérper K wird mit My
oder My(K) bezeichnet. Mittels [x,y] := xy — yx ist sie eine Lie-Algebra und wird
dann auch mit gl; bezeichnet. Sei sl; die Unter-Lie-Algebra der Matrizen mit Spur
0.

Fiir eine Matrix a € My bezeichne a’ die transponierte Matrix. Fiir eine Matrix

a b . : _(a b\’ =\ ..
<c d) € Myy, wobei a,b,c,d € M, sind, sei <c d) = <—ct ot > Die Ab-

bildung z +— 2! und x — z°® sind Antihomomorphismen (d.h. (zy)! = y'a! und
(ry)® = y*z®*) der Ordnung 2, und die Mengen der Matrizen z € gl,; mit 2¢ = —x
bzw. ° = —s bilden Unter-Lie-Algebren, die mit soy bzw. sp,; bezeichnet werden.

Die symmetrische Gruppe in n Variablen heifit S,. Fiir ¢ € S,, sei sgn(o) das
Vorzeichen.

Grof3buchstaben werden fiir Variablen verwendet, wéihrend kleine Buchstaben fiir
Matrizen verwendet werden. Mit K{Xj,...,X,} bezeichnen wir den Polynomring
in den nicht kommutierenden Variablen X1,..., X,.

Sofern keine Unklarheiten zu befiirchten sind, steht X fiir Xq,..., X,.
Das Polynom

A”(Xl’ ce ’Xn) = Z Sgn(U)Xol e XUn
c€Sn

wird als assoziatives Standard-Polynom vom Grad n bezeichnet und die Gleichung
Ap(z) = 0 als assoziative Standard-Identitét.

Entsprechend wird

Ln(X1,. ., X, Y) = ) sen(o)[[-+- [V, Xoa], -+ |, Xom)
o€Sn

als Standard-Lie-Polynom vom Grad n und die Gleichung Ly, (z,y) = 0 als Standard-
Lie-Identitét bezeichnet.
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Bemerkung 1.1. Gilt eine dieser Identitéiten im Grad n, so gilt sie auch im Grad
n + 1, und daher auch in allen hcheren Graden. Dies sieht man, indem man die
auftretenden Summanden nach o(n + 1) ordnet.

Bemerkung 1.2. In dieser Arbeit wird K stets ein Kérper der Charakteristik 0
sein. Die angegebenen Identitidten gelten dann auch fiir einen Korper beliebiger Cha-
rakteristik, allerdings sind dort die Grade nicht notwendigerweise minimal, da die
Ergebnisse in den angegebenen Gegenbeispielen nicht unbedingt von 0 verschieden
sind.

Fir 1 <4,7 < dsei e¢;; € My die Matrix mit dem Eintrag 1 in der i-ten Zeile und
J-ten Spalte und allen anderen Eintrégen 0. Weiter sei b; j := ¢; ; — e; ;. Offenbar ist
{ei ;11 <i,j < d} eine Basis von M, und {b; ;|1 <i < j < d} eine Basis von sog.

Fiir 1 < i < d sei entsprechend e; € K% der Spaltenvektor mit dem Eintrag 1 an der
i-ten Stelle und allen anderen Eintrédgen 0.

Fiir eine Matrix, die nur in einer Zeile oder Spalte von 0 verschiedene Eintréige hat,
wird der Index dieser Zeile oder Spalte auch als der Zeilenindex bzw. der Spaltenin-
dex der Matrix bezeichnet.

Lemma 1.3. Es gilt
ei¢ falls j =k,
(a) eijene=

0 sonst,

€ falls j = k,
(b) em*bk,g = em(ek,g — eg,k) = —e“g falls ] = 6,

0 sonst,

(c) sowie fir i < jund k < £

€ir falls j = k,

—€k falls j = £,i # k,
—e;;—ej; fallsi=Fk,j=1,
0 sonst.

Beweis: Offensichtlich. [l



Kapitel 2

Assoziative Standard-Identitat
fiir soy

In M, gilt die assoziative Standard-Identitdt im Grad n = 2d, nicht aber in kleineren
Graden. Fiir gerades d zeigt Kostant [2], daf in soy4 die assoziative Identitét A, (z) =
0 fiir n = 2d—2 gilt. In diesem Kapitel zeigen wir fiir d beliebig, daf} die Identitét fiir
n = 2d — 3 nicht gilt. Das angegebene Gegenbeispiel findet sich auch bei Rowen [7],
der auch fiir ungerades d zeigt, daBl Asg_o(z) = 0 in soy gilt.

Lemma 2.1. Sei n > 2 und z1,...,T, € sog paarweise verschiedene Matrizen der
Form b; ;. Fiir 1 < k < d sei weiter u(k) die Anzahl derjenigen dieser Matrizen, bei
denen die k-te Zeile von 0 verschieden ist. Dann gilt (fiir passend gewihltes i und

7):

0 oder +e;; falls keine der u(1),...,u(d) ungerade sind.
0 oder +e;; falls u(i) und u(j) ungerade, aber alle anderen u(k)
! " gerade sind. Dann ist i # j.

0 falls mehr als zwei der u(1),...,u(d) ungerade sind.

Beweis: Diese Tatsachen folgen fiir n = 2 aus Lemma 2.1(c), wobei der vorletzte
Fall nicht auftritt, da die x; paarweise verschieden sind. Fiir n > 2 folgen sie per
Induktion aus Lemma 2.1(b). (]

Proposition 2.2. Seid > 2. Fir 1 <i<d — 2 sei

1 = by 2,
x9; = b1it2,

T2i41 = b2 ito0.
Dann gilt:

(=127 = 1)!by falls d gerade,
A2is(2) = (=1)F ((d = D(ers +e22)

falls d ungerade.
+2(d —2)!es3 + - + €q,q)) &
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Beweis: Fiir d = 2 ist die Behauptung offenbar erfiillt. Sei nun d > 2.
1. Schritt: Sei T5(z) = o1 - - - T5(24—3) das zu o gehdrende Monom in Ayy 3. Weiter
sei Sag_3 die Menge aller o € S2d—3, so daBl T, (x) von 0 verschieden ist. Ab jetzt sei
stets o € Soq_3.
Mit n = 2d — 3 und u(7) wie in Lemma 2.1 ist (1) = u(2) = d — 1 und (i) = 2 fiir
3 <4 < d. Daher gilt:

+eqp oder £eg; falls d gerade
To(z) =

+eq1,... oder £eqq falls d ungerade.
2. Schritt: Zu jeder Permutation o konstruieren wir folgendermaflen induktiv eine
Folge s7 € {1,...,d}?2

Der Index der eindeutig bestimmten Zeile, in der x,1x,2 einen von 0 verschiedenen
Eintrag hat, sei sJ. Fir 1 < k < 2d — 3 hat x4 in genau zwei Spalten einen von 0
verschiedenen Eintrag. Wegen o € Soq—s ist der Index der einen dieser Spalten 571,
der Index der anderen sei s7. Insbesondere ist T, (x) = F€5) 5y -

Diese Folge hat folgende Eigenschaften:
o Fiir 1 <k <2d—3ist sf_; # s7.

e Es gibt genau ein 1 < k < 2d — 3 mit

entweder s7 ;=1 wund s
oder sf =2 und s

namlich o~ 11.
e Ist 1 <k <2d—4und 3 <s] <d,so gilt
entweder s7 ;=1 und sgﬂ =2

(oa —_ ag J—
oder s7_ =2 und st =1

o Ist d gerade, so sind s§,s3, 5 € {1,2} und jede der Ziffern 3,...,d kommt
genau einmal vor, und die Ziffern 1 und 2 kommen jeweils genau 4-mal vor.

2
Ist d ungerade, so gilt s§ = s, 5 und in {s7|k > 1} kommt jede der Ziffern
3,...,d genau einmal, und die Ziffern 1 und 2 jeweils genau %—mal vor.

Die ersten drei dieser Eigenschaften folgen direkt aus der Konstruktion. Da die Ziffer
i fiir 7 # s§ und 7 # s9,_5 offenbar genau #—mal vorkommen muf}, folgt die letzte
Eigenschaft aus dem 1. Schritt.

3. Schritt:
Behauptung: Zu jeder Folge s € {1,...,d}??=2 mit diesen Eigenschaften gibt es
genau ein o € Soy_3 mit s = s7.
Begriindung: Definiert man ¢ durch
1 falls sp_1 = 1 und s = 2,
oder s;_1 =2 und s; =1,
2 falls s,_1 =1 und s, =7 + 2,
oder s_1 =1+ 2und s; =1,
2i+1 falls sp_1 =2 und s =1 + 2,

ok =

oder sp_1 =1+ 2 und s = 2,
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fiir 1 <k < 2d—3, so ist o auf Grund der gegebenen Eigenschaften von s wohldefi-
niert, es gilt s = s7 und dies ist das einzige solche o.

4. Schritt: In diesem Schritt wird die Anzahl solcher Folgen bestimmt.

Hierfiir sei zunéchst sg = 1 oder sy = 2 vorgegeben. Da die Ziffern 1 und 2 immer
abwechselnd auftreten, kann dann nur noch die Reihenfolge der d—2 Ziffern 3 < i < d
und die Position, an der 1 und 2 direkt auf einander folgen, variieren. Hierfiir gibt
es offenbar (d — 1)! Moglichkeiten.

Ist 3 < s9 < d, soist s =1 oder s; = 2. In beiden Féllen gibt es jeweils (d — 2)!
Mboglichkeiten fiir die Reihenfolge der Ziffern {3,...,d} \ {so} und die Position, an
der die Ziffern 1 und 2 direkt aufeinander folgen.

Fiir ungerades d gibt es daher fiir so = 1 oder sp = 2 jeweils (d — 1)!, und fir
3 < sp < d jeweils 2(d — 2)! Folgen mit den oben genannten Eigenschaften.

5. Schritt:

Sei k die Position mit s;_1, s € {1,2}, und o € {£1} mit T,,(z) = ey,
Behauptung:

§2d—-3°

. . d+ k=t
Ist so = 1, so ist k ungerade und es gilt a = (—1)“" 2 .
Ist sg = 2, so ist k ungerade und es gilt o = (—1)d+%1.

Ist 3 <sp<dunds; =1, soist k gerade und es gilt o = (—1)

Ist 3 < sg < dund sy =2, soist k gerade und es gilt a = (—1)

[SIESEE ST
+ -
—

Begriindung:

Ist 1 <i<k—1und sy € {1,2}, so gilt: s; € {1,2} < i gerade. Ist 3 < 59 < d so
gilt entsprechend: s; € {1,2} < i ungerade. Daher mufl k¥ im ersten Fall ungerade,
im zweiten Fall gerade sein.

Das Vorzeichen hingt davon ab, wie oft in Lemma 1.3(b) der zweite Fall auftritt.
Dies ist fiir 1 < ¢ < d — 2 jeweils fiir genau eine der beiden Matrizen xo; und x9;41
der Fall. Daher erhilt man den Anteil (—1)¢ am Vorzeichen. Nach dem 2. Schritt
treten die Fille mit 3 < sg < d allerdings nur fiir ungerades d auf.

Fiir die Matrix z1 = by tritt der zweite Fall in Lemma 1.3 (b) genau dann auf,
wenn si_1 = 2 und s; = 1 ist. Dies gilt aber genau dann, wenn

k=3 (mod 4) falls so =1,
k=1 (mod 4) falls sop = 2,
k=0 (mod 4) falls 3 < sp < dund s; =1,
k=2 (mod 4) falls 3 < sp < dund s; =2.

6. Schritt: Behauptung: Ist & wie im vorigen Schritt, und o die zu s gehoérende
Permutation, so gilt

(—1)%+L%J falls sp = 1,
(—1)%+L% 1 falls 59 = 2,
sgn(o) = k=2 4 d-1
(-1)= "2 falls 3 < sp < dund s; =1,
(—1)%+% falls 3 < sp < d und s; = 2.

Begriindung;:
Seien s und t zwei Folgen mit den oben genannten Eigenschaften, und o, 7 die dazu
gehorenden Permutationen.
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Sei3<i<d,3<j<dundi#j.1Ist sy =t,, =i und s,, =ty = j, sowie s, =t
fiir n # £,n # m, so gilt o771 = (2i,25)(2i + 1,2 + 1). Unterscheiden sich s und ¢
nur in den Ziffern > 3, so haben also ¢ und 7 das selbe Vorzeichen.

Sei k wie oben die Position mit sx_1, sx € {1,2} und ¢ die entsprechende Position fiir
die Folge t. Ist ¢ = k + 2, sowie sy, = ty, fiir m # k, k + 1, so gilt s = tp11 € {1,2}
und sg; = t = i > 3. Daher ist o7~! = (1,2i) oder o7—! = (1,2i + 1), also
sgn(o) = —sgn(7).

Es gentigt daher nun, fiir jeden der in der Behauptung genannten Fille eine entspre-
chende Folge anzugeben, und das Vorzeichen der dazu gehérenden Permutation zu
bestimmen. Betrachte im ersten Fall fiir d gerade die Folge:

s=1,2,3,1,4,2,...,d,2.
Dann ist £ = 1, und die zugehorige Permutation ist

o=(23)(67)---(2d—6,2d —5),

d

also gilt sgn(o) = (=1)271.

Fiir ungerades d betrachte man entsprechend die Folge:
s=1,2,3,1,4,2,...,d,1.
Dann ist ebenfalls £ = 1, und die zugehorige Permutation ist

o=(23)(67)---(2d—4,2d — 3),

d—1

und es gilt sgn(o) = (—-1) 2 .

Fiir die anderen Fille betrachte man die Folgen:

§s=21,3,2.4,1,....,2,
s=d,1,2,3,1,4,2,... .d,
s=d,2,1,3,2,4,1,...,d.
Die zugehorige Permutation ist im ersten Fall o = (4 5)(8 9)---. In den letzten

beiden Fillen erhélt man die jeweilige zugehtrige Permutation aus der zu der Folge
81,82, .., 824—3, S0 gehorenden durch Multiplikation mit (2d — 3,2d — 4,... 2 1).

7. Schritt: Nach dem 5. und 6. Schritt ist das Vorzeichen von sgn(o)7T5(x)

(=1)%/21 falls sg = 1,
(—1)L%J falls s = 2,
(-1)% falls 3 < so < d.

Da also T,(z) = +T;(z) auch T,(z) = T,(z) impliziert, ist der Betrag der im
1. Schritt angegebenen Eintrige jeweils die im 4. Schritt angegebene Anzahl von
Moglichkeiten entsprechender Folgen. Zusammen mit den oben berechneten Vorzei-
chen, ergibt sich das behauptete Ergebnis. (]



Kapitel 3

Assoziative Standard-Identitat
fiir spyy

In spyy C My gilt die assoziative Standard-Identitédt im Grad 4¢. In diesem Kapitel
wird gezeigt, dafl dies auch fiir spy, der minimale Grad ist, in dem diese Identitit
gilt.

Zunichst geben wir ein Beispiel dafiir an, daf§ die Identitdt nicht im Grad 4¢ — 2
gilt. Anschliefend werden wir daraus folgern, dafl auch die Identitidt A4p—1(z) in spyy
nicht gilt. Eine Schluifolgerung dieser Art findet sich auch schon bei Kostant [2].

Proposition 3.1. Fir 1 <¢ </ —1 sei

T1 = €1.4+1, T4p—2i—2 = €L4i4+1,i+1,
T2 = €f4iit1 T €ovitli T40—2i—1 = € f+i+1 T €it1 0+is
T2i+1 = €i4+1,0+i+1, Tap—2 = €041,1-

Dann ist x; € spy, fiir 1 <4 < 4¢ — 2 und es gilt: €} Ay_o(x)e; # 0.
Beweis: Die Aussage x; € spy, fiir 1 <i < 4¢—2 ist klar. Fiir £ = 1 gilt Ag(x1,z2) =
€12€21 — €21 = €11 — €22, also gilt auch e} As(z1,x2)e; # 0.
Fiir ¢ > 1 betrachten wir die Abbildungen
e:{1,...,20 -2} = {1,...,2¢}
] 7 falls i < £ —1,
1 —
1+ 1 sonst,

und

Y Moo — My
€i,j 7 Co(i) ()
Dann ist 1 injektiv, mit der Multiplikation vertréglich, und es gilt 1)(spys_s) C Spay-

Sei nun o € Sy_o so, daBl 'z, - “Toe—gye1 # 0 gilt. Dann muf in dieser Rei-
henfolge rechts von der Matrix xg/_; = ey 9¢ eine Matrix stehen, die einen von 0
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verschiedenen Eintrag in der 2¢-ten Zeile hat. Dies sind aber nur die Matrizen xop_o
und x9p. Links von der Matrix x9p_1 muf} eine Matrix stehen, die in der /-ten Spalte
einen von 0 verschiedenen Eintrag hat, auch dies sind nur die Matrizen x9,_o und
T9¢. Entsprechend miissen links und rechts von der Matrix 9, die beiden Matrizen
Zop—1 und wogy stehen. Daher miissen die vier Matrizen xop_o, xop—1,To¢ und xop1q
direkt nebeneinander stehen, und zwar in einer der Reihenfolgen:

L2p—2X20—1L20T20+1 = €20—1,20—1

T204120T20—1T2¢—2 = €4—10—1

Durch Multiplikation von links mit Permutationen der Form (2¢ — 2,20 — 1,2¢,2¢ +
1,k) oder (20 + 1,2¢,2¢ — 1,2¢ — 2, k) fiir entsprechend gewihlte k, erhélt man
aus o eine Permutation ¢ = o109, so dafl o1 die Ziffern 2¢ — 2,20 — 1,20,2¢ + 1
invarinat 18t und o9 die ibrigen Ziffern. Es gilt oo = id oder o9 = (20 — 2,2¢ +
1)(20 — 1,20). Wegen €{2s1 - To(ar—2)e, 7 0 gilt auBerdem €{zq1 - Tpar_n)e, =

€1
t . .
€1To11 " Loy (20—3) Loy (2042) * ** Loy (46—2) €1 - Es sei 7 € Syp_g mit

. o011 falls ¢ < 20 — 2,
Ti =
o11—4 fallsi> 20+ 1.
Sind Z1,...,Z4_g wie in der Proposition definiert, wobei man ¢ durch £ — 1 ersetzt,
so gilt Y(Z;) = Ty fiir 1 < i < 4¢ — 6 und daher eﬁﬂ?Tl---iT(M_@)el # 0. Da

sgn(o) = sgn(oy02) = sgn(oy) = sgn(7) gilt, folgt per Induktion fiir alle ¢, daf alle
o mit eﬁxol -+ xy0_9e1 # 0 gleiches Vorzeichen haben.

Da die Eintrége der x; alle nichtnegativ sind, geniigt es nun also, eine Permutation
o anzugeben, mit e}z, - - - To(ae—2) €1 7 0. Es gilt aber etxy - xyp_oe; = 1. (]

Satz 3.2. Es gibt x1,...,241 € Spy, mit Agp_1(x) # 0.

Beweis: Sei 7 = (1,4¢ — 2)(2,4¢ — 3) --- (2¢ — 1,2{). Dann ist sgn(7) = —1 und fiir
T1,...,T40—2 € SPgy gilt:

Age2(z)® = Z sgn(0)(To1 -+ - To(ar—2))°

0E€Sy0—2
= Z Sgn(o):vi(u_m Ty
0€S40—2
= Z SEN(0) 571 -+ Tor(a0—2)
0€S40—2
= sgn(7) Z Sgn(0)$31“‘ﬂf§(4z—2)
0E€Sy0—2
= —Ay_o(z).
Also ist Agp—o(z) € spyy.
Sind nun z1,...,2T4_2 € Spyy so, daBl Ay _o(z) # 0 gilt, und z4_1 € spy, belie-

big, so gilt tr Ayy_1(x) = (4¢ — 1) tr(Ag—_o(z)zg0—1). Da spy, halbeinfach und die
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Standarddarstellung treu ist, ist die Bilinearform

SPgp X Spgy — K
(z,y) = tray

11

nicht degeneriert, es gibt also ein x4p_1 € spy, mit tr Ayp—1(z) # 0. Fiir diese z ist

dann aber auch Agy_1(z) # 0.

0



Kapitel 4

Standard-Lie-Identitét fiir gl;

In diesem und dem folgenden Kapitel soll bestimmt werden, fiir welches minimale n
die Identitdt L, (z,y) = 0 in gl; gilt. Zunéchst sind einige Vorbereitungen nétig.

Wir wéhlen das Reprasentantensystem Sy ¢ von Sii¢/Sk % Sy, definiert durch
Spe={0 € Sppelol <--- <okok+1)<---<o(k+0)},
und definieren das Polynom By, € K{X1,..., X1, Y} durch
Bee(X,Y) = Y Xep- X1V X1y - Xo(hro)-
O'ESk ¢

Lemma 4.1. Es gilt

n

[[ o [Y7 Xl]v T ]7 Xn] = Z(_l)kBk,n*k‘(Xv Y)
k=0

Beweis: Per Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Behauptung Y =Y, also erfiillt.
Gelte nun die Behauptung fiir n — 1. Dann folgt
([ Yo Xl [ Xu) = [ [V Xl ] X ] X —X[[---[YXl]---LXn—l]

n—

—

(—=1)FBpnr1(X,Y) X, — X, Z ) Bjon——1(X,Y)

k=0 k=0
n—1
= Bon 1(X,Y) X0 + > (=1) B k1(X, V)X,
k=1
n—2
D (-1 X, B o1 (X,Y) — (—1)" X, Byo10(X,Y)
k=0
= Bon(X,Y) + (=1)"Bno(X,Y)
n—1

(—)*(Brn—k—1(X, V) Xy + X, By 10— 1(X,Y))

=B n—r(X)Y)

12
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Definition: Wir definieren die Polynome Ay, € K{X1,..., Xj4¢, Y} durch

Aep(XY) = D sen(0)Xor - XekV Xo(or1) ++ Xo(ors):

UESk+[

13

Offenbar sind die Polynome Ay, alternierend in den X; und multilinear in allen
Variablen, und jedes andere Polynom mit diesen Eigenschaften 148t sich eindeutig

als Linearkombination der Ay, darstellen.

Die Koeflizienten ay, ¢ seien durch folgende Darstellung definiert:

n
L,(X,Y) = Zak,n—kAk,n—k(Xla s X, Y).
k=0

Lemma 4.2. Es gilt

0 falls k£ und ¢ beide ungerade,

Beweis: Nach Lemma 4.1 gilt

n

Lo(X,Y) =Y sgn(0) > (—1)FBrpi(Xo1,.. ., Xon, V),
o€Sn k=0

und daher

A e(X,Y) = (—1)* Z sgn(0) By o(Xo1, -+, Xo(hte), Y)-

€Sk

Ist nun

A(X,Y) = Z sen(0) Xok - Xo1Y Xorr1) - Xo(kro)s

UESk+[
so ist Ak,@ = (—1)Lk/2J Ahg.

Definiert man die Koeffizienten by ¢ durch

Z sgn(0) Bro(Xo1, -+, Xo(ere), Y) = breApo(X,Y),
UGSk+[
so gilt age = (—1)FFE/21py o = (1)~ M2 py ) = (1) LTI, .
Es geniigt also, die by ¢ zu berechnen:

breAr (X, Y) = Z sgn(0) Bre(Xo1, -+ Xo(ktr), Y)

065k+4

= Z Sgl’l(O’) Z KXork - XJTIYXJT(kJrl) T XUT(kJrZ)

TESkte TESk,e

= Z Sgn(T) Z Sgn(UT)XUTk e XUTlYXJT(kJrl) T XoT(kJrZ)

TESke €Sk

= Z sgn(T)z‘ik,é(X7 Y),

TESkKe
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also by ¢ = ZUGSH sgn(o).

Da das einzige Element in Sy o bzw. in Sy, die Identitédt ist, gilt by g = bg ¢ = 1.
Nach der Definition von Sy, ¢ ist fiir jedes o € Sy, ¢ entweder 01 =1 oder o(k+1) = 1.
Im ersten Fall erhélt man durch die Operation von ¢ auf den Ziffern 2,...,k+ £ ein
01 € Sk—1,0- Im zweiten Fall sei 09 := 0o (k+1,k,...,1). Dann gilt 021 = 1, sowie
092 < -+ < o2k < oa(k+ 1) und oa(k +2) < --- < g2(k + £). Man erhélt also eine
Bijektion zwischen Sy, und der disjunkten Vereinigung von Sj;_q, und Sy ¢—1, und
es gilt die Rekursionsformel:

bre = bp_1.0+ (—1)Fbp e 1.

Per Induktion zeigt man leicht

0 falls k£ und ¢ beide ungerade,
by =4 /| kL
()
und damit fiir ay ¢ die behauptete Formel. O

Lemma 4.3. Es gilt
A= Z sgn(0) A (Xo1, -+ Xok)Y Ae(Xo(hg1), - - - s Xo(ete))-

Beweis: Es gilt:

Z Sgn(J)Ak (Xola s >X0k)YA€(X0(k+1)’ s >X0(k+€))

O'ES]CJ

= Z Sgn(o-) Z SgD(T)Xm—l, ooy XorkY Z Sgn(p)Xop(kJrl)a s aXop(kJrZ)

JESkyg TESE pESy
= Z sgn(o) sgn(7) sgn(p) Xor1s - - XorkY Xopet1)s - -+ » Xop(k+0)
UGS}C’[
(Typ)GSkXSZ
= Z sgn(0) Xo1, -« s Xok Y Xoki1)s - - s Xohto) = Ak (X, Y).
UESk+g

Definition: Fiir ¢ > 1 sei

Pro(X,Y) = Z sen(7) Ap1(Xr1s oo, X, V) X g1y -+ Xty

TGSk+[

Qre(X,)Y) = Z sen(7) Apr1(Xr1, - Xo, (VX (og1)) Xr(ir2) - X (hro) -
TESk+e
Lemma 4.4. Es gilt

k
Pk:f(la Y) = k' Z(_l)kiiAi,kH-f—i(la Y)a
i=0
k
Qure(X,Y) = k! ZAi,kH—i(L Y).
i=0
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Beweis: Da P und (@ alternierend in den X; und multilinear in allen Variablen
sind, lassen sie sich als Linearkombination der A;,—; darstellen. Dabei sind die
Koeffizienten fiir ¢ > k offensichtlich 0.

Im folgenden ist o die Permutation aus der Definition von Agy; und 7 die aus der
Definition von P bzw. Q. Die Position, an der Y steht, ist durch o(k + 1) bestimmt.
Ist 0 < i < k vorgegeben, so gibt es also k! Moglichkeiten fiir o.

Fiir die Berechnung der {ibrigen Koeffizienten geniigt es, die Koeffizienten der Mo-
nome Xj --- X;Y X417 -+ Xpte zu betrachten.

Fiir Pist dann 7= (i +1,...,k) oo~ !, der jeweilige Koeffizient also (—1)*~k!.
Fiir Q ist 7 = 0!, der jeweilige Koeffizient also k!. (]

Wir benétigen nun noch folgenden Satz von Amitsur und Levitzki [1]. Ein schoner
Beweis findet sich in [6].

Satz 4.5. (Amitsur-Levitzki) Fiir z1,...,294 € My gilt die Identitét

Agd(g) = O
Korollar 4.6. Nach Bemerkung 1.1 gilt auch fiir n > 2d und z1,...,z, € My die
Identitét

An(z) =0.

Satz 4.7. Seid > 2 und n =4d — 4 und x4, ...,T,,y € gl;. Dann gilt die Identitét
Ln(z,y) = 0.

Beweis: Nach Lemma 4.3 und Korollar 4.6 ist Ay ¢(z,y) gleich 0, wenn k oder ¢
grofler oder gleich 2d ist.

Da nach Lemma 4.2 die Koeffizienten asq—3 24—1 und agq—1,24—3 beide gleich 0 sind,
ist Ly (z,y) also ein Vielfaches von Asg_224—2. Es gentigt also, Asg—294-2(2,y) =0
Zu zeigen.

Wegen Ay, 4q—a—k(z,y) = 0 fiir £ < 2d — 4 gilt nach Lemma 4.4

Pog_124-3(z,y) = (2d — 1)/ (A2d—32d—1(x,y) — A2a—2,2d—2(z,y) + A2d—124-3(2,V)),
Q2d—1,2d—3(2,y) = (2d — 1)!(A2q-324—1 (2, y) + A2d—22d—2(z,y) + A2q—124—3(2,V)),

also

1
A2d—2,2d—2(£, y) = m(QQd—LQd—s - P2d—1,2d—3)(£,y)-

(Fiir die Definition von Pg_1 24—3 und Q2q—124—3 ist d > 2 notwendig.)
Nach der Definition von P und ) und Satz 4.5 ist

Pag_12q-3(z,y) = Q2a—1,24-3(2,y) =0,

also auch

Asg_2.24-2(z,y) = 0.

Bemerkung 4.8. Da gl; abelsch ist, gilt hier die Identitét L;(z,y) = 0.



Kapitel 5

Minimalitit der
Standard-Lie-Identitét fiir gl;

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dafl die in Satz 4.7 angegebene Identitét
minimalen Grad hat.

Hierzu betrachten wir folgende Matrizen x;,y € gl;: Flir 1 <¢ < d — 2 sei

y=e11, T4 = €1,i4+2,
xr1 = €11, L4541 = €421,
T2 = €1,2, L4542 = €242,
€r3 = €21, L4543 = €i42,2-

Dies sind also die Matrizen mit dem Eintrag 1 an genau einer der im folgenden mit
x gekennzeichneten Stellen, und allen anderen Eintrégen O.

* ok ok *
* 0 % *
* *x 0 0

Fiir diese Matrizen wird gezeigt, daf e5Laq_5(z,y)es = (—1) 2(2d — 3)!d? gilt.

5.1 Reduktion auf assoziative Monome

Lemma 5.1. Fiir d > 3 gilt:

Lyg—5(z,y) = 4(-1)* <2d -3

d_9 >A2d4,2d1(£7 Y).

Beweis: Wenn k oder [ groBer oder gleich 2d ist, ist Ay ;(x,y) nach Lemma 4.3 und
Korollar 4.6 gleich 0. Nach Gleichung (4.1) gilt daher:
2d—1
Lig—s(@y) = D arad—s kAkadsk(z,y).
k=2d—4

16
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Aus dem gleichen Grund ist nach Lemma 4.4

2d—1

Pog_124-4(z,y) = —(2d — 1)! Z (—1)*Ag 4a-5-x(z,9),
k=2d—4
2d-1
Qa-12a-4(z,y) = 2d—1)! > Apaas r(z,y).
k—2d—4

Nach der Definition von P und @ und Satz 4.5 gilt Pog_j24-4(z,y) = 0 und
Q2d—1,2d—4(z,y) = 0. Daher ist

1
(2d — 1)!(A2g—1,2d4—1 + A24—224-3)(z,y) = §(Q2d71,2d74 — Pyg_104-4)(z,y) =0,

1
(2d — 1)/(A2q—3,2d—2 + Asd—1,2d—4)(2,y) = §(Q2d71,2d74 + Pyg_1,24-4)(z,y) =0,
also

Azq—22a-3(2,y) = —Asd—4.24-1(2,y),

(5.1)
Azq-32a-1(2,y) = —Asd—1,24-4(2, y).

Da die z; und y Matrizen der Form e; ; sind, gilt dies auch fiir ihr Produkt in einer
beliebigen Reihenfolge, sofern es nicht verschwindet. Da alle Zahlen zwischen 1 und d
genauso oft als Zeilenindex wie als Spaltenindex auftreten, ist das Produkt dariiber-
hinaus eine Diagonalmatrix. Also ist auch Ay 49—5_x(z,y) eine Diagonalmatrix.

Es gilt y' = y, 2} = 21 und 2}, = @o;41 fiir 1 <14 <2d — 3. Sei

p=(23)--(4d — 6,4d — 5)
7= (1,4d — 5)(2,4d — 6) - -- (2d — 3,2d — 1).

Dann gilt z,; = z! und 7i = 4d — 4 — i fiir alle 4, sowie sgn(p) = (—1)%¢73 = sgn(7).
Es folgt:

Ag aa—s—1(2,y) = (Apaa—s—r(z,y))"

= ( Z Sgn(o')xal ce xokyxa(k-‘rl) o x0(4d—5))t

0€S44—5

_ t t t 1 t
- § : Sgn(a)x0(4d—5) Lo+ )Y Lok Lol
0€S44—5

_ t t t t
= E Sgn(pUT)xpoT(4d75) L por(k+1) YT pork T Tporl
pPOTES 45

= Z SgH(U)%l"'$a(4df5fk)y%(4df4fk)"'%(4d75)
0€S44—5

= Aug—s—rk(z,y).
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Daher ist nach Lemma 4.2 und (5.1)

_o(2d—3 1 (2d—-3
Ln(z,y) = (-1)*7 Asg-a2a-1(z,y) + (-1)*! Asd-324-2 (Z,Y)
d—2 d—2 ) 2 °
=—Asq-1,2d—4
_1(2d—3 2d—3
+ (=1t Asg—224-3 (z,y) + (—1) Asd-1,2a-4(z,y)
d—1) 202 d—1)— —
=—Asq—4,2d-1 =A2q—4,2d—1
2d — 3
= 4(-1)" Agg_424- :
(1) (d—2> 2d—4,2d-1(Z,Y)
(]
5.2 Reduktion auf Folgen der Ziffern 1 und 2
Wir betrachten nur solche o mit Z41 -+ Ty(24-4)YTo(2d—3) * * * To(4d—5) = €2,2- Sel
2 falls i = 0,
der Spaltenindex von x; falls 1 <14 < 2d — 4,
S. =
! 1 falls i = 2d — 3,
der Spaltenindex von ;1) falls 2d —2 <7 < 4d — 4.
Insbesondere ist s§,;, , =1 und s, , = 2.
Mit s? wird die Folge sg, ..., s],;_, bezeichnet. Da die z; paarweise verschieden sind,

ist o durch s eindeutig bestimmt. Wir untersuchen nun, wie sgn(o) von s abhéngt.

Sei

Uy = {1571 = 1,571 = 1,3 < o7 < d},
O = {ils]_1 = 2,571 =2,3 < s] <d},
Se = {ilsj_; = 1,57, =2,3 <57 < d},
Fo ={ils{_1 =2,87,; = 1,3 < 57 <d},
Jo= |F0|7
Eq, = {i|s] =1},
Zy = {i|s] = 2}.

Fir M, € {Us, Oy, Sy, Fi} sei weiter s§, = {s7|i € M}, das heifit s7; ist die Menge
der Indizes 3 < i < d, fiir die in s? irgendwo ..., 1,4,1,... auftaucht. Entsprechend
taucht fiir i € 53,7 € s§ oder i € s% irgendwo 2,4,2, bzw. 1,4,2, bzw. 2,4,1 auf.

Bemerkung 5.2.

e Da fiir jedes 3 < a < d die Matrizen e 4, €24, €q,1 Und €42 jeweils genau einmal
3 g __ a g __ a
vorkommen, gilt offenbar sf; = s, und sg = s%.

e Aus dem selben Grund ist {3,...,d} die disjunkte Vereinigung von sf; und s%.

e Desweiteren sind O, U,, S, und F, durch E, und Z, eindeutig bestimmt.
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Lemma 5.3. Es gibt (d — 2)!f,!(d — 2 — f,)! verschiedene 7 mit E, = E; und
Ly = L.

Beweis: Da s7. eine beliebige f,-clementige Teilmenge von {3,...,d} ist, gibt es
hierfiir (dﬁz) Mboglichkeiten.

Die Abbildung M — s},,i — s] ist fir M = U,,M = O,,M = S, und M = F;
jeweils bijektiv, daher gibt es je |M|! Moglichkeiten, diese Abbildung zu wéhlen.
Wegen |U;| = |0;| =d -2 — f, und |S;| = |F;| = f, ergeben sich also insgesamt

(df_ 2) Jolfol(d =2 = fo)l(d =2 = fo)! = (d = 2)!fo}(d =2 = fo)

Mboglichkeiten fiir 7. L]

Definition: Zu gegebenem o sei p, € S3 die eindeutig bestimmte Permutation mit

o el <o pa2 <o p,3.

Die Permutation p, gibt also an, in welcher Reihenfolge die Ziffern 1,2 und 3 in
ol,...,o(4d —5) auftreten.

Proposition 5.4. Es gilt sgn(o) = (—1)/7 sgn(p,).

Beweis: Wir nennen eine Folge ¢ relevant, wenn es ein o gibt, mit ¢ = s°. Zunéchst
geben wir eine solche relevante Folge s” an, und berechnen das Vorzeichen der dazu
gehorenden Permutation o. Anschlieflend zeigen wir, dafl man daraus durch gewisse

Operationen schrittweise jede andere relevante Folge erhalten kann, und wie sich das
Vorzeichen der entsprechenden Permutation dabei verhélt.

Sei
s°=2,3,1,41,5,1,...,1,d, 1,1,1,2,1,3,2,4, 2,5,2,...,2,d,2.

Das dazu gehérende Monom in Agg_4 041 ist

LeL5T8LYL12X13 * * * Lad—8L4d—T7Y L1X2X3XLALT7LI0L11X14X15 * * * T4d—6L4d—5-

Behauptung: Fiir die entsprechende Permutation o gilt sgn(o) = —1.
Begriindung: Fiir d = 3 ist das Monom xgr5yr1Tox32427, €S gibt neun Fehlstéinde,
das Vorzeichen ist also (—1) = —1.

Sei d > 3 und die Behauptung gelte fiir d — 1. Fiir diesen Schritt miissen die Matri-
ZeN XT4d_8, Lad—7, Lad—e und xaq_5 eingefiigt werden. Fiir x49_¢ und z44_5 kommen
keine weiteren, fiir x49_g und x49_7 kommen jeweils 2d — 3 Fehlstdnde hinzu, das
Vorzeichen bleibt also gleich.

Andererseits ist offenbar p, die Identitét und f, = 1. (Es gilt F,, = {1} und s% =
{3}.) Fiir diese Folge gilt also die Aussage der Proposition.

In der folgenden Tabelle geben wir nun einige Moglichkeiten an, eine relevante Folge
durch eine andere zu ersetzen, sowie jeweils, wie sich sgn(o), sgn(p,) und f, dabei
dndern. Dabei stehen a, b, ¢, d fiir Ziffern > 3, die nicht notwendigerweise verschieden
sein miissen. Folgt die Ziffer 1 zweimal direkt aufeinander, so steht an dieser Stelle
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die Matrix z1, da die Position von y sowieso nicht verdndert werden kann (da wir ein
Monom aus Asq—424—1 berechnen, steht y an der (2d — 3)-ten Stelle). Bei der letzten
Ersetzung werden wir verwenden, dafl sie auch dann giiltig ist, wenn die durch ,,|*
getrennten Abschnitte in einer anderen Reihenfolge auftreten.

Man kann jede relevante Folge schrittweise durch wiederholte Anwendung dieser
Ersetzungen in die oben genannte iiberfithren. Welche Ersetzungen man fiir die-
se Schritte genau bendtigt, wird weiter unten beschrieben. Man geht in folgenden

Anderung
Tl
ersetze durch Zl=F |
2@ L
... L1la1,... o La 11,0 1 1 1
...,1,1,a,2,1,... .., 1,a,2,1,1,... -1/-1|1
..,1,1,a,2,b,1,... ..., 1,a,2,b,1,1,... 1 1 1
. 1,20a,1,1, .. o 11,2a,1,. .. -1/-111
...,1,2,a,1,b,1,... ., 1,b,1,2,a,1,... 1 1 1
o 1,20a,1,0,2, ... o 1,b6,2,a,1,2, .. 1 1 1
..,1,2,a,2,...,1,b,1,¢,2,... o 1b6,1,2,0..,1,¢,2,a,2,. .. 1 1 1
o 2,la,1,0.0.,1,0,2,¢,2, ... e 2,6,2,1,.0..,1,a,1,0,2, ... 1 1 1
o2,1,a,2,b,1,. .. o 2,b,1,a,2,1,. .. 1 1 1
ces2,1,a,2,0,2, ... cey2,0,2,1,0a,2, ... 1 1 1
ey 2,a,2,b0,1,...,1,¢,1,d,2,... | ...,2,b,1,¢,1,...,1,d,2,a,2,... | 1 1 1
...,1,a,1,b,2,...,1,¢,2,d,2,... | ...,1,b,2,d,2,...,1,a,1,¢,2,... | 1 1 1
ey 2,a,1,a,2,b,1, ... ces2,a,2,b,1,a,1, . -1/ 1 |-1
...,1,a,2,a,1,b,2,... ...,1,a,1,b,2,a,2,... -1 1 |-1
101,200,142, o La,2,...,1,1,2,. .. 1 1 1
021000141, oo Lla 100012100 1 1 1
2, 1,1,.0.0.,2,a,1, . oo 2,a,1,0.0.0,2,1,1, 00 1 1 1
o 2,1,2,0..,2,a,2, ... ces2,a,2,...,2,1,2,00 1 1 1
o La 1,1, o Llal,... 1 1 1
...,1,a,2,b,1,1,... .., 1,1a,2,b,1,... 1 1 1
o la,1,2,0..,1,0,2,¢,2, ... o 12¢2...,1,a,1,0,2,. .. 1 1 1
...,1,a,2,b,1,2,... . 1,2,b0,1,a,2,. .. 1 1 1
cey2,a,1,0,2,1, .. e 2,1,0,2/a,1, ... 1 1 1
oo 2,a,2,1,...,1,0,1,¢,2, ... 2,1,0,1,...,1,¢,2,a,2,. .. 1 1 1
..,1,1,a,2,1,2,... o 11,2/1a,2, ... -1/-1|1
o 1,20a,1,1,0,2,1, ... o 1,1,2/1,0,2,a,1,. .. -1/-111
12,101, L1121, 1 1 1
o, 1,a,2,1,1,2, ... Lo 101,2/1a,2, ... 1 1 1
.., 1,a,2,1,2,0,1,1,. .. . 11,2/1,a,2,b,1,. .. -1/-111
...,La,1,...,1,b1,... o Lb1,...0,1a,1 1 1 1
o la,2,.00.0,1,0,2, 0 062,000, 1,a,2 1 1 1
ey 2,a,1,00.,2,0,1, e 2,b,1,.0.,20a,1 1 1 1
co2,a0,2,...,2,0,2, .. e 2,b0,2,...,2,a,2 1 1 1
L Lhaloo0]00,2,a,2,. b 2,0,2,
b2, ] 2,0, la2,000]000,2,a,1,.0.0 | 1 1 1
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Schritten vor:

1. Schritt: Da y an der (2d — 3)-ten Stelle steht, befinden sich links von y entwe-
der keine oder genau zwei der Matrizen x1,xs,x3. Stehen links von y zwei dieser
Matrizen, so verdndert man die Folge zunéchst so, dafl diese beiden Matrizen direkt
nebeneinander stehen.

2. Schritt: Als niichstes wendet man eine derartige Ersetzung an, daf3 danach die
drei Matrizen x1,x2 und x3 rechts von y stehen.

3. Schritt: Nun bringt man diese drei Matrizen an die gewiinschte Position und in
die gewiinschte Reihenfolge x1, x, T3.

4. Schritt: Als néichstes sorgt man dafiir, dafl die Ziffern 1 und 2 an den richtigen
Positionen stehen.

5. Schritt: Abschlieend bringt man die Ziffern > 3 an die richtigen Stellen.

Dabei kann man bei den ersten drei Schritten o. B. d. A.davon ausgehen, daf} rechts
jede benotigte Teilfolge, in der die Ziffern 1 und 2 nicht direkt nebeneinander stehen,
hinreichend oft auftaucht: Ist dies namlich nicht der Fall, so kann man die Folge unter
Hinzunahme weiterer Ziffern entsprechend verldngern, und in den letzten beiden
Schritten diesen zusétzlichen Teil wieder genau in die urspriingliche Form bringen.

In den einzelnen Schritten geht man folgendermaflen vor:

1. Schritt: Stehen links von y zwei der Matrizen x1,x2,x3, so versucht man die
linke dieser beiden solange mittels den Ersetzungen aus dem ersten Block nach
rechts zu verschieben, bis beide Matrizen direkt nebeneinander stehen. Ist dies nicht
moglich, da die Folge die Form ...,1,1,a,2,b,2,... hat, so mufl man entweder die
erste Ersetzung aus dem zweiten Block oder die achte Ersetzung aus dem ersten
Block, allerdings in der anderen Richtung, so oft anwenden, bis man die dritte bzw.
die zweite Ersetzung aus dem ersten Block anwenden kann.

2. Schritt: Hierfiir geniigt eine Ersetzung aus dem dritten Block.

3. Schritt: Mit den Ersetzungen aus dem viertem Block bringt man die Matri-
zen x1, T2, r3 moglichst weit nach links. Ist keine dieser Ersetzungen anwendbar, so
bendtigt man eine der ersten beiden Ersetzungen aus dem zweiten Block.

Nun kann man mit einer der Ersetzungen aus dem fiinften Block diese drei Matrizen
in die gewiinschte Reihenfolge bringen.

4. Schritt: Um die Ziffern 1 und 2 nun an die gewiinschten Positionen zu bringen,
mufl man zwei moglichst lange Teilfolgen derart erreichen, dafl in der linken die Ziffer
2 und in der rechten die Ziffer 1 nicht auftritt. Hierzu mufl man moglichst oft die
dritte oder vierte Ersetzung aus dem zweiten Block anwenden. Damit dies moglich
ist, bringt man mittels der ersten beiden Ersetzungen aus dem zweiten Block die
Ziffern 1 jeweils moglichst weit nach links, und benutzt dann eine der Ersetzungen
aus dem letzten Block.

Wurde in einem der bisherigen Schritte die Folge wie oben beschrieben verldngert,
so mufl man eventuell die Ersetzungen aus dem zweiten Block auch in der anderen
Richtung anwenden.

5. Schritt: Um abschlieflend noch die Ziffern > 3 an die gewiinschten Positionen
zu bringen, geniigen die Ersetzungen aus dem letzten Block. (]
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Aus der Folge s erhilt man eine Folge a = ag,ay,... € {1,2}2! indem man s°
von links nach rechts durchlduft, und nur die Ziffern 1 und 2 notiert. In dieser Folge
a kennzeichne man die Positionen, an denen die Matrizen y, z1, 9, x3 standen durch
ein Quadrupel (i, j, k,1). Es gelte also
ai—1 =1, aj—1 =1, ag—1 =1, a1 =2,
a; =1, aj =1, a = 2, a; = 1.
Offenbar lassen sich aus g und diesem Quadrupel sowohl f, als auch p, rekonstru-
ieren. Sei A die Menge aller Paare von Folgen und Quadrupeln, die man auf diese

Weise erhalten kann. Mit der eben bewiesenen Proposition und dem vorangegange-
nen Lemma erhalten wir das Ergebnis:

€5 Asd—42d-1€2 = Z(—l)f" sgn(pe)(d — 2)!fo1(d — 2 — f,)!
A

5.3 Einige Aussagen iiber Folgen der Ziffern 1 und 2

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie viele verschiedene Folgen der Ziffern
1 und 2 es gibt, die man so, wie am Ende des vorigen Abschnitts beschrieben, erhalten
kann.

Definition: Eine Folge a = aq, ..., a, mit a; € {1,2} heifit an der Stelle 0 < i < n
fallend, wenn a;_1 = 2 und a; = 1.

Weiter sei f, die Anzahl der 4, so dal @ an der Stelle 7 fallend ist und e, die Anzahl
der ¢ mit q; = 1.

Lemma 5.5. Fiir natiirliche Zahlen n, e, f und «, 8 € {1,2} gibt es genau

e—1 n—e
(e—f—2+a><n—e—f+2—ﬁ>

Folgen a € {1,2}""! mit e, = e, f, = f,a0 = @ und a,, = B

Beweis: Sei K; :={1,...,e — 1} und K3 := {1,...,n — e}. Weiter sei
u=e—f—-2+a,
o=n—e—f+2-0,

und U eine u-elementige Teilmenge von K7, sowie O eine o-elementige Teilmenge

von Ks. Offenbar gibt es genau (ﬁ;:;ra) Moglichkeiten fiir U und (n—ef;jQ—ﬁ)
Moglichkeiten fiir O.

Andererseits 1af3t sich aus diesen Daten genau eine Folge a mit den gewiinschten
Eigenschaften konstruieren, wobei u die Anzahl der ¢ mit a;_1 = a; = 1 und o die
Anzahl der ¢ mit a;_1 = a; = 2 ist. Dazu geht man wie folgt vor:

ay = «,
1 fallsa;j_1 =1undb; € U,
2 fallsa;—1 =1und b; € K1\ U oder b; =,
a; =
' 2 fallsa;_1 =2und ¢ € O,
1 fallsa;1 =2und ¢; € K3\ O oder ¢; =n —e+ 1,

wobei b; und ¢; die Anzahl der 0 < j <7 —1 mit a;j = 1 bzw. a; = 2 ist. U
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Wir interessieren uns nun fiir Folgen mit ausgezeichneten Stellen, an denen das
Verhalten vorgegeben ist. Hierfiir bendtigen wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 5.6. Sei k > 0,7; > —1 fiir 0 <i < k,j = >.F  j; und n > j. Dann gilt:
> ) )= G)
no — jo Nk — Jk n—j)

n;2>j;

Beweis: Siehe Abschnitt 5.5

Lemma 5.7. Fiir natiirliche Zahlen n, k, e, f und «o, ..., ax, Bo, ..., Ok € {1,2} gibt

es genau
e—1 n—e+k f—c+k
<e—f+a—k:—1><n—e—f+b>< k >

Folgen a € {1,2}"*F*+! mit

e k ausgezeichneten Stellen 0 < nj; < --- < ng <n+k,
e f fallenden Stellen, die nicht ausgezeichnet sind,

® Cy =6,

e ap._1=LFi—1,an, =aq; fiir 1 <i <k,
* ap = 0, Gtk = P

wobei a = |A|,b = |B| und ¢ = |[AN B| ist, mit A = {i|a; = 2} und B = {i|5; = 1}.

Beweis: Zu einer solchen Folge a sei m; = n;41 —n; - 1fiir 0 <7<k, wobeing=20
und nj41 = n+k+ 1 sei. Wir definieren die Folgen b € {1,2}™i*! durch bé» = Qjin,.
Dann ist bf) = o; und bfm = 0.

Weiter sei e; = e, und f; = f;. Dannist e = ey +--- + e und f = fo +--- + fi,
sowie mg + - +mp = n.

Offenbar ist Bp+ -+ 0 =2(k+1) —bund ag+ -+ =k +1+a.
Nach Lemma 5.5 gibt es

(N | PR S
ei—fi—2+ai)\mi—e — fi+2-0;

Moglichkeiten fiir b'. Fiir a gibt es daher

2 <€0 -1 —e?f;j— 1- ozo)) <€k -1 —eff;j— 1-— Oék))

foiwifk:f

€ e €L—=¢e —_ P

mg+...+n§k:n < mo €0 ) o < my €k >
ei,fi;mi =0 mo —eo — (fo — 2+ Bo) mg —ep — (fr — 2+ Br)

Méoglichkeiten. Wegen (_'1) = 0 kann zusétzlich e; — 1 > f; + 1 — «; sowie m; —e; >
fi — 2+ B; gefordert werden.
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Ist f; = 0 fiir ¢ € AN B, so erhélt man den Term (eifl)( mi—ei ), der nur fiir

e m;—e;+1
m; = —1 von 0 verschieden ist. Daher kann man als weitere Bedingung f; > 1 falls

i € AN B einfiigen.

Fiir a gibt es also

2 <€0 -1 —e(of;i 1- 040)> <€k -1 —e?f;i I ak))

f0++fkif

eo+-+ep=e mo — €g mp — €
mo+--+mr=n e
ei—1>fi+l-ay mo —eo — (fo — 24 Fo) mg —ex — (fe — 2+ Br)
mi—ei> fi—240;
f;>1 falls i€ ANB

)

fot-+fi
eo+---+ex=e
ei—1>fi+l—oy
fi>1 falls icANB

_( n—e+k > < eo— 1 >< e — 1 )
B n—e—f+b) 2 eo—1—(fo+1—ao) e —1—(fk +1—oag)

o+t fr=f
eo+-tep=e
ei—1>fi+l—a;
fi>1 falls icANB

n—e+k e—(k+1)+k
n—e—f—i—) fOJF';fk:f <e—(k+1)—(f+(k+1)—(k+1+a))>

£;>1 falls icANB

(
(ol )lmst) o
(

fott =1
151 falls i€ ANB

e—1 n—e+k
e—f+a—k —1><n—e—f—|—b> Z 1

Jot+-+fre=f—c

B e—1 n—e+k f—c+k
_<e—f+a—k:—1><n—e—f+b>< k )

Moglichkeiten, wobei im ersten, dritten und letzten Schritt Lemma 5.6 angewendet
wurde (im letzten Schritt fiir j; = 0). 0

5.4 Zusammensetzen der bisherigen Ergebnisse

Wir setzen nun die Ergebnisse der letzten drei Abschnitte zu einer Formel fiir den Ko-
effizienten in der zweiten Zeile und Spalte von Lyg_5(x,y) zusammen. Dazu geniigt
es nach Lemma 5.1, diesen Koeffizienten von Agy_424—1(2,y) zu berechnen.

Wir betrachten nur solche o mit Zo1 - Z5(24-4)YT5(2d-3) " * * To(ad—5) = €2,2. Fiir die
beiden Produkte z41 - Ty(24—4) Und Ty(24-3) "+ To(4a—5) betrachten wir jeweils die
Folge der Indizes, die gleich 1 oder gleich 2 sind, mit ausgezeichneten Stellen bei
r1, T und x3.

Um hierfiir die Moglichkeiten zu zéhlen, werden wir Lemma 5.7 benutzen.

In der folgenden Tabelle sind, fiir das Produkt 41 -+ Z5(24—4) der Matrizen links
von y, die jeweiligen Werte fiir n, k, o, . .., g, Bo, - - - , Bk, a, b und ¢ angegeben.
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Reihenfolge =
Zeile | von y,x1, =1 n klag| Bo|loar |1 |as| Ba|lal|b]|c

To und 3 %
1|y,zi,20,23 | + |d—2]0] 2 | 1 111
2| y,x1,x3,29 | — | d—2 10| 2 | 1 111
3|y, xo,x1,23 | — |d—2 |0 ] 2 1 1111
4| y,x0,x3,21 | + |d—2 0] 2 1 1111
5|y,x3,x1,22 | + | d—2|0| 2 | 1 1(11
6 |y,xr3,20,27 | — |d—2 |0 ] 2 1 1111
7o, 000,03 | + d—312] 2 | 1] 1] 121232
8 |wy, 2,003 | — |d—3 2|2 1|21 ]1]1]2]3[2
9 2,250,702 | — |d—3 2|2 | 1|1 ]2 11121
10 |2z, 21,y,209 | +|d—3]2] 2 21|11 ]1]1]2]0
U |agas,y,21 | +1d—3]2] 212211221
12 | as, 00,001 | — |d—3 2] 2] 21|12 ]1]2]2[1

Dabei ist £ die Anzahl der Matrizen x1, xs, x3, die in diesem Produkt vorkommen.
Da jede nicht ausgezeichnete Stelle zwei der {ibrigen Matrizen entspricht, ist 2n+k =
2d — 4.

Wegen zo1 - To(2d-4)YTo(2d-3) " To(ad—5) = €22 I8t g = 2. Wegen y = ey ist
Br = 1.

Die iibrigen o und 3 ergeben sich aus der Reihenfolge der Matrizen x1,22 und
x3. Beispielsweise gibt die siebte Zeile die Werte zur Berechnung der Anzahl ent-
sprechender Folgen der Ziffern 1 und 2 an, die sich an den ausgezeichneten Stellen
folgendermaflen verhalten:

Folge: 2,...,1,1,...,1,2,...,1

entsprechendes Produkt: R IR > S T
=e1,1 =e1,2 =e1,1

Wie man aus den a und g die Werte fiir a, b und c erhélt, ist in Lemma 5.7 angegeben.
Setzt man die in der Tabelle angegebenen Werte in den dort angegebenen Term ein,
so erhélt man fiir jede Zeile einen Term, der von d,e und f abhéngt. Diese Terme
bezeichnen wir mit Lq,..., Lis.

Die entsprechende Tabelle fiir das Produkt rechts von y ist:
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Zeile n kElag| Bo|lar |Pr|as| B |las | Bs|lalblc
1{d-—2|3] 1 1 1 1|22 (1]2]1]2]|0
2(d-213|1 1 1121 11212 (1]2]0
3/d=-2(3|1 112 |1 11212121
41d-2131]1 1121211 1 112111210
5(d=23| 11|21 1 1 11212 (1]2]0
6|d—23| 11|21 1121 112 (112]1
7ld=—1|1]11]2|1]2 0[0|0
8ld—1(1| 1|2 | 1|2 000
9(d—-1|1| 1 1] 2| 2 11110
100]d—1]1] 1 1] 2| 2 11110
11{d-1]1] 1 1 1|2 010
12|d-1]1] 1 1 1|2 010

Die Terme, die man mit Lemma 5.7 aus dieser Tabelle erhélt, bezeichnen wir mit

Rl,.. . ,ng.

Im folgenden sind jeweils ey, und f; die Werte, die man in die Terme L; fiir e und
f einsetzen muf}, und er und fg sind die entsprechenden Werte fiir die Terme R;.

Da die Ziffer 1 insgesamt d + 1 mal als Spaltenindex auftritt, mufl die Gleichung
er, +er = d+ 1 erfiillt sein, ansonsten sind die Werte fiir e und f sind beliebig.

Der gesuchte Koeffizient von Lyg_5(z,y) ist dann

Lemma 5.1
Lemma 5.3

65L4d_5€2:4( <2d 3> Z Z L"’fR)( —2_fL—fR)!

fL>0 fr>0

12
> S (-1t rsen(p) LiRs.

er+er=d+1 i=1

~
Proposition 5.4

Da n,k,a,b,c in den jeweiligen Zeilen iibereinstimmen, gilt

Ly = Lo, Ry = Ry, sgn(p1) = —sgn(p2),
Ls = Lg, R3 = R, sgn(p3) = sgn(ps) = —1,
Ls = Ly,
Ly = Ls, Ry = Rs, sgn(ps) = sgn(ps) = +1,
L7 = L, R7 = Rs, sgn(pr) = — Sgn(ﬂs%
Ry = Ry, sgn(pg) = —sgn(p1o) = —1,
L1y = Lo, Ry1 = Rya, sgn(p11) = —sgn(p12)-
Daher ist

12

> sgn(p;)LiR; = —2L3R3 + 2Ly Ry — LoRo + L1oRio

i=1

= 2L3(Ry — R3) + (L1o — Lg)Ry.
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n n—1 n—1y\ :
Wegen () — (") = (5_,) ist
erp — 1 d—2—ep+3
Ry— Rs =
T <eR—fR+1—3—1><d—2—eR—fR—|—2>
fR—0+3 _ fR—1+4+3
3 3
_( erp — 1 ><d—€R+1><fR+2>
er—fr—3/\d—er— fr 2
er, — 1 d—3—ep +2
Lig— Lg =
0= <6L—fL—|—1—2—1>(d—3—6L—fL+2>
fo—=0+2\ (fr—1+2
2 2

N eL—l d—eL—l fL+1
\er—fr—2)\d—er—fr—1 1
und daher

12
er, — 1 d—2—e¢e;, +0 fL—1+0
i) LiR; = 2
izlsgn(p) eL—fL+1—0—1><d—2—eL—fL—|—1>( 0 )
<€R—1 ><d—€R+1><fR—|—2>
er—fr—3/\d—er— fr 2
4 eL—l d—eL—l fL-l-l
e, —fr—2)\d—er— fr—1 1
erp — 1 d—1—ep+1 fR=0+1
er—fr+1-1-1 d—1—ep—fr+1 1
_2<6L—1>< d—eL—2 >< eR—l ><d—€R+1><fR+2>
er — fr)\d—er—fo—1)\er— frR—3)\d—er— [r 2
eL—l d—eL—1> <€R—1 >< d—€R>
+ +1 +1
(eL_fL_2><d_€L_fL_1(fL )eR—fR—l d—er— fr (r+1)
Ersetzt man im ersten Summanden ej, durch e und e durch d + 1 — e, sowie ff,

durch f und fr durch g, im zweiten Summanden e durch e und ey, durch d+1 —e,
sowie fr durch f und f; durch g, so erhélt man

€L €R
esL4d_5e2=4<—1>d(Qj f’) S S @D+ RN -2~ fr— fR)!
7/ epter=d+1 f,=0 fr=0
12
(DS sgn(pi) LR,
=1
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d+1 e d+l—e
—i-0 ()T Y -2 a2 - gt -n

e=0 f=0 g=0
2(6—1)( d—e—2 )( d—e >< e ><g+2>
e—f)J\d—e—f—-1/\d—e—g—2/\e—g—1 2
e d+l—e
+ (d=2Uf + 9l d—2—f—g)(=1)/7
f=0 g¢g=0

Y | PR (TR O [ PO A

B 2d -3 n xR ()t e d—e—2
_4(_1)dﬁz > (72 <e—f—1><d—e—f—2>

() o

S (T )L e

f+g

()0 o,

Fire =1,e =d—1 oder e = d sind die beiden Summanden nur in folgenden Féllen
von 0 verschieden:

e |g /
1. Summand 1 1 0
2. Summand |d—1]0 |0 oder 1

AuBerdem sind fiir g =d+ 1 — e oder g = d — e beide Summanden 0.
Fir k> 0ist (}) = %(Z:}) und daher ist ( di25;32) = ( dil;f f) dg:f Il dg:f und

(ei;32) = (efg)%e;ﬂl fiir 2 <e<d-2.
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Daher gilt:

. 2d — 3)! d—2 e—1d—e—1 1 f+g e—1
B S e

e=2 f=0 g=0
d—e d—e—f—-1d—e—f
f

d—e—1 d—e
d—e e
1
d—e—g—1><6—g>g(g+ )

> 2 T Sh)6s)

—4(=1)%(2d — 3)!
Erster Summand fiir e=1,f=0,9=1

(2d — 3)! (2d — 3)!
’ d—1 —8(-1)° d—1

Zweiter Summand fiir e=d—1,g=0,f=0  Zweiter Summand fiir e=d—1,9=0,f=1

+4(-1)

(2d . 3)' d—2 e—1d—e—1 (_1)f+g d—e
= 4~ —= - (g+1)
d—1 e=2f20g§0 (}l+§) <d—e—g—1)g

—4(=1)%(2d — 3)! d -
Es gilt
(se—g)tD)  GED+)  ([d—e)(d=2—f—g)!(f+g)! _ f+g) d—2—f—g\ (d—e)! fl(e—f—1)!
(5+0)  (f) 0 dmemgmliglld=2t (") (C=40) (d-2)!
und daher
d—2e—1d—e—1
¢ a(2d = 3)! fig(fH9\ (d=2—-f—g
62L4d_5€2 = 4(—1) - Z (_1) g
d—1 po o g e—i—l s
=0 fiir d—e—1<g(<e)
(d—e)lfle—f-1!/ e-1 d—e e
(d_2)' e_f_l d—e—f g
——
=0 fiir e<g(<d—e—1)
d—e—f—ld—e—f e—ge—g_l d |
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B (2d — 3)l €2 A d—e)lfl [ e—1 d—e
=AD" 2 Y T <e—f—1><d—e—f>

z(5)()

g=0

<d—2—f—g>( _f_l)(dd —f—ld—e—fg+e—ge g — (f+1))

e—f—1 —e—1 d—e e e—1
(d—e—f—1)(d—e —f) f+1

=y (o (e s =D d-2=N = ("5 ) by~ (TS +L5) (—g)

e(e—1)
+ Terme von klemerem Grad in g

d
—4(—=1)4(2d — 3)!
4(-1)%(2d 3).d_1.
Lemma 5.8. Fiir natiirliche Zahlen a, b, ¢ gilt
b N 0 falls a + ¢ < b,
Z(—l)i<aiz><i>zcz (~1)b2 falls a + ¢ = b,
=0 (—1)1’%((“;1)%—({’;1)) fallsa+c=b+ 1.
Beweis: Siehe Abschnitt 5.5
Damit erhélt man:
d2€1
4(2d —3)! 'f' e—1 d—e
62L4d 562—4 Z >< >
d—1 leO ! —f—-1/\d—e—f
e € f+1 €+1 f 1 e—f+1
—1)°— -1
< >f!(<( : >+( : >)e<e-1>< >
e—f—1 f+1
e ((emr-va-2-n-(737) )
d—e—f-1)(d—e—f) f+1 f+1 e—f
_ -1
(d—e—1)(d—ce) * e +e—1( )
d

—4(-1)%(2d — 3)!=

2d 3 d2 — 'e'61 e—1 d—e
i Z (d- 2' Zo<e—f—1><d—e—f>
<<—<f;1> () e Fo a2 = () re- 1)
e(e —1)

(d—e—f—1)(d—e—f) d
T e )d—¢) >_4(_1)d(2d_3)!d—1
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2d 3 2 d—e)le! e—1 d—e
=41 Z (d— 2'f:0<e—f—1><d—e—f>

o d((ege%l(delln(de))f: o
+< - _:(eti;r — +d—e—1+d—e>f+<_e :(eeirne_ _1>>

—4(-1)%(2d — 3)l= f :

~ 41 2d 3 L2 ( d—e;?v : (e;l)(d;e)
<<e(1€_—dl)_(d—e—ll)(d—e)>f2+<1+e_e(662—+16)l6_2d+d—l—1+die>f
+<d_e—1>>—4(—1)d(2d—3)!dd]L

e —

Lemma 5.9. Fiir natiirliche Zahlen a, b gilt:

‘L (a\ (b a+b
@3 ()0)-(2")

L /a\ [b\ . 0 falls a =0 oder b =0
o S (D (1)i=1%

i—o \t/\! a+b( o) sonst.

() . /a\ /b 9 0 fallsa =0 oder b=0
¢ 5 1)\t v L(‘”b) sonst.

(a+b)(a+b—1) \ a

Beweis: Siehe Abschnitt 5.5

Damit erhalt man:

2d3

ey Lag_sez = 4(—1

—e'e' d—
2)! \e—1

((eé‘fi) “@menaa) @y
(S )

d

“’Mw

d
> A(-1)"(2d - 3)!——
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d—2 1-d 1 (e —1)%(d —e)?
= 4(-1)%(2d - 3)! Ze<<e(e —1) (d—e—-1)(d— e)> (d—1)(d-2)

e=2
1+e—e?+de—2d 1 1 \(e=1)(d—e) d—e
-1
+< e(e—1) +d—e—1+d—e> d—1 * e

d

—4(-1)%(2d — 3)l=

268 +4de® + (<28 — d)e + &
d—1)(d—2)

d
d—1

= 4(-1)%(2d - 3)! 4(=1)%(2d — 3)!

e=2

CAEDYRA=3) ( ((d=2)2(d-1)* (d-2)(d-1)(2d-3)
= (2 1) 10 )
—2)(

(d—1 4 6
d d—1 d
—d(2d +1) (% - 1) + d*(d — 3)> —4(-1)%(2d — 3)!——
2
= (—1)d+1§(2d — 3)1d?,
wobel im vorletzten Schritt
n n 1
len, 2':771(71—F ),
5 ‘ 2
i=1 i=1
- 1(2n +1 " 2 1)2
Shjo _ nln+ 0 1) Shp )
=1 6 =1 4

verwendet wurde.
Damit erhalten wir nun das Ergebnis:

Satz 5.10. Fiir d > 3 gilt mit den angegebenen y,z; € gl;:
2
ey Lag—s(x,y)es = (—1)d+1§(2d - 3)ld”.

Insbesondere gilt fiir beliebiges d die Identitét L, (x,y) = 0 nicht fir n < 4d — 5.

Beweis: Fiir d = 1 ist nichts zu zeigen.

Fiir d = 2 ist
2 0
Ln(@ay) = (0 _2> .

Fiir d > 3 fehlt nur noch der Beweis der Lemmata 5.6, 5.8 und 5.9. L]

Korollar 5.11. Das minimale n, so daf} die Identitdt L, (z,y) = 0 in sly gilt, ist
n = 4d — 4.

Beweis: Daf} die Identitét fiir n = 4d — 4 gilt, folgt wegen sly C gl; aus Satz 4.7.
Um zu zeigen, daf} sie nicht fiir n = 4d — 5 gilt, sei 7 : gl; — slg, x — x — %

Fiir z,y € gl gilt dann [7(x), 7 (y)] = [7(z),y] = [z, y].

Sind z,y € gly mit Lig—s(z,y) # 0, so folgt Lag—5(m(21), ..., m(z14-5), 7(y)) #%
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5.5 Beweise der Lemmata iiber Binomialkoeffizienten

Beweis von Lemma 5.6: Zunéchst sei jo = - - - = jp = —1. Dann ist die Behauptung

) ) =G en)
not T \10 + 1 ng + 1 n+k+1)

n;>—1

Fiir n = —k — 1 steht auf beiden Seiten 1, sonst steht auf beiden Seiten 0.

Sei nun o. B. d. A.jp > 0. Hierfiir verwenden wir Induktion iiber n. Fiir n = j steht
auf beiden Seiten 1. Sei nun n > j und die Behauptung gelte fiir n — 1. Dann gilt

) )
no+-+nE=n o = Jo Nk = Jk

n;>j;

= 2 (non—oj_o 1— 1) (”1n—1 j1> (”kn_k jk)

ni>ji ng — 1> < ni ) < ng
+ . R .
Z <n0 —Jo ny —J ng — Jk

ni>ji
n n n n n n
= 2 GG () 2 S G ()
no>ga—1 N0 T Jo/ N\~ J1 = Ik) S ng — Jjo + J1 Jk
no+-+np=n—1 no+-+ng=n—1

_(n—1+k n n—1+4+k _(n+k
S \n—-1-j n-1-(G-1) \n—-j)
[l
Beweis von Lemma 5.8: Fiir b = 0 sind nur die drei Falle

a=0und c=0,
a=0und c=1,

a=1lundec=0

zu iiberpriifen.

Fiir a = 0,c¢ =0 und b > 0 gilt Z?ZO(—l)i(I?) =(1-1b=0.

(2

Fiir a = 0 und ¢ > 0 verwenden wir Induktion iiber b. Es gilt

;(—1)i (l;) i€ = ;(—1)" (l;: i) ?z‘c — _bg(_l)i (b : 1) (i + 1)

b—1
(b—1
=-b Z(—1)2< ; )(1"31 + (¢ — 1)i®2 + Terme von kleinerem Grad in i)
i=0

0 falls ¢ < b,
—b(=1)>"L(b — 1)! = (—1)b! falls ¢ = b,
—b((~1)P7 (b~ I(E) + (e~ D)~ (b - 1))

= (—DP!(*5Y) fallse=b+1.
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Fiir a > 0,b > 0 und ¢ = 0 verwenden wir die Aussage fiir a = 0,b > 0,¢ > 0. Es
gilt

e ()0 - ()

b b a—+1
Z ( > (i 4+ ( 5 )ial + Terme von kleinerem Grad in 7)

1=0
0 falls a < b,
= (-1)°4 falls a = b,
L0 (P + (3N (-1)bp))  falls a=b+ 1.

Sei nun a, b, ¢ > 0 und die Behauptung gelte fiir a — 1, fiir b — 1 und fiir ¢ — 1. Dann
gilt:

o e z<> (0
() (0
e ()0 e e (0
-y () (e e

b .
fa—1
+ Terme von kleinerem Grad in ) + g (—1) (a * 2> <b> i°
=0

0 falls a + ¢ < b,
—p(—1)p- 1t (gl falls a + ¢ = b,
== b—1 c b—1 —1)bp!
b(( > (b-1)! ((;)Jr()) D= 1) (b~ 1)')+( 1)°b!
= (-1

o (a—1)!
FH(CL) + () +bara) falsasembe

0
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Beweis von Lemma 5.9:

(a) Fiir a = 0 ist die Behauptung erfiillt. Fiir a > 0 gilt
L [a\ (b “fa—1\ (b “fa—1\ (b
> ()0 -20)0-20)0)
1=0 1=0 =0
“Cla—1\ 2/ k a—1+0b
:Z<¢—1>Z<¢—1>+< a—1 >

bl o 1N [k a—14+b
=> . SR

k=0 i=0 t E a

b—1

(b) Fiir a = 0 oder b = 0 ist die Behauptung erfiillt. Fiir a > 0 und b > 0 gilt:

S-S0
SE () )0
(L))

bEaHz) <aZE;2>

a+b—1 _ ab fa+b
a—1 a+b\ a )

(¢) Fiir a =0 oder b = 0 ist die Behauptung erfiillt. Fiir a > 0 und b > 0 gilt:

G HEES o) VRO S G [

—ab a—1+b—-1 b a a+b—1
- a—1 a4+ b—1 a

B a2b a+b—-1 B ab? a+b
S a+b—1\ b-1 ) (a+b-1(a+b)\ b )

35



Kapitel 6

Standard-Lie-Identitat fiir spyy

Nachdem wir in den vorangegangenen Kapiteln gesehen haben, dafl der minimale
Grad, in dem die Standard-Lie-Identitét in sly gilt, 4d—4 ist, wire es nun wiinschens-
wert, auch fiir die anderen klassischen einfachen Lie-Algebren zu wissen, in welchem
Grad diese Identitét gilt. In diesem Kapitel soll dies zunéchst fiir spy, geklédrt werden.

Wegen sp,, C gly, gilt auch in spy, die Standard-Lie-Identitédt im Grad 8¢/ —4. Da der
Beweis von Satz 4.7 im Wesentlichen auf der assoziativen Standardidentitit beruht,
und diese nach Satz 3.2 in spy, nicht in kleinerem Grad als in gly, gilt, kann man
mit dieser Methode kein stéirkeres Ergebnis als Lgy_4 erwarten. Dies ist aber nicht
optimal, im folgenden soll gezeigt werden, daf fiir £ > 2 in spy, bereits die Identitét
Lgy_g gilt.

Zunéchst bendtigen wir eine Methode, wie man aus gewissen Polynomen in einer Va-
riablen multilineare Polynome in mehreren, nicht kommutierenden Variablen erhélt.

Definition: Fiir ein Monom M € K{Xj,...,X;} der Form M(Xi,...,X,) =
X - X, und 0 <3 < £ sei

M(Xl,...,Xg) fallsi:il,
<M(X1"H7Xé)>i N {O sonst.

1 fallsi=0,

! 0 sonst.

Fiir das konstante Polynom 1 € K{X7,..., X,} sei <1> = {

Diese Definition sei linear auf alle Polynome fortgesetzt.

Bemerkung 6.1. Fiir jedes Polynom P € K{Xj,..., X/} gilt

Lemma 6.2. Fiir £ > k > 0 und nicht kommutierende Variablen Xi,..., X, gilt:

> DU X)) =0

Jc{1,..,0} jeJ

36
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Beweis: Wir verwenden Induktion iiber k. Fiir £ = 0 gilt
‘ ‘
k i
DICHEV P DINCIED W E B
JcA{1,....0} jeJ Jc{1,....0} i=0

die Behauptung ist also erfiillt. Sei nun £ > 0 und die Behauptung gelte fiir k£ — 1.
Wir werden die Induktionsvoraussetzung einmal fiir £ — 1 und ¢ — 1 anwenden, und
einmal fiir £ — 1 und 4. Es gilt:

> IR xp)

Jc{1,..,0} jeJ
l
=3 > IS x)h),
i=0 Jc{1,...} jeJ
4
=30 > OGS+ > OIS X)),
i=1  Jc{l,...6} jedJ Jc{1,...0} jeJ
:O,d‘;k>0
¢
=3 > IO x)h),
=1 Jc{1,...,0} jeJ
e
l
=->( > M+ xh,
=1 JC{l,..0} =
i¢J
¢
=2 % > Mo+ X
i=1  Jc{l,..6} jeJ
i¢J
l
=Y x%( Y IS x) T Y (YIS X))
i=1 Jc{1,...,.0} jed Jc{;,...,é} jeJ
ieJ iZJ

~
=0 nach Induktionsvoraussetzung

¢
DI I DENCILL) PP i

i=1  Jc{l,..,0} =

=0 nach Induktionsvoraussetzung

Lemma 6.3. Fiir £ > 1 und nicht kommutierende Variablen X1, ..., X gilt:

DF Y VIO X =) Xor e X

JcA{1,...,k} jeJ o€Sk

Beweis: Per Induktion iiber k. Fiir £k =1 gilt

= 3 VIS X = ~(=D)0 - (-1 — x,.

Jc{1} jeJ
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Fir k£ > 1 gilt

Z Xol"'Xak

€Sk

X Z Xo1+ Xo(i-1)Xo(ir1) *** Xok

k
iz; c€Sk_1
k
DI TSI SENEEI) pe Al
i=1 Jc{l,...n} jeJ
i

nach Induktionsvoraussetzung

:(_1)#1 Z ZX@(—l)‘Jl(ij)k*1

JG{1,... .k} i¢J jeJ
k
=0t YT x-S X) IO )t
Jc{1,....k} =1 jeJ jeJ
k
=YX > EDYIODR DR YD (IO Xk,
=1 Jc{1,....k} jeJ Jc{1,....k} jeJ

=0 nach Lemma 6.2

O

Wie bei Procesi [5] sei nun T' der (kommutative) Polynomring iiber K, der von den
Symbolen tr(Xj, - -- X;, ) erzeugt wird, wobei tr M = tr N genau dann gelte, wenn N
aus M durch eine zyklische Permutation entsteht. Weiter sei tr(M + N) eine andere
Schreibweise fiir tr M + tr N. Wir rechnen im folgenden in T{X1,..., X, }.

Proposition 6.4. Sei M € T[X] ein Polynom der Form

M(X) = Xty XU g X270 gp X001

Dann gilt fiir nicht kommutierende Variablen Xy, ..., X,:
=D > DVIMYXy)
Jc{1,...,0} jeJ
= Z X1 Xoig 0 (Xoig41) * * Xoig) t1(Xo(iy41) - Xoip) -+
oc€Sy

o tr(XO'(Z'k,1+1) e XO'E)

Beweis: Fiir einen Polynomring R{X} bezeichne Rp{X} die Menge der homogenen
Polynome vom Grad k. Man betrachte die Abbildung

K {X1,....Xn} = T {X1,..., X0}
X1 Xy Xy X tr(Xigan - Xy ) - to( X 11+ X).

Mit dieser Abbildung erhélt man aus Lemma 6.3 gerade die behauptete Gleichung.
(]
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Diese Proposition wollen wir nun anwenden, um aus dem Verschwinden eines ge-
wissen Polynoms in einer Variablen fiir bestimmte Matrizen zu schlieffen, dafi auch
gewisse multilineare Polynome verschwinden. Mit dieser Methode zeigt Rowen [8]
die assoziative Standard-Identitéit fiir sooy.

Definition: Fiir 1 < j < 3 definieren wir die Polynome P;(X) durch

Py(X) = X*,
V4
Py(X) = (=D)FuxH,
k=1

Pi(X) = Py(X) + P3(X),

mit po = 1 und 2kpug = Zle(—l)iﬂ,uk_itr X

Bemerkung 6.5. Fiir jedes k < £ ist der Koeffizient pj eine Summe von Termen
der Form trz® ---tra% fiir ein gewisses j, so daBl i + - +i; = k gilt.

Proposition 6.6. Ist x € My (K) mit 2° = z, so gilt P;(x) = 0.
Beweis: Siche [§]
Definition: Sei

T(Ay, A, Ag, Ay) = A1 As A3 Ay + AyAsAs Ay,
U(A1, Az, A3, Ay, As) = A1 Ag Az Ay As — As Ay AsAs Ay

Bemerkung 6.7. Setzt man fiir A; Matritzen aus spy, ein, so gilt T'(4)° = T'(A)
und U(A)* =U(4).

Definition: Fiir nicht kommutierende Variablen Aq,..., Ay bzw. X1,..., X,, sowie
1 <5< 3sel
Qi(4) = (-1)" > (=) A,
Ic{1,...0} iel
RJ(X’Y) = (T KXl,X2’X3)’

Q;(T(
T(X4, X5, X6, X7), ..., T(Xap—a, Xao—3, Xao—2, Xa0-1)),

(U Xl, Y> X2, X3a X4)a
T(X5, X6, X7, Xg), ..., T (Xap—3, Xg0—2, Xav—1, Xur)),

SiX,Y) = sen(0)R;(Xo1, .., Xo(ae-1), Y) Xo(ap) -+ Xom,
gESy

SiX,Y) = > sgn(0) R (Xots - - Xo(ae), V) Xo(aern) - Xon-
o€Sh

Bemerkung 6.8. Setzt man fiir X;, Y Matritzen aus Sy €in, so folgt nach Propo-
sition 6.6 und Bemerkung 6.7, da§ R;(X,Y) =0 und R;(X,Y’) = 0 gilt. Daher gilt
auch S1(X,Y)=0und 51(X,Y) =0.

Lemma 6.9. Die Polynome S5 und S3 sind Summen von Termen, von denen jeder
mindestens einen Faktor einer der drei Formen
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(&) Dpes,, sen(0) tr Xo1 - Xo(ap)
(b) Ypesy, sen(o) tr (YXo1 - Xop—1) + Xo3Xo2 Xo1Y Xou -+ X (a5-1))

(€) Does,, sen(o) trY Xor - Xoap)

hat.

Beweis: Da die Spur eines Produkts invariant unter zyklischer Permutation der
Faktoren ist, kann man o. B. d. A. davon ausgehen, dafl Y, wenn es in der Spur
auftaucht, an erster Stelle steht. Nach der Definition hat jeder Summand von Pj
wenigstens einen Faktor der Form tr X*. Daher hat jeder Summand von (3 minde-
stens einen Faktor der Form tr(A4;, --- A;,). Jeder Summand von R3 besitzt dann
einen Faktor einer der Formen

(a) tr(X1 tee X4k)

(b) tr(YX1X2X3X4 cee X4k_1 + X3X2X1YX4 cee X4k_1)
und jeder Summand von Rj3 einen Faktor einer der Formen

(a) tr(X1--- Xup)

(b) tr(YX1 e X4k.

Aus der Definition von S5 und S folgt damit die Behauptung. (]

Lemma 6.10. Sei k eine beliebige natiirliche Zahl.

(a) Fiir beliebige Matrizen z1, ...,z gilt: zoes% sgn(o) tr o1 - To(2r) = 0.

(b) Fiir beliebige Matrizen x1, ..., z4,_1,y gilt:

ZUES4k—1 Sgn(o) tr (yxal e 1’0(4k_1) + Lo3Lo2Lo1YTo4 " - - xa(4k—1)) =0.

(¢) Fiir x1,...,%4k,y € Spyy oder z1, ..., Ty, y € s0q gilt:

des% sgn(o) tr yxo1 -+ To(ar) = 0.
Beweis:
(a) Fir p=(12,...,2k) gilt sgn(p) = —1 und daher
Z sgn(o) tr Tol o To(2k) = Z traer - To2k) — Z X Zop1 - Top(2k)

g€Syy g€Asy g€As

= Z treg - To(2k) — trage .- Lo (2k) Lol
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(b) Fiir p=(12,...,4k — 1)3 gilt sgn(p) = 1 und daher

Z SgH(O') tr 63252C51YTaa * -« * xo‘(4k—1)
0€S4K—1

= E sgn(0) tr yzos - -+ Lo (4k—1)Lo3%02T 01
0€S4k—1

== Z sgn(0) i Yo+ * To(ak—1)To1T02T 03

0€S4p—1

== Z Sgn(0) tT YTopl ** Top(ak—1)
0€Sak—1

== Z sgn(0) tr yTo1 - - - To(4h—1)-
0€S4p—1

(c) Sei zunéchst x1,...,zy,y € spy,. Sei weiter p = (1,4k)(2,4k —1)--- (2k, 2k +1).
Dann ist sgn(p) = (—=1)%* = 1 und es gilt:

Z sgn(o) tryret - Toar) = Z sgn(o) tr(y%l“'%(mc))s

€Sk €Sk
= Z sgn(0) tr @y gy To1y”
oESuk
= (_1)4’”‘1 Z sgn(o) tr To(ak) " Toll
oESk
== > sgn(0) tryTept  Topar)
oESuk
=— > sgn(o)sgu(p) tryzer - - To(ap)
oESuk
Y o)ty
oESuk

und daher die Behauptung. Fiir x1,...,x,,y € sog geht der Beweis analog.

0

Nach Bemerkung 6.8 gilt S;(z,y) = 51 (z, y) = 0 fiir z1,...,Zn,y € spy. Nach den
Lemmata 6.9 und 6.10 gilt auch Ss(z,y) = S3(z,y) = 0. Wir erhalten daher:

Lemma 6.11. Fiir 1,...,2,,y € spy, gilt

Andererseits sind Sy und 32 aber multilinear in allen Variablen und alternierend in
den X; und lassen sich daher als Linearkombination der vor Lemma 4.2 definierten
Polynome A; ; darstellen.
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Lemma 6.12. Fiir n > 4/ gilt:
(a) S2(X1,...,X,,Y)=21(0—1) Yo<ice (Ain-4i(X,Y) — Agipznsi3(X,Y))

(b) So(X1,...,Xn,Y) =210 - 1) ZOSi<2Z(_1)iA2i+1,nf2ifl(1,Y)

Beweis:
(a) Fiir 0 <¢<4¢—1und p € Sy definieren wir die Koeffizienten r; , durch

Ry(X1,..., X40-1,Y) = Z TipXp1++ Xpi Y Xpig1)y - Xpae—1-
0<i<dl—1
PES4r—1

Nach der Definition von Ry ist r;, € {0,1} fir alle ¢ und p. Dabei ist 7;, = 1
genau dann, wenn fiir jedes 2 < j < /£ eine der Bedingungen
(i) p(4j —4) =p(4j —3) —1=p(4j —2) —2=p(4j - 1) =3
(i) p(4j —1) =p(4j —2) =1 =p(4j —3) —2=p(4j —4) =3
gilt, und eine der beiden Bedingungen
(i) 4 ist durch 4 teilbar und es gilt
pli+1)=1, pli+2) =2, p(i+3) =3,
(ii) 7+ 1 ist durch 4 teilbar und es gilt
pli—1) =1, pli—2) =2, pli—3) =3,
erfiillt ist. Dann ist sgn(p) = (—1)".

Zu vorgegebenem i, so daf i oder i-+1 durch 4 teilbar ist, gibt es genau 2= (/—1)!
Méglichkeiten fiir p, so dafl r; , = 1 ist.
Fiir n > 44 betten wir Syy_1 auf natiirliche Art in S, ein, das heif3t, die Ziffern

4¢,...,n werden invariant gelassen. Wir setzen r; , = 0 fiir p € S,, \ Sqp—1 und
alle ¢. Es gilt

52(1, Y) = Z SgH(O')R2 (Xaly cee 5X04€—1, Y)XU(4Z) tee Xon
oESy

= Z Z Sgn(o')ri,anpl t XO'piYXUp(’i+1) tr Xap(4€—1)Xa(4£) - Xon
0ES, 0<i<4l—1
PES4r—1

= Z Z sgn(op )i pXot Xoi¥ Xo(ir1)  Xoe-1) Xo(e) -+ Xon
0<i<4f—10€Sy

PESn
= Z Sgn(U)Xal T XaiYXa(i—l—l) o Xan Sgn(p)ri,p
0<i<4¢—1 PESy
0ESRH
= Z Aini(X,Y) Z sgn(p)rip
0<i<4l—1 pESar 1

= Z 2710 — D) (Agin-4i(X,Y) — Agigzn-ai3(X,Y)).
0<i<t
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(b) Fiir 0 <i <4¢ —1 und p € Sy—; definieren wir die Koeffizienten r; , durch

Ro(X1,.., Xapo1,Y) = D ripXpre - XpiV Xy - Xparo1.
0<i<dl—1
pPES4e—1

Nach der Definition von Ry ist r; , von 0 verschieden, wenn ¢ ungerade ist und

fiir jedes 1 < j < £ eine der Bedingungen

(i) p(4j =3)=p(4j —2) —1=p(4j —1) =2 =p(4j) =3
(ii) p(4j) =p(4j—1) =1 =p(4j —2) —2=p(4j —3) =3

gilt. Dann ist sgn(p) = (—1)1771, Zu jedem ungeraden i gibt es genau 2¢71(£ —1)!

Méglichkeiten fiir p, so dafl r; , # 0 ist.

Fiir n > 4¢ und die natiirliche Einbettung Sy — S, setzen wir r; , = 0 fiir

p € Sy \ Sy—1 und alle i. Es gilt

So(X,Y) =Y sgn(o)Ra(Xo1, .- Xoae, V) Xoer) + Xon
0ESn

Z Z sgn(0)ripXopt *+* XopiY Xopiir1) - Xopa) Xo(aer1) - Xon

€Sy 0<i<4l
PES4p

Z Z Sgn(apil)ri,pXol ce XoiYXo(iJrl) T XU(4Z)XJ(4Z+1) co Xon

0<i<4l oeSn
pESh

= Z Sgn(U)Xal T XaiYXa(i—i—l) o Xon Sgn(p)ri,p
0<i<4r PESn
o€Sn

Z Aini(X,Y) Z sgn(p)ri,p

0<i<4¢ pESas

= > 27N - DN(-1) Agipn-2i1 (X, Y).
0<i<2l

Satz 6.13. Fiir £ > 2 und z1,...,%8/—8,y € Spy, gilt die Identitat

Lgy_g(z,y) =0.

Beweis: Nach Lemma 4.3 und Korollar 4.6 ist A; j(z,y) = 0 gleich 0, wenn i oder

j grofler oder gleich 474 ist.

Fiir Py—1 4¢—7 und Q4¢—1,4¢—7 wie vor Lemma 4.4 gilt daher

40-1
Py yarq(zy) = (@ -1! > (=D Aige g (2, y),
i=A0—T
40—1

Que—rae-7(z,y) = (A —1)! Y Aiges_i(z,y).
i=40—7
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Sein =8¢ — 8. Wegen £ > 2 ist n > 4¢ und nach Lemma 6.12 gilt

So(z,y) = 2710 — DI (—Asr—s a0-3(2,y) + As—aa0-4(2,y) — Agr—1,00-7(2,Y)),
§2(£7 y) =
2710~ V) (Agr—7a0-1(2,y) — Aso—s.0-3(2,y) + Ase_3.40-5(2,y) — Age_1.40-7(z,9)).

Nach Lemma 4.2 gilt schlieflich

Lge—s(z,y)
= <2§ §> Agr—6a0—2(z,y) + <;1§:;l> Ae-1,00-4(2,y)
( 11>A4£ 2,40-6(Z,Y)
46 4 <3P4z La-7(2,y) — Que—1a0-7(x,y)  Sa(z,y) — 252@’3/)>
2@ 3 4(40 —1)! 20(0 —1)!

N 40 — 4\ ( Py—1a0-7(z,y) + Que—1,40-7(x,y)  2S2(z,y) — Sa(z,y)
2 — 2 4040 — 1)) 200 1) '

Nach der Definition von P und @ und Satz 4.5 sind Py_14¢—7(2, y) = 0 und
Qae—1,40-7(z,y) = 0. Nach Lemma 6.11 ist auch Sa(z,y) = 0 und 52(3: y) = 0.
Daher gilt auch Lgy_g(z,y) = 0. (]

Bemerkung 6.14. In sp, = sly gilt nach Satz 4.7 die Identitét Ly.
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Standard-Lie-Identitat fiir so,

Wie im vorangegangenen Kapitel rechnen wir auch hier in einem Polynomring iiber
T, wobei T ein Polynomring iiber K in Symbolen der Form tr(Xj - - - X}) ist.

Proposition 7.1. Sei M € T{A, B} ein Polynom der Form
M(A, B) = (AB)® tr(AB)1 =% ... tr(AB)* -1,

Dann gilt fiir nicht kommutierende Variablen Aq,..., Ay, B1,..., By:

S MY ALY By)

,JC{1,...,0} i€l jeJ
= Z As1Br1 -+ Agig Brig t1(Ag(ig+1) Briig+1) = Aiy Briy) -+ -

o,7ESy

o tr(AO'(ik_l-l-l)BT(ik_l—f—l) t AUEBTZ)~

Beweis: Mit R;{X} bezeichnen wir wieder die Menge der homogenen Polynome
vom Grad k in R{X}. Durch eine Permutation p € Sy, wird eine bijektive Abbildung

wp : Ti{ X} — Ti{X}
Xp- Xp = Xp1 - X

induziert. Sei nun p € Sop mit p~1(2i — 1) =i und p~1(2i) =L+ 1 fiir 1 <4 < /L.

45
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Dann gilt:

0o( Y AsiBri-+ AgByy)

o,TESy

= Z Spp(AalBTl ce AUZBTZ)

o,7ESy

= Z Ag1 - AgeBr1-+ By

o,7TESy

= Z Agt - Age (=1)° Z (_1)|J\(ZB].)€

o€Sy JcA{1,...,¢} jeJ

nach Lemma 6.3

=(-0" Y QoA -t Y MG B)S

Ic{1,..6} icl JC{1,...0} jeJ

nach Lemma 6.3

= > OIS A (Y By

1,JC{1,...,0} el jeJ

—o( S (D)UY 4By,

[IC{1,...0} icl
J

also auch

Z As1Br1 AguBry = Z (‘U‘”HJ‘(Z AiB))".

0,7ES, 1,JC{1,..¢t el
{ } jeJ

Die Behauptung erhilt man daraus analog zum Beweis von Proposition 6.4. (]
Definition: Fiir 1 < j < 3 sei P; wie im vorangegangen Kapitel definiert. Weiter
sei fiir nicht kommutierende Variablen A, B

Q;(A, B) = Pi(AB).

Lemma 7.2. Seien a,b € soy, .Dann ist ab konjugiert zu einer Matrix ¢, mit ¢® = c.
Insbesondere gilt also Q1(a,b) = 0.

Beweis: Siche [8]

Definition: Fiir 1 < k£ < 3 und nicht kommutierende Variablen Xi,... X,,,Y und
Al,...,Ag,Bl,...,Bg sei

R(AB) = > (=D)HIQu>" 4.5 By),
1,JC{1,...,t} el jeJ
Sp(X,Y) = Ri([Y, [X1, Xo]], [X5, X), - - -, [Xar—3, Xap—2],
(X3, Xa], [ X7, Xs), ..., [Xae—1, Xae]),
To(X,Y) = Y sgn(0)Sk(Xo1 -, Xo(a), V) Xoaes) - Xon-
€Sy

Bemerkung 7.3. Setzt man fiir Xy,..., X,,Y Matrizen aus soy ein, so liegen auch
die Kommutatoren [Y, [X1, X5]] und [Xg;—1, X9;] fiir 2 < i < £ und alle Summen
dieser Kommutatoren wieder in sogy, und nach Lemma 7.2 verschwindet dann Q1
und daher auch Ry und Sy, es gilt also T7(X,Y) = 0.
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Lemma 7.4. Das Polynom T3 ist eine Summe von Termen, von denen jeder min-
destens einen Faktor einer der Formen

(&) X pes,, sen(o) tr(Xo1 - Xo(ap))
(b) D pes,, sen(o) tr(Y Xo1 - Xoan))

hat.

Beweis: Da jeder Summand in P; mindestens einen Faktor der Form tr X hat,
hat jeder Summand in Q3 einen Faktor der Form tr(AB)?, also ist R3 eine Summe
von Termen, von denen jeder einen Faktor tr(A4; By, - - - A;, B;, ) hat. Daher hat jeder
Summand in S5 einen Faktor der Form tr(X; - - - Xy1) oder der Form tr(Y X7 - - - Xyp).
Aus der Definition von T3 folgt damit die Behauptung. L]

Nach Lemma 6.10 verschwindet daher T3(X,Y), wenn man fiir X1,..., X,,, Y Matri-
zen aus sogy einsetzt. Da nach Bemerkung 7.3 auch T3 (X, Y") verschwindet, erhalten
wir:

Lemma 7.5. Fiir z1,...,z,,y € soy gilt

T2(£’ y) =0.

Da Ty andererseits aber multilinear in allen Variablen und alternierend in den X
ist, 148t es sich als Linearkombination der vor Lemma 4.2 definierten Polynome A; ;
darstellen.

Lemma 7.6. Fiir n > 4l gilt:

TQ(X17 s 7Xn7 Y) = 22[6'(6 - 1)' Z (_1)iA2i,n—2i(X7 Y)
0<i<2¢

Beweis: Nach Definition ist Py(X) = X*, also Q2(A, B) = (AB)*. Nach Propositi-
on 7.1 und der Definition von Ry ist daher Ry(A,B) = > As1Br1 - AgeBoy.

Fiir 0 <7 < 4¢ und p € Sy definieren wir die Koeffizienten s; , durch

o,TESy

So(X1,..., Xu,Y) = Z SipXp1+ XpiY Xpgigr) - Xpae-
0<i<4t
PES4e

Dann ist s; , € {0,1,—1} fiir alle 7 und p. Weiter ist s; , genau dann von 0 verschie-
den, wenn i gerade und kleiner als 4/ ist, p jede der beiden Mengen von (ungeord-
neten) Paaren {(1,2),(5,6),...,(4¢ —3,4¢ —2)} und {(3,4), (7,8),...,(4¢0 —1,40)}

permutiert und

{1,2} ={p(i — 1), p(i)} falls i/2 ungerade ist, und
{1,2} ={p(i +1),p(: +2)} falls i/2 gerade ist, gilt.

In diesem Fall ist s; , = (—=1)¥2 sgn(p). Zu gegebenem, geraden i < 4¢ gibt es genau
22601(¢ — 1)! solche p.
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Fiir n > 44 und die natiirliche Einbettung Sy — S, setzen wir s; , = 0 fiir p €
Sp \ Sy und alle .

Es gilt

T2 (1’ Y) = Z Sgn(U)S2(X01, cee 5X04£, Y)Xg(4£+1) cee Xon
oESy

Z Z Sgn SZ P Ul’l T XUPiYXUP(iJrl) e XUP4ZXU(4Z+1) < Xon
0ESy 0<i<4¢

PES4e
Z Z sgn(ap—l)si7pX01 R XaiYXa(z‘+1) e Xo4£Xa(4£+1) o Xon
0<i<4l oeS,
pPESH
= > s8n(0)Xor - Xoi¥ Xy Xon ) sen(p)si,
0<:<4¢ pESn
oeSh
Z Azn z X Y Z sgn( )Si,p
0<i<44 0654[
= Z (—1) 22016 — 1)1 Agi -2 (X, Y).
0<i<2/

0

Wir verwenden nun noch folgenden Satz, der fiir gerades d von Kostant [2], fiir
ungerades d von Rowen [7] stammt:

Satz 7.7. Fiir x1,...,T99_2 € soq gilt die Identitit
Agd—2(z) = 0.
Korollar 7.8. Auch fiir n > 2d — 2 und z1,...,x, € sog gilt die Identitit
Ap(z) =0.
Satz 7.9. Fiir £ > 3 und z1,...,Tgr_12,y € soy gilt die Identitéit

Lgy_12(z,y) = 0.

Beweis: Nach Lemma 4.3 und Korollar 7.8 gilt A4; j(z,y) = 0, wenn 4 oder j gréfer
oder gleich 4¢ — 2 ist.

Fiir Py—3 40—9 und Q4¢—34¢—9 wie vor Lemma 4.4 gilt daher

40-3

Py saro(zy) = (40 =3)! > (=) Aige10i(z,y),
i=40-9
40-3

Que—sar—o(@,y) = (40 =3) Y Aige-1o-i(z,y).
1=40—9

Sei n =8¢ — 12. Wegen ¢ > 3 ist n > 4¢ und nach Lemma 7.6 gilt

To(z,y) = 22010 — 1)(Agp—g a0-a (2, y) — Ase—ga0-6(2,y) + As—s.10-8(z,))-
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Nach Lemma 4.2 folgt

40 — 6 4/ — 6
Lgg—12(z,y) = <2€ B 4> Ago—gar—a(z,y) — (26 B 3> Agr—6,a0—6(2,Y)

4¢ — 6
Apr—aao—
+ <2£_2> a0—a,40-8(2,y)

_ (M =6\ (Qar-sar9(z,y) — Pae—sar-9(z,y) N To(z,y)
20— 4 (40— 3)! 2FTQ(( — 1))
(A =6\ (Qu-34-9(z,y) — Pu—saeo(z,y)  Th(z,y)
20— 3 4(40—3)! 2 —1) )

Nach der Definition von P und @ und Satz 7.7 sind Py_34s—9(z,y) = 0 und
Qae—340-9(z,y) = 0. Nach Lemma 7.5 ist auch Ty(z,y) = 0. Daher gilt auch
Lge—12(z,y) = 0. O

Satz 7.10. Fiir £ > 4 und z1,...,xg_16,Yy € S0or_1 gilt die Identitat
Lg¢—16(z,y) = 0.

Beweis: Der Beweis ist analog zum vorangegangenen. Hier ist A; ; = 0, wenn 4 oder
7 grofler oder gleich 4¢ — 4 ist. Es gilt

40-5

Py_s540-11(2,y) = (4¢ = 5)! Z (1) A, 80-16-i(2, ),
i=40—11
40—5

Que—sae—n1(z,y) = (A =5)1 Y A;gr16-i(z,y),
i=40—11

To(z,y) = 22010 — 1)/(—Age—10.40-6 (2, y) + Ase—s.a0-8(2,y) — Asr—6.40-10(2,Y)),

Lgy—16(2,y)
4¢ — 8 40 — 8 4¢ — 8
=— (26 B 5) Age—10,40-6 + <2£ B 4> Ago—ga0-8 — (26 B 3> Ago—6,40-10
_ (4 =8\ (Qusae-11(z,y) — Pusa0-11(2,y) N Ty (z,y)
20— 5 4(40 —5)! 220+171(¢ — 1)!
(4 =8\ (Qu-sa-11(2,y) — Pusan(z,y)  Tlz,y)
2 — 4 4(40—5)! (L 1)1 )

Da die natiirliche Einbettung sooy_1 < sogy mit der Multiplikation vertréglich ist,
gilt auch hier T5(z,y) = 0. Da auch P und @ verschwinden, gilt dies auch fiir Lgy_1¢.
Allerdings ist hier fiir Lemma 7.6 die Voraussetzung ¢ > 4 notwendig. (]

Bemerkung 7.11. Die Sétze 7.9 und 7.10 zeigen, daB fiir d > 6 die Standard-Lie-
Identitét in sog im Grad 4d — 12 gilt. Fiir die tibrigen d gilt:

® s09 ist abelsch, also gilt die Identitéit Ly = 0.
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e s03 ist isomorph zu sls, es gilt also Ly = 0.
® S04 ist isomorph zu sly @ slo, also gilt auch hier Ly = 0.

e so5 ist isomorph zu spy, also gilt hier Lg = 0.

Kapitel 7
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Ubersicht der Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird zusammenfassend dargestellt, in welchen Graden die as-
soziative Standard-Identitdt und die Standard-Lie-Identitdt in den klassischen ein-
fachen Lie-Algebren gelten.

Kostant [3] zeigt, daf fiir jede Darstellung ¢ einer reduktiven Lie-Algebra die Iden-
titdt Aoge(p(z1),. .., p(z2)) = 0 gilt, wobei € der Nilpotenzgrad der Darstellung ist,
d.h. ¢(x)¢ = 0 fiir alle nilpotenten x. Wegen L, (z,y) = A, (ad(x1),...,ad(x,))(y)
erhélt man damit auch eine obere Abschitzung fiir den Grad, in dem die Standard-
Lie-Identitat gilt.

Rowen [7] betrachtet die assoziative Standard-Identitéit fiir schiefsymmetrische und
symmetrische Matrizen. Er gibt den minimalen Grad an, in dem diese Identitét in
soq gilt. Fiir ungerades d zeigt er ein besseres Ergebnis, als man mit Kostants For-
mel erhiélt. In anderen Fillen sind meines Wissens bisher keine besseren Ergebnisse
bekannt.

In der folgenden Tabelle werden alle Ergebnisse zusammengefasst. Die Minimalitét
der angegebenen Abschitzungen wurde nicht in allen Féllen gezeigt, daher enthilt
die Spalte ,,optimal“ unterschiedliche Eintréage:

(a) War die Optimalitdt schon bekannt, so enthélt diese Spalte einen Verweis auf
die entsprechende Quelle.

(b) Wurde hier gezeigt, dal das angegebene Ergebnis optimal ist, so wird in dieser
Spalte der entsprechende Satz angegeben.

(¢c) In den anderen Fillen enthilt die Spalte eine weitere Bedingung an d. Fiir
die d, die diese Bedingung erfiillen, wurde mit den im Anhang abgedruckten
Programmen {iiberpriift, dafl die Abschitzung hier optimal ist. Auch in diesen
Féllen ist aber auch fiir groflere d zu erwarten, dafi die Identitédt nicht schon in
kleineren Graden gilt.
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Anhang A

Programme

Da fiir soy und spy, nicht nachgewiesen wurde, dal die angegebenen Schranken
optimal sind, werden hier Programme abgedruckt, mit denen man dies fiir kleine d
iiberpriifen kann.

Mit dem Programm so.cc kann man L, (z,y) fiir gewisse x,y € soq berechnen, mit
dem Programm sp.cc fiir gewisse z,y € spy,. Die beiden Programme List.cc und
Perm.cc werden von den Programmen so.cc und sp.cc verwendet.

Zunichst soll nun Eingabe und Ausgabe des Programms so. cc beschrieben werden.
Dieses Programm berechnet Ly, (z,y), wobei die z und y von der Form b; ; fiir gewisse
7 und j sind. Eingegeben wird zunéchst d, dann n, dann y und schliefflich die x. Fiir
y und die z besteht die Eingabe jeweils aus ¢ und j. Die Eingaben sind jeweils mit
Leerzeichen zu trennen. Soll beispielsweise L(b1,4,b2,4,bg74,bl72) berechnet werden,
so ist

d:4’ ’I’L:3, y:b1,2’

x1 = bi4, T9 = b, x3 = b3 4,

die Eingabe lautet also ,4 3 1 2 1 4 2 4 3 4“. Ausgegeben wird die gesamte Er-
gebnismatrix, in diesem Fall also

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2
0 0 -2 0

Fiir 4 < d < 9 wurde mit dem Programm so. cc iiberpriift, dafl man folgendermaflen
ein Beispiel mit Lyq_13(z,y) # 0 in sog erhélt: Fir 1 <i < d — 4 sei

y = b1, x1 = b1 4, T9 = by 4, 3 = b3 4,

Z4; = biya, Tai+1 = bita2, Tai42 = bita 3, T4i+3 = bitaa.

53



54 Anhang A

Nun wird noch die Eingabe des Programms sp.cc beschrieben. Dieses berechnet
L, (z,y) wobei z,y € spyy Matrizen von einem der folgenden drei Typen sind:

1. eij —erqjotis
2. €iptj+ €5 o+tis
3. ertijt €otjis

wobei jeweils 1 <7 < £ und 1 < j </ gilt. Die Eingabe ist wieder zunéchst d = 2/,
dann n, dann y und dann die z. Dabei besteht die Eingabe fiir y und die x diesmal
jeweils aus drei Zahlen: Zuerst 1,2 oder 3 fiir den Typ, dann ¢ und schliellich j. Zur
Verdeutlichung mag folgendes Beispiel dienen:

=2 n=7
Yy=e€11 —€33 T1 =€1,1 —€33 T2 = €12 — €43 T3 = €21 — €34
T4 = 2e13 x5 = 2e31 Tg = 2eg4 x7 = 2e42

Die Eingabe lautet dann

24 7 111 111 112 121 211 311 222 322«

Das zusitzliche Einfiigen weiterer Leerzeichen aus Griinden der Ubersichtlichkeit
schadet dabei nichts. Die Ausgabe ist wieder die gesamte Matrix, in diesem Fall

960 0 0 0
0 576 0 0
0 0 -960 0
0 0 0 -576

Mit diesem Programm wurde fiir 2 < ¢ < 3 iiberpriift, dal man ein Beispiel mit
Lgy_o(z,y) # 0 in spy, folgendermaBlen erhilt: Sei

Yy==¢€1,1 €33
T2 = €12 — €43
Ty — 26173
Te — 26274
T8i—16 = €1,i — €o4i,0+1
Tgi—14 = €41 — €441,0+i
Tgi—12 = €1,044 T €041

T8i—10 = €¢yi1 + €or1

fiir 3 < i < /.

Tl =€1,1 —€33

€T3 = €21 — €34

Iy — 26371

xTr7 = 26472
T8i—15 = €25 — €44 042
T8i—13 = €4,2 — €442 0+
T8i—11 = €2 ¢4i + €5 012

T8i—9 = €r4i,2 T €p42,i
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Programm: so.cc

#include<iostream.h>
#include"Perm.cc"
#include"List.cc"

class So{
public:
// So(); // implizit
void einlesen(int);
So operator*(const So&);
// So operator=(const So&); // implizit
bool null();
void add(int**, int, int);
private:
int i,j,t;
// Bedeutung:
// 0, wenn t=0
// e_{i,j} - e_{j,i}, wenn t=1
// e_{i,j}, wenn t=2
// -e_{i,j}, wenn t=3
// -e_{i,i} - e_{j,j}, wenn t=4
// Obermenge einer Basis fuer so, und das Produkt zweier solcher
// Matrizen laesst sich (unter gewissen Bedingungen) wieder so
// darstellen

};

void So::einlesen(int d){
cin>>i>>j;
t=1;

// i<j beachten!
// keine 3 gleichen!

}

So So::operator*(const So& m){
So erg;
// verwendet wird nur m.t=1
if (e==1){

if (i==m.1i)
if(j==m.j) {erg.t=4; erg.i=i; erg.j=j; return erg;}
else {erg.t=3; erg.i=j; erg.j=m.j; return erg;}
if(j==m.j) {erg.t=3; erg.i=i; erg.j=m.i; return erg;}
if(i==m.j) {erg.t=2; erg.i=j; erg.j=m.i; return erg;}
if(j==m.i) {erg.t=2; erg.i=i; erg.j=m.j; return erg;}

if(j==m.i) {erg.t=2; erg.i=i; erg.j=m.j; return erg;}
if(j==m.j) {erg.t=3; erg.i=i; erg.j=m.i; return erg;}
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}

if (t==3){
if (j==m.
if (j==m.

}

if (t==4){
if (i==m.
if (i==m.
if (j==m.
if (j==m.

}

i)
j)

i)
j)
i)
j)

{erg.
{erg.

{erg.
{erg.
{erg.
{erg.

erg.t=0; return erg;

bool So::null(){
return (t==0);

3

; erg
; erg.

; erg.i=i
; erg.i=1
; erg.i
; erg.

.i=1;

i=i;

erg.j=m.
erg.j=m.

erg.j=m.
erg.j=m.
erg.j=m.
erg.j=m.i

void So::add(int** erg, int d, int faktor){

if (t==2) ergli-1][j-1]+=faktor;
if (t==3) ergli-1][j-1]-=faktor;

3

int main(){

List<So> a;
Perm sigma(a.len());
sigma.durchlaufe(&a) ;
a.ausgabe();

}

Programm: sp.cc

#include<iostream.h>
#include"Perm.cc"
#include"List.cc"

class Sp{
public:

// SpQ); // implizit
void einlesen(int);
Sp operator*(const Sp&) ;
// Sp operator=(const Sp&); // implizit
bool null();
void add(int**, int, int);

private:

int i,j,k,1,a,b;
// Bedeutung: a e_{i,j} + b e_{k,1}

; return
; return

; return
; return

return
return

erg;’
erg;}

erg;}
erg;}
erg;}
erg;}

Anhang A
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// Obermenge einer Basis fuer sp, und das Produkt zweier solcher
// Matrizen laesst sich (unter gewissen Bedingungen) wieder so
// darstellen

void norm(); // Bringt diese Darstellung in eine Standardform

};

void Sp::einlesen(int d){

int m=d/2;

int t;

cin>>t>>i>>j;

switch (t) {

case 1:
a=1; b=-1; k=j+m; 1l=i+m;
break;

case 2:
a=1; b=1; k=j; l=i+m; j+=m;
break;

case 3:
a=1; b=1; k=j+m; 1=i; i+=m;
break;

}

norm() ;

Sp Sp::operator*(const Sp& m){

Sp erg;
erg.a=0; erg.b=0;
erg.i=0; erg.j=0; erg.k=0; erg.1=0;
if (j==m.i){

erg.i=i; erg.j=m.j; erg.a=a*m.a;
} else if(j==m.k) {

erg.i=i; erg.j=m.l; erg.a=a*m.b;
X
if (1==m.i){

erg.k=k; erg.l=m.j; erg.b=b*m.a;
} else if(1==m.k) {

erg.k=k; erg.l=m.1l; erg.b=b*m.b;
b
erg.norm() ;
return erg;

bool Sp::null(){
return a==0;

}

void Sp::add(int** erg, int d, int faktor){
if ((i'=0)&&(j'=0)) ergl[i-1] [j-1]+=faktor*a;
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if ((k!'=0)&&(1'=0)) erglk-1] [1-1]+=faktor*b;
}

void Sp::norm(){
if ((i==k)&&(j==1)) {
a=a+b; b=0; return;
}
if (a==0){
i=k; j=1; a=b;
k=0; 1=0; b=0;
return;
}
}

int main(){
List<Sp> a;
Perm sigma(a.len());
sigma.durchlaufe(&a);
a.ausgabe () ;

}

Programm: List.cc

#ifndef _LIST
#define _LIST

#include<iostream.h>
#include"Perm.cc"

int biko(int n,int k){
return ((k==0)71:
((n<0) | | (k<0) | | (k>n)70:
((2*k>n7?biko(n,n-k):
((k==n)?1:biko(n-1,k-1)*n/k)))));

int gerade(int n){
return (n%2==071:-1);
}

template<class T> class List{
// T ist Klasse zur Darstellung der Matrizen
// T braucht folgende Funktionen:
// Standard-Konstruktor
// void einlesen(int d);
// T operator*(const T&);
// T operator=(const T&);
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// bool null(Q);
// void add(int** erg, int d, int faktor); // erg ist dxd-Matrix,
// diese Funktion addiert das Objekt, fuer das sie aufgerufen wird,
// mit faktor multipliziert, dazu
public:
List(); // liesst Liste ein
bool test(int, const Perm&) ;
void add(const Perm&) ;
void ausgabe() const;
int len() const;

private:
int n; // Anzahl der x
int d;
T* m;
T* produkt;

int** erg;

};

template<class T> List<T>::List() {

cin>>d>>n;

m=new T[n+1];

produkt=new T[n+1];

for(int k=0;k<=n;k++)
m[k] .einlesen(d);

erg=new intx[d];

for(int i=0;i<d;i++){
erglil=new int[d];
for(int j=0;j<d;j++)

ergli] [j1=0;

template<class T> bool List<T>::test(int k, const Perm& sigma) {
if (k==0) {
produkt [0]=m[sigma(0)];
return true;
}
produkt [k]=produkt [k-1]*m[sigma(k)];
return !'produkt[k].null();
}

template<class T> void List<T>::add(const Perm& sigma) {
int k=sigma.inv(0); // Position von y
if ((n%2==0)&& (k%2==1)) return;
int faktor=gerade((k+1)/2)*biko(n/2,k/2)*sigma.sgn()*gerade (k) ;
produkt [n] .add(erg,d,faktor) ;
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template<class T> void List<T>::ausgabe() const {
for(int i=0;i<d;i++){
for(int j=0;j<d;j++)
cout<<ergl[i] [j1<<"\t";
cout<<endl;
}
}

template<class T> int List<T>::len() const {
return n+1;

3

#endif

Programm: Perm.cc

// Klasse fuer Permutation

#ifndef _PERM
#define _PERM

class Perm{
public:
Perm() ;
Perm(int n);
“Perm() ;
id(int); // setzt Permutation auf id in S_n
id(); // setzt Permuation auf id
int operator() (int) const; // gibt das Bild zurueck
int inv(int) const; // gibt das inverse Bild zurueck
int sgn() const {return sign;}
void set(int,int); // multipliziert (wenn noetig) mit einer
// Transposition, so dass danach das erste Argument auf das zweite
// abgebildet wird
template<class T> void durchlaufe(T*);
// T muss eine Elementfunktion bool test(int, const Perm&) haben,
// sowie eine Elementfunktion void add(const Perm&)
// Fuer jede Permutation, bei der fuer 0<=i<n test(i,*this)=true
// ist, wird einmal add aufgerufen.
private:
int n;
int* darst;
int* invers;
int sign;

};

Perm: :Perm(){
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darst=0;
invers=0;

}

Perm: :Perm(int n){
darst=0;
invers=0;

id(n);

}

Perm::id(int n){
this->n=n;
delete[] darst;
delete[] invers;
darst=new int[n];
invers=new int[n];
1dQ);

Perm::id(){
sign=1;
for(int i=0;i<n;i++){
darst[i]=1i;
invers[i]=1i;
}
}

Perm::"Perm(){
delete[] darst;
delete[] invers;

}

int Perm::operator() (int k) const{
return darst [k];

}

int Perm::inv(int k) const{
return inversl[k];

}

void Perm::set(int i, int j){
if (darst[i]==j) return;
// Wenn nicht, multipliziere von links mit (darst[i] j)
darst[invers[jl]=darst[i];
invers([darst[i]]=invers[j];
darst[il=j;
invers[jl=1i;
sign=-sign;
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void links(int& pos, int& z, bool* vis, const Perm& sigma){
pos--;
vis[sigma(pos)]=false;
z=sigma(pos)+1;

};

void rechts(int& pos, int& z, bool* vis, Perm& sigma){
sigma.set(pos,z);
vis[z]=true;
pos++;
z=0;

};

template<class T> void Perm::durchlaufe(T* arg){
// Schleifeninvariante:
// visl[darst[i]]=true fuer i<pos
// vis[darst[ill=false fuer i>=pos

Anhang A

// fuer i=pos muessen nur noch die j mit j>=z ueberprueft werden

bool* vis=new bool[n];

for(int i=0;i<n;i++)
vis[i]=false;

int pos=0;

int z=0;

idQ);

while(pos>=0) {

if (pos==n-1){ // Bild der letzten Ziffer ergibt sich automatisch
if (arg->test(n-1,*this)) arg->add(*this); // wurde noch nicht

// ueberprueft
links(pos,z,vis,*this);

} else {
while((z<n)&&(vis[z])) z++; // Naechste noch nicht vorkommende
// Ziffer
if(z==n) links(pos,z,vis,*this);
else {

rechts(pos,z,vis,*this);
if (larg->test(pos-1,*this)) links(pos,z,vis,*this);
}
}
}
delete[] vis;
}

#endif
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