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1 Einleitung

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, dessen Charakteristik von 2
verschieden ist.

Ein quadratischer Morphismus ist ein Morphismus f : PY(k) — Pl(k)
vom Grad 2. Da es eine Entsprechung zwischen algebraischen irreduziblen
Kurven und Funktionenk6rpern in einer Variablen gibt, entspricht ein qua-
dratischer Morphismus einer Einbettung f. : k(t) — k(t) des Funktio-
nenkérpers k(t) von P1(k) in sich selbst. Wir setzen K, := k(t) und be-
trachten eine Iteration solcher Einbettungen:

kKl Ll Dk L
Sei L,, die Galoishiille von K, iber Ky. Man kann Einbettungen L,, — L, 1
so wéhlen, dass das Diagramm

LS Ly© Ly© L3¢ e (1)

o))

Ko© K¢ KoC K¢

kommutativ ist. Wir setzen G,, := Gal(L,,, Ky). Hauptziel dieser Diplom-
arbeit ist, den inversen Limes G := lim G,, fiir verschiedene quadratische

Morphismen zu untersuchen.

Jedem quadratischen Morphismus f kann man einen Verzweigungsgraph
'y = (I s Er f) zuordnen, der gewisse Eigenschaften erfiillt. Wir werden
dann einige (meist endliche) Graphen I' mit diesen Eigenschaften betrach-
ten und untersuchen, welche quadratische Morphismen f mit I'y = I" es gibt.
Im Fall k = C werden wir einen Zusammenhang finden zwischen G und der
Fundamentalgruppe w1 := w1 (P}(C) ~ Vr;, o). Dieser Zusammenhang wird
uns erlauben, die Gruppe G konkret zu bestimmen.

Hintergrund dieses Zusammenhangs ist die Tatsache, dass man aus dem
Diagramm (1) einen bindren Baum T4 konstruieren kann. Es stellt sich
heraus, dass G in der Automorphismengruppe Aut(T%*) von T enthalten
ist. Da der Baum T%* mathematisch wenig handlich ist, werden wir einen
“sinnvollen” Isomorphismus von T auf einem abstrakten bindren Baum
T angeben (vgl. Abschnitt 3.5). Die Konstruktion dieses Isomorphismus ge-
schieht durch Betrachtung eines dritten Baums, des geometrischen bindren



Baums Ty, (vgl. Abschnitt 3.4).
Dann besteht der Zusammenhang darin, dass man einen Gruppenhomomor-

phismus
l:m — Aut(T)

hat, so dass G := [(m1) eine Untergruppe von G ist, die in der proendlichen
Topologie dicht in G ist. Somit ist G vollstindig bestimmt durch G. Es ist
bekannt, dass m eine endliche erzeugte freie Gruppe ist, (vgl. Abschnitt
3.4.1) und somit ist G eine endliche erzeugte Gruppe. Mit Hilfe expliziter
Erzeugenden von 7y kénnen wir dann explizit Erzeugende von G angeben.
(Vgl. Abschnit 3.7 und 3.8). Der Vorteil, in Aut(7%) statt in Aut(7%%) zu
arbeiten, ist dass die Automorphismen rekursiv dargestellt werden konnen
(vgl. Abschnitt 3.7).
Solche Darstellungen sind besonders niitzlich in expliziten Rechnungen. Dies
wird im Abschnitt “Weitere Untersuchung des Verzweigungsgraphen '4.7”
bestétigt, wo man drei Morphismen f;, f|, 3, f_ /5 mit demselben Verzwei-
gungsgraph betrachtet und die Gruppen G;,G, /5,9, _, /5 untersucht. Wir
werden finden, dass sie in derselben Konjugationsklasse liegen, und ein Ele-
ment finden, unter dem G; und G, | 5 konjugiert sind.
In Abschnitt 3.10 setzen wir uns mit der Frage auseinander, wie G fiir Mor-
phismen mit gewissen unendlichen Verzweigungsgraphen aussieht. Leider
konnten wir dies nicht vollstédndig beantworten.

Die Grundlagen fiir diese Arbeit enstammen der algebraischen Topologie,
Graphentheorie, Kombinatorik, Geometrie. Wir waren bemiiht, die nétigen
Begriffe und Sachverhalte einzufiihren

2 Der abstrakte bindre Baum

2.1 Definition des abstrakten binidren Baumes 7¢

Definition 2.1 Ein abstrakter orientierter Graph ist ein Paar (V, E), wobei
V eine Menge ist und E eine Teilmenge von V x V, so dass wenn (v,w) € E
liegt, dann (w,v) ¢ E. Elemente von V heissen Ecken und Elemente von E
heissen Kanten.

Definition 2.2 Zwei Graphen (V,E) und (V',E’) sind genau dann iso-
morph, wenn es eine Bijektion von V nach V' gibt, die F in E’ iiberfiihrt.

Definition 2.3 Sei V das freie Monoid erzeugt vom “Alphabet” {0,1 } mit
Einselement ¢, und sei

E={(z,zi)|iec{0,1},z €V}

Der Graph T* = (V, E) heisst abstrakter bindrer Baum oder kurz bindrer
Baum und ¢ heisst die Wurzel von T.



Bemerkung 2.4 Jeder Graph, der isomorph zu T ist, ist ein bindrer Baum.

Auf der Eckenmenge V von T* gibt es eine Niveaufunktion |?|, die jedem
Element v € V die Anzahl seiner Buchstaben |v| zuordnet. Die Wurzel ¢
besitzt Niveau 0. Die Eckenmenge V wird ein metrischer Raum, falls man
als Metrik d den normalen Abstand auf einem Graph nimmt, d.h., fiir alle
u,v € V ist

d(u, v) = |u] + [v] = 2Jw],

wobei w das grosste gemeinsame Prifix von v und v ist.
Der Baum T erfiillt zwei wichtige Eigenschaften:

i) Sei u € V. Dann bildet der Graph T} mit Eckenmenge

if)

uV i={w |veV}
und Kantenmenge
ull = { (uz,uy) | (z,y) € E'}

einen Teilbaum, der isomorph zum urspriinglichen Baum 7 ist. Der
kanonische Isomorphismus ¢, ist gegeben durch Ausléschen des Prifix
U.

Der Baum T ist die Vereinigung der endlichen Teilbdume 7%/ mit
Eckenmenge

V= {v]ve M| <}
und Kantenmenge
Ej:={(z,y) e Elly[ <j}

fiir alle j € N.



2.2 Die Automorphismengruppe von 7*

Sei Aut(7*) die Automorphismengruppe von 7. Sei o € Aut(7T*) der Au-
tomorphismus, der jedes Element in V' der Form Om mit 1m vertauscht. Ein
Automorphismus « von 7% mit Fixpunkten 0 und 1 ist darstellbar als ein
geordnetes Paar (ag, «1), wobei «; die Einschrinkung von « auf den Teil-
baum 77 ist. Da T§ und T} isomorph zu T sind, kénnen wir via ¢y bzw.
t1 die Automorphismen ag und a; mit Automorphismen von 7% identifizie-
ren. Deshalb kénnen wir einen allgemeinen Automorphismus auf eindeutige
Weise darstellen als (g, a1 )o®, wobei i, € {0,1}. Fiihrt man wie oben fort,
dann bekommt man fiir jeden Automorphismus von 1% eine Entwicklung
der Form
B ((Uioo,o.im), (Uilo’Uin))(aio,o.il)ai@’

wobei jeder Exponent i, mit v € V in {0,1} liegt. Insbesondere bestimmt
jeder Automorphismus eine Folge
(ig,11,10,11, %10, 01, - - -)

mit Eintrdgen in {0,1}. Umgekehrt kann jede Folge in {0,1} aufgefasst
werden als Entwicklung eines Automorphismus von 7°. Es folgt, dass die
Kardinalitéit von Aut(7%) gleich 2M0 ist. Die Multiplikation in Aut(7¢) ist
bestimmt durch

o(ag,a1)o = (a1, ap)

und

(@0, 1)(Bo, B1) = (oo, 1 31).
(Siehe [5].)
3 Quadratische Morphismen

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, dessen Charakteristik von 2
verschieden ist.

3.1 Vorbereitung

Definition 3.1 Ein quadratischer Morphismus ist ein Morphismus
f:PY(k) — P}(k) vom Grad 2.

Bemerkung 3.2 Jeder quadratische Morphismus f , ldsst sich in der Form

f( )_ a0x2+a1x+a2
)= b0$2—|—b1£ﬂ—|—b2

mit ag, a1, as, by, b1, bo € k schreiben.



Satz 3.3 Sei f : P(k) — PY(k) ein quadratischer Morphismus. Dann ist f
tiber genau zwei Punkten verzweigt.

Beweis: Da Char(k) # 2 und e, < 2 fiir jeden Punkt p € P1(k) ist, ist die

Verzweigung zahm. Nach Hurwitz gilt

29— 2= (29— 2)deg(f)+ > (ep—1). (2)

p verzweigt

Da deg(f) = 2 und das Geschlecht von P!(k) gleich 0 ist, reduziert sich (2)

auf
S (g-1=2 (3)
p verzweigt
Damit (3) gilt, muss f iiber genau zwei Punkten verzweigt sein. O

Lemma 3.4 Die Gruppe PGLy(k) operiert dreifach transitiv auf P(k).
D.h. fiir je zwei Tripel verschiedener Elemente aus P'(k) gibt es ein Ele-
ment in PGLa(k), das das eine Tripel in das andere tiberfihrt.

Beweis: Es geniigt, die folgende Behauptung zu beweisen: Fiir je drei ver-
schiedene Punkte a := [a; : ag],b := [by : bo] und ¢ := [c1 : ¢9] in Pl(k)
existiert eine invertierbare Matrix M € PGLy(k), so dass a auf [0 : 1], b auf
[1:0] und c auf [1 : 1] abgebildet wird. Sei

a a
M = 11 12
az1 a2

_(a b
N_Q2®>
Damit die Behauptung stimmt, muss es A, u, v € k* geben, so dass
aq . 0
w ()= () @
by _ (n
()= () ®
C1 o v
(@)= ) ©
Wir setzen v = 1 und bestimmen M, A und p so, dass die Gleichungen (4),

(5) und (6) erfiillt sind. Die Gleichungen (4) und (5) konnen mit Hilfe der
Matrix N in der folgenden Matrixgleichung zusammengefasst werden:

_ (0
= (0 ).

6

und sei



Da die Matrix N nach Voraussetzung invertierbar ist, folgt, dass die
Zeilen von M eindeutig bestimmt sind bis auf skalare Multiplikation. Wieder
nach Voraussetzung sind (—azc; +ajce) und (becy —bica) von 0 verschieden,
deswegen koénnen wir

A =det(N)v/(—azc1 +aice) und p = det(N)v/(baci — bica)

wéhlen. Mit dieser Wahl gilt auch Gleichung (6). O

Aus Satz (3.3) und Lemma (3.4) folgt sofort, dass wir einen quadrati-
schen Morphismus f mit einem Element von PGL2 (k) so konjugieren konnen,
dass f genau iiber 0 und co verzweigt ist. Dann impliziert Bemerkung 3.2
folgenden Satz:

Satz 3.5 Ein quadratischer Morphismus f : P1(k) — P(k) besitzt die Nor-

malform ,
b
J(@) = (Zj i d)

mit a,b,c,d € k bis auf Konjugation mit einem Element aus PGLo(k). O

Bemerkung 3.6 Wegen Satz 3.5 werden wir stets annehmen, dass unsere
quadratischen Morphismen in Normalform sind.

Wir betrachten einen quadratischen Morphismus f : P1(k) — P(k).
Dieser Morphismus entspricht einer separablen Einbettung vom Grad 2 des
Funktionenkérpers k(t) von P1(k) in sich selbst:

frik(t) — k()
grgof.

Wir setzen K, = k(t) fiir alle n in N und betrachten folgende Inklusionen
von Funktionenkdrpern:
kKl L, Dk L

Mit Hilfe dieser Inklusionen kénnen wir einen bindren Baum konstruieren:

3.2 Der binire Baum 7¢%

Sei L,, die Galoishiille von K, iiber Ky fiir alle n € Ny. Dann existiert ein
kommutatives Diagramm der Gestalt:

LO( Ll( LZ( Lg( A (7)
K€

K€ K5 K3




Setze T¢ = Homp, (K, Ly,). Die Menge T¢ besitzt 2" Elemente, und es
gibt eine natiirliche Abbildung

Gal Gal
Tn - Tnfl
v 1K1,

wobei ¢|K,,—1 die Einschrankung von ¢ auf K,,_; ist. Ausserdem operiert die
Gruppe Gy, := Gal(L,/Lg) auf TG wie folgt :

Gn x T7% — T
(9.0) = gou

Betrachten wir nun den biniren Baum 7¢* mit Eckenmenge
V= UTSal
n

und Kantenmenge
E:={(a,b) eV xV|IneN:aec T be TS und bk, =a}.

Dann operiert G := lim G,, auf T¢% auf natiirliche Weise.

3.3 Das Ziel der Diplomarbeit

Unser Ziel ist es, G, und G C Aut(T%) zu beschreiben. Dazu werden wir
im néchsten Abschnitt eine geometrische Beschreibung des bindren Baums
TG4 der Gruppe G, und der Gruppe G kennenlernen.

3.4 Der geometrische binidre Baum 7,
Ab jetzt beschrinken wir uns auf k& = C und verwenden folgende Notation:
- fOi=id.
- ff"i=fo...of firalleneN.
— 7

n—mal

Definition 3.7 Sei f : P}(C) — P!(C) ein quadratischer Morphismus, der
iber 0 und oo verzweigt ist. Der Graph I'; mit Eckenmenge

Vi, = {f"(0) [n €No}U{f"(00) |n€No}
und Kantenmenge
EFf Z:{(a,b)GVFf XVFf|f(a’):b}

heisst der Verzweigungsgraph von f.



Bemerkung 3.8 Nach Konstruktion gilt:
o PHC)~ (f") ' (Vr,;) CPHC) N Vi,
e Die Abbildung
fa PO N ()7 (V) = BHC) T
ist eine unverzweigte Uberlagerung. (vgl. Definition ?? in Anhang 4.2.)

Bemerkung 3.9 Da f genau {iber 0 und oo verzweigt ist, besitzt I'; folgen-
de Eigenschaften:

i) Es gibt hochstens einen Punkt a € Vr,, so dass (a,0) € Er,.
ii) Es gibt hochstens einen Punkt b € Vr,, so dass (b, 00) € Er,.

iii) Fir ¢ € Vp ; gibt es hochstens zwei Punkte a,b € Vr, mit der Eigen-
schaft:
(a,c) € Er, und (b,c) € Er,.

Sei f : PY(C) — P!(C) ein quadratischer Morphismus mit Verzweigungs-
graph I'y = (Vr,, Er,). Wir wihlen einen Punkt xo in PL(C) ~ Vr,. Das
Urbild T, , von xo unter f™ besteht aus genau 2" verschiedenen Elemen-
ten, die nicht in Vr, liegen. Der geometrische binére Baum Ty, sei der Graph
mit Eckenmenge
Vi 1= |_| Teom
n€Ng
und Kantenmenge

Eyy :={(a,b) € Vyu x Voo | In€N:a € Tyypn,b€ Tyypne1 und f(b) =a }.

Der Punkt z( ist dann die Wurzel des geometrischen binédren Baums.
Es gilt folgende Proposition:

Proposition 3.10 Sei 7 ein Weg von x¢ nach z in P*(C) Vr,. Firy €
Tyon seiir(y) der Endpunkt des Lifts von T unter f™ mit Anfangspunkt y.
Dann ist iy : Vyy — V,, ein Isomorphismus von Ty, nach T, .

Beweis: Da der Morphismus
BN ) N ()7 () — BU(C) N Wy

eine unverzweigte Uberlagerung ist, folgt aus Satz 4.9 in Anhang 4.2, dass
f(ir(b)) = ir(a) fir jedes Element (a,b) € V,,, d.h. die Abbildung i, :
Ty, — T, ist wohldefiniert. Wegen Satz 4.9 folgt i, -1ir = idp,, und izi,—1 =
idr,, - O

Bemerkung 3.11 Da der geometrische bindre Baum 7,, von f und zg
abhéngt, werden wir ihn mit Tgo bezeichnen, wenn Unklarheiten entstehen
konnen.



3.4.1 Die Fundamentalgruppe

Sei ¥ eine nichtleere endliche Teilmenge von P!(C). Wir bezeichnen mit 7
die Fundamentalgruppe von P*(C) \ ¥ beziiglich eines festen Basispunkts z
in P1(C)\X (vgl. die Definition in Anhang 4.1). Wir kénnen dann folgenden
Satz iiber die Struktur der Gruppe m; formulieren:

Satz 3.12 Die Gruppe m ist eine freie Gruppe auf |X| — 1 Elementen.

Beweis: Sei ¥ = {yo,...,yn }. Wir wihlen ein A € PGLy(C) mit Ayy =
[1 : 0]. Da die Fundamentalgruppe topologisch invariant und da A ein
Hom@omorphismus ist, folgt w1 = 71 (P}(C) \ AX, Axg). Dabei gilt [1,0] €
AY und |AY| = |X|. Somit kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass yo = [1 : 0]
und damit yg € ¥ liegt. Wir setzen

¢:PY(C)~{yo} — C

[a1 : as] — ay/as.

Dann ist ¢ ein Homdomorphismus und P!(C) \ X ist via ¢ homdomorph zu
C \ Sy, fiir eine Menge Sy, C C mit |Sy| = |X| — 1 Elementen. Durch An-
wendung des Satzes von Seifert und Van Kampen (siche Abschnitt 3 “ First
application of Theorem (2.1)” in [2]) erhélt man, dass 71 (C \ Sx, ¢(z0))
eine freie Gruppe auf |Sy| Elementen ist. Aus der topologischen Invarianz
der Fundamentalgruppe folgt nun die Behauptung. O

Fiir das Folgende ist es sehr wichtig zu wissen, wie man ein freies Er-
zeugendensystem der freien Gruppe m; findet. Zum Beispiel betrachten wir
Y ={20,21,22,...,2n } mit 2 := oco. Fiir alle i sei U; eine offene Umgebung
von z;, so dass fiir i # j gilt: U; N U; = ¢. Sei 7; ein positiv orientierter
geschlossener Weg in U; mit Anfangspunkt z/, der Umlaufzahl 1 um z; hat,
und seif; ein Weg in PY(C) \ ¥ von g nach 2/. Mit o; bezeichnen wir den
Weg 3;17;8; um z;. Dann bildet die Menge { [01],..., [0,] } ein freies Erzeu-
gendensystem der Gruppe 7. Durch geeignete Wahl der Wege 3; kénnen
wir erreichen, dass

[o0]lon] .- o1] = 1.

Wir skizzieren ein Bild dieser o; fiir n = 4, wobei [0] := [00]:

10
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Definition 3.13 Sei © = {z,21,22,...,2, } C P}C) mit 29 := oo und
z1 := 0 die Eckenmenge des Verzweigungsgraphen eines quadratischen Mor-
phismus. Die oben definierten Aquivalenzklassen [o;] € 7 heissen Verzwei-
gung bei z;.

3.4.2 Operation von m; auf T,

Genauso wie die Gruppe G auf T operiert (siehe Abschnitt (3.2)), operiert
die Gruppe m auf Tj,, und zwar wie folgt: Sei o ein Représentant von
[a] € m und sei y € Ty p- Sei ljo)(y) der Endpunkt des Lifts von o unter f"
mit Anfangspunkt y. Da

frePHC) N (f) (V) — PHC) N Wy

eine Uberlagerung ist, hingt diese Operation nicht von der Wahl des Re-
prisentanten ab (siehe Satz 4.9 in Anhang 4.2).

Wir werden in Abschnitt 3.6 sehen, welche Beziehung zwischen 7y und
G = lim G,, besteht.

3.5 Zusammenhang zwischen 7¢% T, und T°
3.5.1 Der Isomorphismus tgo von T}, nach 7%

Sei 4,, die Einbettung von K, in L,, (siche das kommutative Diagramm (7)).
Wir wéhlen eine Folge x,, mit Eintrégen in 7%, so dass z,, in T}, ,, liegt und
flxy) = xp_q ist.

Die Angabe eines Isomorphismus tfo von T, nach T¢% ist dquivalent zur
Angabe einer Familie von Bijektionen t&

zon  Twon — TG so dass folgendes
Diagramm kommutativ ist:

11



Tmo,nfl <f— Tmo,n (8)
tG

tG
zg,m—1 zQg,n

Gal _ Gal
Tn—l TeSK, 4 Tn

. . . G . . . G R
Wir werden einen Isomorphismus ¢7; konstruieren, so dass t3 (z,) = in.

Konstruktion der t$ . : Der Korper L, ist der Funktionenkérper K (Y;,) ei-

To,m*
ner irreduziblen algebraischen Kurve Y,,, und das kommutative Diagramm

(7) ist dquivalent zum folgenden:

PYC) <"Vt Vo vy (9)
]
P(C) PY(C) PY(C) P(C)

Die Abbildung
W'Y S (W7 (Ve,) = PYC) NV,

ist eine zusammenhingende Galois-Uberlagerung (siehe Definition 4.12 in
Anhang 4.2). Deswegen bestimmt jedes 2, € (h")~!(xg) iiber x,, einen sur-
jektiven Homomorphismus v, von 7 in die Gruppe D,, der Deckbewe-
gungen von Y, N (k") (Vr,) (siehe Definition 4.10 und Bemerkung 4.15
in Anhang 4.2). Wir wihlen eine Folge y,, so dass y, € (h")"!(z,) und
h(yn) = yn—1. Da es eine Entsprechung zwischen algebraischen irreduziblen
Kurven und Funktionenkérpern in einer Variablen gibt, und nach der Theo-
rie der Galois-Uberlagerung ist D,, zu G,, = Gal(L,, Ky) isomorph. Sei ¢,
der Isomorphismus von D,, nach G,,. Dann ist s,, :== ¢, die entsprechende
surjektive Abbildung von 71 nach G,,. Das Bild des Stabilisators Sy, (z,) un-
ter s, ist Gal(L,,, K,). Mit Hilfe des ersten Isomorphiesatzes und da sowohl
G, auf TnGal als auch m auf T} ,, transitiv operiert, haben wir Bijektionen:

1:1 1:1 1:1
Tnzo < m1/Sm (2) — G,/ Gal(Ly, K,,) —— TnGal. (10)
Sei tfo’n die Bijektion von T}, , nach T¢%. Dann erfiillen die tfmn das

kommutative Diagramm (8) und die Gleichung tfo,n(xn) =ip.

Lemma 3.14 Die Bijektionen tg) sind bis auf Konjugation unabhdngig

von der Wahl von y,.

,n

Beweis: Seien y, und yl, zwei Punkte iiber z,. Bezeichnen wir mit f
die Deckbewegung f(yn,y,) (siche Satz 4.13 in Anhang 4.2), dann gilt
Py = f¢ynf_1. Somit folgt, dass s/, und s,, konjugiert sind. O

12



3.5.2 Der Isomorphismus 3 von T nach T},

Seien #p und Z{, die Urbilder von zy unter f. Wir wihlen Wege 7 bzw. 7/
in P(C) \ Vi, von xg nach &y bzw. von zy nach &j,. Diese Wege induzieren
einen Automorphismus o, von Ty,:

Endpunkt des Lifts von 7/7~! unter f” mit Anfangspunkt
z, falls x € T;,

Orr () = Endpunkt des Lifts von 77/~! unter f™ mit Anfangspunkt
x, falls x € T n

xg, falls x = xg.

Wir suchen einen Isomorphismus ¢ von T nach T, so dass folgende zwei
Eigenschaften erfiillt sind:

i) tg, induziert Isomorphismen von 7§ nach T%, und von T{" nach Tz,
.. —1 _
i) tg o(tg,)” " = orrr.

Wir identifizieren die bindren Baume 7{§ und 77 mit 7* mittels der Isomor-
phismen ¢p und ¢;. Ferner identifizieren wir die binéren Baume 7%, und T%
mit Ty, via i; und ..
Seien Ay :=T% Ay :=T% By := Ty, und By := T,. Wir bezeichnen mit ¢g*
den Isomorphismus

{6} UAUAy — T

wl(z) , falls z € Ay
T i Nx) , falls 2 € Ay
@ ,falls x = ¢

und mit g,, den Isomorphismus

{CEQ} LBy UBy — Tmo

ir(z) ,fallsz € B
x— ¢ to(x) | falls x € By
o , falls £ = xg

Bemerkung 3.15 Sei r : T% — T, ein Isomorphisums. Dann induziert r
auf natiirliche Weise ein Isomorphismus

r:{o}UA; UAs — {xo} UB1 UBy

so, dass r(A;) = B; und r(¢) = zo.
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Proposition 3.16

(1) Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus t von T* nach Ty, so dass
folgendes Diagramm kommutiert:

{o} U T U T*—LsT0 (11)

CT

Gz

{xO} U Tzy U Tog ——= Tk,

(2) t erfillt die obigen Eigenschaften i) und ii).

Beweis: Existenz (mit Induktion): Wir setzen

t(¢) = o
£(0) = &
{1) = &,

Dann ist ¢ bestimmt bis Niveau n = 1. Sei nun ¢ bestimmt bis Niveau n.
Fiir
zely ={veV]|ly=n+1}

ist (¢%)~!(x) € T%, und wir definieren rekursiv
t(x) = guy 0t o (9") " (z) € T4y

Somit erfiillt ¢ nach Konstruktion das kommutative Diagramm (11). Eine
dhnliche Konstruktion zeigt, dass es einen Morphismus ¢’ : T,, — T gibt,
so dass folgendes Diagramm kommutativ ist:

{6} U T* U TGL:>TG (12)
t’T t/T
9z

{xO} U Tz U Tog ——= Tk,

Da
tot = idr,, und t' ot =idra

gilt, ist ¢ ein Isomorphismus von 7T* nach T;,. Die Eindeutigkeit von ¢ folgt
aus der Kommutativitit des Diagramms (11).
Die Behauptung (2) des Lemmas folgt sofort aus (1). O

Ab jetzt identifizieren wir die Biume 7%, T, T, auf diese Wei-
se. Somit sind auch Aut(7?), Aut(T%"), Aut(T},) identifiziert.

Bemerkung 3.17 Mit Hilfe dieser Identifikation kénnen wir alle Fragestel-
lungen zum bindren Baum 7% in Fragestellungen zum biniren Baum 7%
iibersetzen. Der Baum T hat den Vorteil, dass er mathematisch handlicher
als TG ist.
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3.6 Ubersetzung Galoisgruppe—Fundamentalgruppe

Da der quadratische Morphismus
FePYC) N N (Vr,) = PHC) NV

eine Uberlagerung ist, induziert [a] € 71 einen Automorphismus lja) von T,
(vgl. 3.10 und beachte, dass g = 29 und 7 = «). Somit erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus

l:m — Aut(Ty,)
[Oé] — l[a}-
Da [ ein Gruppenhomomorphismus ist, ist das Bild G von 7 eine Un-
tergruppe von Aut(7y,).

Von dem Abschnitt 3.5.1 wissen wir, dass s, : m1 — (G, ein surjektiver
Homorphismus ist. Somit gilt

Gy, ~ m /ker(sy).

Nach Konstruktion des Isomorphismus tg) ist das Diagramm

m—t s g Aut(Ty,) (13)

kommutativ. Wir bezeichnen mit g, den Gruppenhomomorphismus G —
Gy. Die Gruppenhomomorphismen g, sind vertrédglich mit dem inversen
System G,,, und wegen der universellen Eigenschaft des inversen Limes gibt
es einen Gruppenhomomorphismus von G nach G = h£1 G, Da sowohl G als

l

G Aut(TE)

auch G in Aut(7T%) liegen, folgt G C G. Die Surjektivitdt von g, impliziert,
dass G in G dicht liegt. Somit ist G der Abschluss von G in der proendlichen
Topologie.

Bemerkung 3.18 Da die Gruppe G von f und x(y abhéngt, werden wir sie
mit Gy, bezeichnen, wenn Unklarheiten entstehen kénnen.

3.7 Rekursive Beschreibung der Gruppe G

Ein Automorphismus in Aut(7*) kann auf verschiedene Weise dargestellt
werden. Besonders niitzlich fiir explizite Rechnungen ist es, Automorphis-
men rekursiv darzustellen, zum Beispiel a = (1,a)o. Rekursive Darstellun-
gen eines Automorphismus sind nicht eindeutig, wie folgende Proposition
zeigt:

15



Proposition 3.19 Wir betrachten die Automorphismen a = (1,a) und b =
((b,b),1) in Aut(Ty,). Dann gilt a = b = id.

Beweis:

- a = (1,a) =id (mit Induktion): Sei n = 1. Nach Definition ist ag = ¢
und a|T{ = idre. Nehmen wir also an, dass a|T}; = idra fiir n > 1.
Sei z € T¢,,, dann gilt ax = (1,a)z = z. Fir z € T, ist uz € T,
und nach Induktionsvoraussetzung gilt

ar = (1,a)x = 1] fanx = .

Da T | =Tg, UTY,, gilt a|Tj, =idra, .

- b=((b,b),1) = id: Der Beweis geht &hnlich wie oben. O

Nun entwickeln wir eine Methode, die uns erlaubt, eine rekursive Dar-
stellung fiir jeden Automorphismus in G zu finden.

Wir wihlen ein Erzeugendensystem {[a1],..., o]} der Gruppe m; und
betrachten ein Element [a] € 1. Seien & und &' die Lifts von o unter f mit
Anfangspunkten zo und Z{,. Es konnen zwei Félle auftreten:

1) Die Lifts @ und & sind geschlossen.
2) Die Lifts @ und & sind nicht geschlossen.

Sei 71y := w1 (PY(C) \ Vi, &) und sei @} := 1 (P*(C) \ Vr,, Zp).
Wir betrachten a = [j,). Seien

[: 7 — Aut(T3,)

und o
U':m) — Aut(T5).

die Gruppenhomomorphismen aus Abschnitt 3.6.
Wir wihlen 7 und 7" wie im Abschnitt 3.5.2.

Lemma 3.20 Im Fall (1) gilt

a = (iz Uajirs i g i)-

Beweis (mit Induktion): Sei

b= (iy ayin, i laniz)-
Sei n = 1. Dann gilt nach Definition von @ und b, dass

ap=0=>0bp und a|Ty,1 = b|Ty1-

16



Nehmen wir an, dass a|Ty, n, = b|Ty,n fir n > 1.
Sei x € T, . Dann gilt

bx = i[&}x
= Endpunkt des Lifts von & unter f, mit Anfangspunkt x
= Endpunkt des Lifts von a unter f, 1 mit Anfangspunkt x

= ax.

Analog gilt az = bz fir x € Ty ,,.
Da Ty n+1 = Tign U Ty, folgt, dass a|Tyo 1 = 0| Thymt1- O

Lemma 3.21 Im Fall (2) gilt

77
a = ( [d/q_/q_—l}, [5”_7_/_1])0'7-7-/.

Beweis (mit Induktion): Sei

b= ( [d/T/T_l}’[deT/_l])o-T’T/'
Sei n = 1. Dann gilt nach Definition von a und b, dass
ag = ¢ = b@ und a/|T;130,1 = 0'7-7-/|T1.071 — b|T{L'0,1-

Nehmen wir an, dass a|Ty,, = b|Ty, , fiir n > 1. Sei € T3, . Dann gilt

orpx € Tz, und

br = l}&”,,l]x

L yunter f,, mit Anfangspunkt o,z

= Endpunkt des Lifts von a7~
= Endpunkt des Lifts von & unter f, mit Anfangspunkt x
= Endpunkt des Lifts von a unter f, 11 mit Anfangspunkt x

= ax.

Analog gilt az = bz fir x € Ty ,,.
Da Ty nt1 = Tign U T s folgt, dass a|Tpgnt1 = b[Tignt1- 0

Da das Diagramm

71 m (14)

~
-

1
l
Aut(zii“o) - %‘ut(T:Bo)

br— i_-1bi,

17



kommutativ ist, gilt in beiden Fillen
i;li[d]iT = l[rflo”m-] und Z‘;li[&/T/Tfl]Z’T = l[rflo?’fr’}'

Indem man im kommutativen Diagramm (14) 71, 7,1 durch @}, 7/, 1" ersetzt,
findet man analog, dass

Z';,llNEd/]iT/ = l[r’*ld’fr’} und Z:,lideT/,l}iT/ = 1[71715”_].

Seien p,p’ bzw. q,q nichtkommutative Monome in n Variablen, so dass in

Fall (1)

[rrar] = p(lail, ..., [an]),
[Fla ) = p (), o))
bzw. in Fall (2)
[P~ tar] = q(fea] - - o),
[7’716/7'/] =q([oq] ... [an])

gilt. Dann finden wir durch Anwendung von [ auf die Gleichungen die re-
kursive Darstellung von a in Fall (1):

a = (p(l[al], e 7l[an])7p,(l[a1}a ces ,l[an}))
bzw. in Fall (2):
a= (q,(l[al]a R l[an]), Q(l[al]a R l[an]))UTT/'

Bemerkung 3.22

Falls f einen Fixpunkt x( besitzt, setzen wir Zg = zg. Dann vereinfacht sich
die Rechnung, falls man fiir 7 einen Repréisentanten des Einselementes in 7
wéhlt.

Proposition 3.23 Die Konjugationsklasse der Gruppe G in Aut(T?) ist
unabhdngig von der Wahl von xg.

Beweis: Sei 7] die Fundamentalgruppe von P*(C)~\Vr ; beziiglich x(, und sei
G’ das Bild von 7} in Aut(7*). Wir miissen zeigen, dass G und G’ konjugiert
sind. Sei 7/ ein Weg in P*(C) ~ Vi, von xg nach x. Wir wissen, dass G gleich

tg(){la | S ! }(tg‘o)_l

in Aut(T¢) ist, und das kommutative Diagramm (14) fiir 2y = zfy und
7 =17/, sagt uns, dass G’ gleich

: —1 -1
tiézT/{la |aem Ji, (tié)
in Aut(7¢4) ist. Wihlt man r = their(t2,)71 € Aut(T%"), dann sind G
0

und G’ in Aut(7¢) konjugiert unter r.

18



Bemerkung 3.24 Wir bezeichnen mit G die Konjugationklasse von Gy ;.
Definition 3.25 Sei
j:PHC) = P(C)
T—7T
der Morphismus, der durch die komplexe Konjugation induziert ist, wobei
o0 = 00.

Proposition 3.26 Seien f,g: P1(C) — PY(C) zwei quadratische Morphis-
men, so dass f(x) = g(T) fir alle x € PY(C) gilt. Dann sind Ty und Ty
isomorph und Gy = G,.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt f = jogoj, oder allgemein f™ = jog™oj.
Das impliziert, dass Vr, = j(Vr,) und

j|V1"f : VFf - VFg

ein Isomorphismus, der zu j|Vrg invers ist. Sei xop € P1(C) \ Vr,, dann ist
Zo € PL(C) \ W ,- Betrachten wir die geometrischen bindren Baume T{O =
(Vm{n Eéco) und ngo = (Vg

£ E%O). Dann ist j,, = j|vxf0 ein Isomorphismus von
Tgfo nach T , der zu jz, := jlys invers ist. Wir zeigen jz,Ggz0Jz0 = Gf.00-
o
Seien
17 (PHC) ~ Vi, 20) — Aut(Tgo)
und

1:m (PYC)~ Vr,, To) — Aut(TZ).
die Gruppenhomomorphismen aus Abschnitt 3.6. Da Vr, = j(Vr,), ist

T (PH(C) \ Vi, 20) — m(PY(C) N Vi, Zo)
18] = [B]
ein Isomorphismus. Sei z € Tgo,n und sei « ein Représentant von [a] €

m1(PY(C) \ Vr;, ). Unter der Benutzung der Symbol Ljn (e, x) (vgl. Satz
4.9 in Anhang 4.2) gilt

jfoz[a}jaro () = jzoLgn(a,T)(1)
= Jzo Lj iy (@, T)(1)
= JjzoJLpn(a, z)(1)
= L(a,2)(1) = l[a] ().
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3.8 Explizite Berechnungen der Gruppe G

Wir werden in diesem Abschnitt explizit die rekursive Beschreibung von G
fiir einige quadratische Morphismen angeben. Genauer werden wir folgen-
dem Programm folgen:

1) Auflisten der moglichen Graphen I' wie in Bemerkung 3.9 aus Ab-
schnitt 3.4 und mit |Vp| < 5.

2) Fiir beliebige algebraisch abgeschlossene Koérper k& mit Char(k) # 2
und fiir Verzweigungsgraphen I" mit [Vp| < 4 werden wir untersuchen,
welche quadratische Morphismen es bis auf Konjugation mit Elemen-
ten von PGLa(k) gibt, deren Verzweigungsgraph isomorph zu I' ist.

3) Berechnung von G fiir jeden Morphismus, der in Punkt 2) auftritt, im
Fall k = C.

Am besten erkléren wir die Punkte 2) und 3) anhand von Beispielen:

3.8.1 Beispiel

Wir betrachten folgenden Verzweigungsgraph I':

= f(0) = (&5)°
0=/f(1)= (59’
00 = f(00) = (2)°

Aus dem Gleichungssystem folgt, dass f(z) = (z — 1)2. Um die Gruppe
G rekursiv zu beschreiben, brauchen wir ein freies Erzeugendensystem der
Gruppe 7(P'(C) \ Vi, o), wobei der Punkt 2o = 3/2+ v/5/2 ein Fixpunkt
von f ist. Wir wihlen zum Beispiel folgende Erzeugende [a] und [3]:

20



|
|
K
il
|
|
|

SN 2N
N
b \d )7
N N

Bild 1

Bemerkung 3.27 Die Funktionen der Form f(z) = (az+0b)?/(cx+d)? mit
ad — be # 0 sind analytische Funktionen, und da die Ableitung

ar+b\ ad— bc
cx+d) (cx+ d)?

ra =2 (

ist, ist f'(z) # 0 fiir € f~1{0,00}. Deswegen sind diese Funktionen orien-
tierungstreu und winkeltreu ausserhalb einer Umgebung U des Nullpunktes.
Durch Verkleinern von U wird die Funktion f(z) durch g(x) = (az + b)?
approximiert. Nach einer Variablensubstitution der Form x = y/a —b/a hat
g die Gestalt g(y) = y2. Das impliziert folgende Aussage: Wenn man einen
Weg « in U um den Punkt 0 um den Winkel 27 durchliuft, wird der Lift &
um den Punkt f~1(0) um den Winkel 7 durchlaufen.

Die Lifts &, d’,3 und 8 werden bestimmt mit Hilfe von Bemerkung

(3.27):

Bild 2

Sei 7 =1 und 7 = (&)~!. Dann koénnen wir aus Bild 1) und 2) folgende
Gleichungen ablesen:

- [ ar) = (4
- [Flar =1

- [f)=1
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- [P = (B8]

Nun kénnen wir G C Aut(7T%) rekursiv beschreiben:

G = (a,b), wobei
-a=(1,b)o
- b= (1,bab™ ")

3.8.2 Beispiel
Wir betrachten folgenden Verzweigungsgraph I':

Oom 1/N )\

S

Aus dem Verzweigungsgraphen kénnen wir folgende Gleichungen able-
sen:

)2 (16)
2. (17)

Daraus schliessen wir, dass d = +b und ¢ = t+a. Wir nehmen 0.B.d.A. an,

dass d = b ist, und da f nicht konstant ist, folgt ¢ = —a. Somit hat f
folgende Gestalt:
2
z+ L
(@) = (x_g> C ba#0

oder nach Substitution A = g

flz) = (“Z)Q, h 0.

€xr —

Aus dem Verzweigungsgraphen lesen wir zwei weitere Gleichungen ab, ndmlich

A= (1) = (%) (18)

A= f(N). (19)
Gleichung (18) impliziert

A#£0,1,00 < h#—-1,1,0
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und Gleichung (19) ist wegen A # 1 dquivalent zu
1+h X+h

1-h A—h
— ph)=h*+1)(h* -2h—1)=0. (21)

(20)

Aus obiger Uberlegung folgt, dass die méglichen quadratischen Morphismen
f mit Verzweigungsgraph I" bis auf Konjugation mit Elementen von PGLy (k)
die folgenden sind:

fu(@) = (z +h)?/(x = h)?
mit

P(h)=(h®+1)(h®*—2h—1)=0 und h#0,1,—1.

Im Fall k£ = C sind h = 1+£+/2, h = +i die Nullstellen von P. Fiir h = 14++/2
bestimmen wir die rekursive Beschreibung der Gruppe G, := Gy, C Aut(7?).
Wir wihlen ein freies Erzeugendensystem { [a], [5],[y] } der Gruppe 7 =
71 (PYH(C) ~ Vr,, o), wobei zg = i ein Fixpunkt von f ist, wie folgt:

1‘0:i

Q

)
)

<

(s
"\

oo
N—

@
<o
N—
N

(
(
(

Bild 1

Die Lifts &, &', 3, 3,7 und 4 werden im néchsten Bild dargestellt :
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Bild 2

Sei 7 = 1 und 7 = (&)~!. Dann kénnen wir aus Bild 1) und 2) folgen-
de Gleichungen ablesen:

- [rlar =1

- [P lar] =1

- BT =1
[ 11

- A = (o] 8 ) )l

Jetzt konnen wir G, C Aut(7®*) rekursiv beschreiben:
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g1+\/§ = <CL, b>C>a

wobei
-a=o0
-b=(a,a bt

- c= (b,a ‘b tcha)

Die Berechnung der Gruppe Gy, fiir die anderen Fille geht dhnlich. Die Er-
gebnisse sind in den untenstehenden Tabellen angegeben.

3.8.3 Tabellen

Folgende Bemerkungen sind hilfreich, um die folgenden Tabellen zu verste-

hen:

Bemerkung 3.28
Im folgende bedeutet das Symbol “ o” den Punkt 0 oder oo und das
Symbol “e” bedeutet alle weiteren Punkte in Vr,.

)

Fiir einen gegeben Graph I' in unserer Liste (siehe unten) mit |Vr| = 4
und verschieden vom Graph 1'4.6,

héngt die Existenz eines quadratischen Morphismus mit Verzweigungs-
graph isomorph zu I' von einem Parameter h € k ~ Ay ab, wobei Ay
eine endliche Teilmenge von k ist. Der Parameter h geniigt einer Poly-
nomialgleichung p(z) mit Koeffizienten in Z, wobei p(z) keinen linearen
Faktor der Gestalt (z — ayp,) fiir ap, € Ay, besitzt. Die Bedingung an h
ist auch eine Bedingung an die Charakteristik: wir miissen alle Korper
ausschliessen, in denen alle Nullstellen von p(z) schon in Ay, liegen.

Wir bezeichnen mit f;, den Morphismus zum Parameter h. Sei G, :=
Gy, (vgl. Bemerkung 3.24 in Abschnitt 3.7). Es kann in unseren Bei-
spielen vorkommen, dass mit h auch ihre Konjugierte h als Nullstelle
von p auftrit. Man hat in diesem Fall fj,(z) = f;(Z) und deswegen gilt
gn = gﬁ nach Proposition 3.26. Aus diesem Grund taucht gﬁ nicht in
den Tabellen auf.

Wir haben keine Erkldrung gefunden fiir die Tatsache, dass es kei-
nen quadratischen Morphismus mit Verzweigungsgraph isomorph I'4.6
gibt.
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Wir fahren jetzt mit unserem Programm (siehe Abschnitt 3.8) fort:

‘ Graph:|I'| =2
) O
0 ’
I2.1 2.2
Graph:|T'| = 3
o A ° o A °
— D
O O
I'3.1 3.2
o A ° o A °
( W, 7
o o
1'3.3 34
o “ o
1'3.5
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Graph: [I'| =4

A A A A
o ° ° o ° °
) —
S ®
I4.1 T'4.2
S S
P, 1D
I'4.3 I'4.4
o A ° o A °
~_ ~—
o ™ D o C °
4.5 4.6
P P A A
AR ( R
o / o
4.7 4.8
P P P P
o ° ° o ° °
— > —
o / o
4.9 T'4.10
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Graph: [I'| =4

ATAL A P S
== | T
o o
I'4.11 1'4.12
O/‘\D O/_\.
‘\ ~—— >\
o [ ] o [ ]
~_ ~_
1'4.13 1'4.14
AL N AL
o [ ] [ ] [ ] o [ ]
O/ \O/
I'4.15 1'4.16
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Graph: [I'| =5

I'5.1 I'5.2
A A A A A T
(0] ,\./. (0] [ ]
> i
I'5.3 I'5.4
~—
I'5.5 I'5.6
o@o o/\*./\\D
OAD O/—\.\.
~—
I'5.7 I'5.8
o TN e e o T e e
A A
O\_/. OW.
I'5.9 I'5.10
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Graph: [I'| =5

O/N.A./ND O/N./N.Ab
O/ o/

I'5.11 I'5.12
O/‘\./‘\./\D O/‘\./‘\./‘\.
) O/

I'5.13 I'5.14
A A S A A A
O/. v. <O [ ] \/.
(¢] (¢]

I'5.15 I'5.16
o o< o e o < e e
— |
(0] (0]

I'5.17 I'5.18
o=<"""o_ e e
it
(¢]

1'5.19
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‘ Graph: [I'| =5

o / o /
I'5.20 I'5.21
0T TN g ™ D e P
\ \ ~—
o ° o °
~ 7 ~ 7
1'5.22 I'5.23
0< T o e 0“7 e e
o ° o °
~ ~
I'5.24 I'5.25
o A D o A °
~— \
o \ ° o ° °
~ 7 S~ ~ 7  ~__
1'5.26 I'5.27
A A A A A A
o ° ° ° ° o ° °
<O / \ ) /
1'5.28 1'5.29

ii) und iii):

Alle Morphismen, die in den folgenden Tabellen auftreten, besitzen einen
Fixpunkt z¢ ausserhalb der Eckenmenge Vr, ihres Verzweigungsgraphen.
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Deswegen haben wir immer den Fixpunkt als Basispunkt der Fundamental-
gruppe m; = 7 (PY(C)\ T, ) gewiihlt, um die Rechnungen zu vereinfachen.
Seil:m — AutT?® der Gruppenhomorphismus aus Abschnitt 3.6.

Um die néchste Tabelle klarer aufzustellen, benutzen wir folgende Nota-

tion
- Vb := Bilder der Verzweigung bei 0 unter [
- Vi := Bilder der Verzweigung bei 1 unter [
- V) := Bilder der Verzweigung bei A\ unter [
- Voo := Bilder der Verzweigung bei co unter [
r2.1
0" o f(x)=2a? o =1
Vo=a
°% Voo = a~!
G = (a), wobei
a=(1,a)0
r2.2
° o f(v)= # zo =1
) o=
To Voo =a~ !
G = (a), wobei
a=(1,a)0
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I'31

xo =3/24+5/2

a=(1,b)c
b= (1,bab™")
3.2
o1 o f(z)= (22 —1)? To = 1/4
O Vo=a
o Vi=b
O Vi = b la!
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1'3.3

OO/—\ ° 1 i f(fE) = (2$£1)2 Zo = Z/2
( » Vo—a
Vo =a b1
G = (a,b), wobei
a=(1,a b Yo
b= (a,b)
3.4
0 1 T— 2 To ~ 0729
o e « f0) = (1)
/ o
S -
Vo =bla!
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xo ~ 0,56
Vo=a
Vi=b

Ve =b"ta!
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I4.1

fulz) = (52)?

h # —1,0 und

p(h) = 2R + 2R + 20 +1=0

Nullstellen:
ho ~ —0,64
hy ~ —0,17 — 0, 86¢
hy =~ —0,17 + 0, 86¢
Char(k) = beliebig

ho =~ —0, 64
ro ~ 1,41
Vo =cla
Vi=b
Vi=b"lc
Vo =a !

hy =~ —0,17 -0, 86¢

20~ 0,29 + 0,30i

Vo=a
Vi=5b
Va=c

Gh, = {(a,b, c), wobei

a=(1,a)0
b= (1,ac™!)
c=(byab™1)

Gn, = (a, b, c), wobei

b= (a,l)
c=(bc)
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0 1 by
T T
[e) [ J [

S
OO
0

fu(x) = (TF)?
h# —1/2,—1 und

p(h) =h?+1=0

Nullstellen:
ho =1
hi=—1

Char(k) = beliebig

ho = i

zo ~ —1,30 — 1,62i

Vo=a
Vi=b
V)\:C
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I'4.3
=) o fu(x) = (1)
e h# —1/2,—1 und
o;) p(h)=h*+h*+2n+1=0
e Nullstellen:
- hg =~ —0,56
- by~ —0,21 — 1,30
- hy A~ —0,21 +1,30i
e Char(k) = beliebig
ho ~ —0,56 hy &~ —0,21 —1,30i
2o~ 1,19 2o~ —1,63 + 2,82
Vo=cla Vo=ua
Vi=b Vi=b
Vi=b"lc Vn=c
Voo =a~t Voo =b1lcla™!
Gho = (a, b, c), wobei Gn, = (a, b, c), wobei
a=(1,a)0 a=(1,aca™')o
b= (1,ac™!) b= (a,l)
c=(byac™t) c= (aba=' 1)
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_ z+h
oO/_\.1 th(x)_(m)Q hozi—i—\fl
e h# —1,0,—1/2 und 3 T
1D 7 /2 un vy = 54 VI
’ p(h)=2n* —h+1=0 Vo=a
e Nullstellen: Vi=b
- ho=1+ Y0 i=c
. Vi = ¢ 1p1g!
- hy = % _ @ a
e Char(k) = beliebig
Gh, = {a,b, c), wobei
a=0
b= (ctbe,a)
c=(c'vta"t ¢)
I'4.5
D1 o fu(z) = (%) ho = —2
~—
O e h#0,1,—1 und 5'30—7714—@
OO/—&
© °x p(h)=h+2=0 Vo=ua
Vi=b
e Nullstellen:
Vi=c¢c
- hp = —2 A
Voo = bilcilail
e Char(k) # 3

Gh, = (a,b, c), wobei
a=(1,acbc ta Yo
b= (1,acbab'c ta™!)

c= (aca ', bt ta™t)
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I'4.6

Es gibt fiir diesen Graph keinen
Morphismus
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4.7

° : D o fulx) = (33)°
go/ e h# —1,1,0 und
p(h) = (A +1)(h*=2h—1) =0
e Nullstellen:
- hyo=1
- hy=—1
- hy=1++2
- h3=1-2
e Char(k) = beliebig
ho =i hy =1+V2
xo~ 1,78 42,271 To =i
Vo=a Vo=a
Vi=b Vi=b
Vi=c Vi=c

Gh, = (a, b, c), wobei

a=o
b = (cab, bad)
¢ = (b, bacab)

Gh, = {a, b, c), wobei

a=o
b = (a,abc)
¢ = (b, abcba)
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4.7

hs=1—+/2
To =1
Vo=a
i=b
Via=c

a=o
b = (bac,a)
c=(b,c)
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I'4.8

fu(x) = (7757)°

h# —2,—1,0 und

<o p(h) = h® +4h* + 6h +2 =0
e Nullstellen:
- ho ~ —0745
-hi=-1,77+1,11¢
- ho=-1,7T7T—-1,11¢
e Char(k) #5
ho =~ —0,45 hi~—-1,774+1,11%

20 ~ 0,50 + 1,08i

Vo=a
Vi=5b
Va=c

Gh, = (a,b, c), wobei
a=(1,a ¢ o™ Y)o
b= (a,l)

1

c=(a"'ba,a tca)

xo~ 0,86 + 0,421

VWw=a
Vi=b
V\=c

Gn, = {a,b,c), wobei
a=(1,cla b0
b= (1,c tac)

c=(b,c)
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r—— 2
fule) = (T)

h# —1,-1/2,0 und

p(h) =2n* —h+1=0

Nullstellen:
——
——

Char(k) = beliebig

ho = 1+ ¥I
xoz%’—i—@
Vo=ua
Vi=b
Vi=c

Voo =c b7 ta™!

Gho = (a, b, c), wobei
a=o
b= (aca,c tb"ta1)

¢ = (a, aba)

fu(x) = (7757)°

h# —2,—1,0 und

p(h) =2h+1=0

Nullstellen:

ho =~
xo ~ 3,13
Vo =ab™!
Vi=b
W=¢c

Gh, = {a,b, c), wobei

a=(1,b"Yo
b= (c,b"ta)
c=(1,b)

44




fu(@) = (£3)°
h# —1,1,0 und

p(h)=h*—2h+2=0

Nullstellen:
ho =1+
hi=1-—1

Char(k) #5

ho=1-+1

zo ~ —0,31 — 2,68i

Vo =ac™!
Vi=b
Vn=c

Voo =bta™t

a=(1,clab)o
b=(b"ta"l,¢)
c=(1,cta)
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1'4.12

fu(x) = ()
h#1,—-1,0 und

p(h)=h3—h*+3h+1=0

Nullstellen:

ho =~ —0,295

hy ~ 0,64 —1,72i
ha ~ 0,64 4+ 1,724
Char(k) beliebig

hy ~ 0,64 — 1,72i

20~ 3,20 — 3, 16i

Vo=a
i=b
V\=c

G, = (a,b, c), wobei
a=(1,c)o
b= (a,cb~tc ta"tc™h)

c=(1,cbc 1)

Gh, = {a, b, c), wobei
a=(1,baca b Y)o

b= ((bac)~t, baca(bac)™!)
c = (1, bacb(bac)™1)
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fn(z) = (53)?

ho=73+%

\ e h# —1,1,0 und zo ~ 0,39 — 0, 14
1
o—" p(h) =2h% —2h +1=0 Vo=a
Vi=b
e Nullstellen:
. V)\ =C
o= b
1 Voo = b ta et
=33
e Char(k) #5
Gh, = (a,b, c), wobei
a=(1,b)c
b= (1,a et
c = (a,bcb™1)
I'4.14
01 o fulz) = (57) ho = —3%
Ov [ J
) o h#-1,1,0 und 20 ~ 0,33
20\—”./\ p(h) =2h+1=0 Ww=a
Vi=b
e Nullstellen:
Vn=c
- ho = _%
Voo = c 1o ta™!
e Char(k) # 3

Gho = (a, b, c), wobei
a=(1,b)c
b= (a,bcb™ 1)

c=(1,bc b ta"1p71)
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I'4.15

fu(x) = (7757)°

h# —1,—-2,0 und

p(h) =h*+3h+1=0

Nullstellen:
ho— 4+
i f

=4+ 4
xo ~ 3,93
Vo=b"ta
Vi=c1b
Vw=c

Ve =a"t

m=-3-4
zg ~ 0,81

Vo =ac™!
Vi=b

w=c

Ve =b"ta™!

Ghn, = (a,b, c), wobei
a=(1,cHo
b= (1,c ta)

c=(1,c7'b)




+ o) - 25 o=
oo ° e h # —1,1,0 und 2o ~ —0,50 + 0, 87i
\O/ p(h) =h* —h+1=0 Vo=a

e Nullstellen: Vi=b

- ho= % + @ Vi=c

- h = % _ @ Voo = c b la™!

e Char(k) #3
Gh, = (a,b, c), wobei

a=(1,aba " Y)o
b= (1,c7 b ta™t)

c=(a,1)

3.9 Weitere Untersuchung des Graphen 1'4.7

Wir wollen in diesem Abschnitt die Gruppen G;, G, _ 5,6, /3, die aus Graph
I'4.7 entstehen, und ihre Zusammenhénge studieren. Wir geben sie noch
einmal an:
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I4.7
OO/—x\ .1/\ . G; = {a,b,c), wobei
4 R, a=o
0" b = (cab, bad)
¢ = (b, bacab)
® G, 3= (ab,c), wobei ® G, 5= (a,b,c), wobei
a=0 a=0
b = (a, abc) b = (bac, a)
¢ = (b, abcba) c=(b,c)

Bemerkung 3.29 Sei h € {i,1 + /2,1 — 2} und betrachten wir G, =
(a,b,c). Sei a, B, und 0 die Verzweigung bei 0, 1, A und oo. Nach konstruk-
tion gilt:
Vo=a,V1 =0b,V)=c.

Aufgrund der Gestalt von I'y, liegen die zwei Punkte f~1(0) und f~*(co) in
PY(C) ~ W fn Deswegen sind die Lifts von o und 6% unter f, mit Anfangs-
punkt Zo = xo bzw. Z{, kontrahierbare geschlossene Kurve. Das impliziert
VE=V2 =1.DaV; zu (Va, Vo) konjugiert ist, gilt Vi = 1. Schliesslich, da
Vy zu (V1, V)) konjugiert ist, folgt V)\2 = 1. Zusammenfassend haben wir

Vi=W=W=Vi=1

Lemma 3.30 Seien h und G, wie in Bemerkung 3.29. Dann gibt es einen
kommutativen Normalteiler G, C Gy, so dass G, = Gy, % (a) gilt, d.h., G das
semidirekte Produkt von G, und (a) ist.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung nur fiir den Fall h = ¢. Die anderen
Félle werden analog bewiesen. Wir betrachten die Elemente e := ab und
f = acin G;. Wegen Bemerkung 3.29 gilt

efe 1 f~1 = o((cab)™t, (bab) 1) o (b, bac(ba) 1) (cab, bab)o (b, ba(bac) o
= (babbcabbacab, bacbacabbabb) = (1,1) = 1,

d.h., kommutieren die Elemente e und f miteinander. Setzen wir G, := (e, f),
dann ist G! eine kommutative Untergruppe von G;. Wieder wegen Bemerkung
3.29 gilt

1

geoc =aaba =ba=¢"' und ofoc=aaca=ca= 1.
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Die letzten zwei Gleichungen implizieren, dass G ein Normalteiler von G;
ist.

Um G; = G! x (a) zu erhalten, bleibt noch G/ N (a) = {1} zu zeigen: Nehmen
wir an, dass a € G,. Dann gilt

e = aea = 6_1,

d.h., die Ordnung von e ist 2. Ebenso ist die Ordnung von f gleich 2, und
insgesamt erhalten wir, dass G; eine endliche Gruppe ist. Die letzte Aussage
steht aber im Widerspruch zur Aussage i) im néchsten Satz. O
Folgender Satz gibt uns einen Zusammenhang zwischen den drei Gruppen

Gi,G,_pound Gy, 5.
Satz 3.31 Seien h,h/ € {i,1++/2,1—+2}.

i) Fir alle n € N ist das Bild (Gp)n von Gy in Aut(T2) eine Gruppe der
Ordnung 2™.

ii) Fir alle n € N operiert die Gruppe Gy, transitiv auf T,

iii) Die Gruppen G, und Gy, sind konjugiert in Aut(T?).
Beweis i):
Sei h =1 — v/2. Die kommutative Gruppe g;_ﬂ ist von e = (e f 1o, 0)
und f = o(oe,of) erzeugt. Wir versuchen, (g;fﬂ)n in Termen von Fak-
torgruppen zu beschreiben. Dazu betrachten wir den folgenden surjektiven
Gruppenhomomorphismus:

ZXZ— (Gi_ f5)n
(6,5) — € fr,.

Wir wollen nun den Kern K,, der obigen Abbildung bestimmen: Fiir n > 1
impliziert e’ f7|p, = id, dass o’c/|r, = id, d.h. i = j mod 2. Dann ist

€ fil, = (ef)P(e2)F, wobei k= U = )
Daef = (e,e!) und €% = (fe,e 1 f1) gilt, folgt, dass
¢ flr, = (& (fe)*Ir,_y, e (fe) *In, )

ist. Somit ist e’ f|7, = id genau dann, wenn

i=j+2k und &FfR  =id
gilt. Diese Aquivalenz erlaubt uns, K,, wie folgt zu schreiben:

K,={(i,)) |i=J+2k (j+kk)e K, 1}
={(u+v,u—0)| (u,v) € K_1}.
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Da Ky = Z? gilt, folgt

Aus )
1 1\ (20
1 -1/ \0 2
folgt, dass
2272 falls 2|n
Kn=1 g3 (1‘ _11>Z2 falls 2 fn.

Somit bekommen wir
7)227 ®7L)227 falls 2|n
( 1_\/5),1222/[(”2{ / / |

72" 720 L/2"5 7 falls 2 fn,
und die Behauptung folgt. Die anderen Félle beweist man analog.
ii):
Sei h = 1 — /2. Wir werden durch Induktion beweisen, dass QL 3 transitiv
auf Ty fiir alle n € N operiert. Sei n = 1. Dann ist e|rs = 0 = f[ra, und die
Behauptung gilt. Sei n > 1 und nehmen wir an, dass die Behauptung fiir
j < n gilt. Dann gilt

efi(0)=0 < i+jmod2.
Man sieht nun aus der expliziten Darstellung von e und f, dass

Stab. £y(0) = (e ef)
= ((fe;(fe) "), (e,e™)).
Diese Gruppe operiert auf T§ durch (fe,e) = (e, f), deswegen operiert sie

nach Induktionsvoraussetzung transitiv auf 7¢, ; C T),. Also operiert die
Gruppe g;_ /3 transitiv auf 77, C 17 und somit auf ganz T7. Die anderen

Fille beweist man analog oder als Folge von Behauptung iii).
iii):
Wir werden zeigen, dass G, = (e, f) und Qi_ﬂ = (€¢/, f’) konjugiert sind.
Um die Existenz eines Elementes u € Aut(7*) mit der Eigenschaft
ugl{u_l - 1_\/5
/

zu zeigen, iiberlegen wir abstrakt. Die Gruppe Z x Z ist isomorph zu G -y
via

(bl—\/ﬁ:ZXZ_)gi_\/ﬁ
(i,7) = €' f7,
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und fiir jedes t,, € T gilt:

1 1\"
Hy, = Stabgi,ﬁ(t") = <1 _1> 72,

Betrachten wir eine beliebige, aber feste Folge (¢, )nen mit Eintréigen in T,
so dass t, € T fiir alle n € N gilt. Dann ist die Abbildung

Gy_ya/Mn — T3
[h] — h(tn)

fiir jedes n eine Bijektion, weil QL 3 transitiv auf 7% operiert. Ausserdem
sind die Kanten von 7% durch g{_ﬁ und (t,,)nen darstellbar:

K = {(hlta-1), h{t)) | h € G)_ s € N},
Deswegen kénnen wir T aus der Folge von Untergruppen
G _s=HoDHiDH2D ...

bis auf Konjugation mit Aut(7*) rekonstruieren. Die Operation von G, V3
bestimmt die Isomorphieklasse von (G _ WL (Hn)neNo)-

Folge: Die Konjugationsklasse von G,_ 5 C Aut(7“) héngt nur von der
Isomorphieklasse von (G] VoL (Hn)nen,) ab und umgekehrt.

Sei
gbi 21X 1 — g;
(i,5) — €' f7,
der Isomorphismus von Z x Z nach gg.
Sei
Ho = Gi,
, (-1 3\" 5 ..
H,, == Stabg (tn) = (_1 1) Z* fiirneN.
Aus )
-1 3\" (-2 0
-1 1/ " \0o =2
und

GG
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folgt, dass fiir jedes gerade n = 2m

Hn =2 2777 2 H),.

1 2\\ ~ o/
() G)) =
Also folgt fiirn =2m + 1
wam /(1 2
o= (1))

Somit sind (G 2> (Hn)nen,) und (Gl, (H},)nen,) isomorph via ¢:\/§¢i-
Die Fille h =i und b/ = 1 4+ v/2 beweist man analog. O

Offensichtlich ist

1

Hy

12

H,.

Aus Satz (3.31) wissen wir, dass es ein Element w in Aut(7?) gibt, mit
-1
ugG; S = g.

Genauer gesagt haben wir:

uew "t = ¢ (22)
ufut = f, (23)
wobei
e=(o,e 1 flo)o,
f=(of, o€)o,
e' (0'6 oe f)
= (oe

oe')o.

Um u zu bestimmen, machen wir den Ansatz

u = ug = (uy,v1)
Uy = (ui+1,vi+1) fir ¢ Z 1

Aus der Gleichung (22) bekommt man nach Einsetzen von ug = (u1,v1)
und Koeffizientenvergleich :

ujovy ! = oe’? (24)
vie L flout = o' f. (25)

Wir 16sen (24) nach vy auf:
v = (0€?)tuyo = € 2ou0. (26)
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Aus der Gleichung (23) bekommt man nach Einsetzen von ug = (u1,v1) und
Koeflizientenvergleich:

urofoyt = oe?f’ (27)

vioef tourt = oé. (28)

Nach Einsetzen von (26) in (27) und (28) erhélt man folgende Gleichungen:

ureu; !t =71 (29)

ulfufl = f. (30)

Analog finden wir nach Einsetzen von (ugz,v2) in (29) und (30):

ugeuy = f'7 (31)
us fuy ' = ¢ (32)
vy = € 2ousofe = ougo. (33)

Fihrt man fort mit diesem Losungsverfahren, dann findet man sukzessive:

ugeuz ' = f’ (34)
u;;fugl =¢ (35)
vy = o€ fluse Lo = ¢’ lougo (36)
und
ugeuyt =71 (37)
ugfuyt = f'=1 (38)
vy = o€ ugofe = e'_zf’_law;a. (39)
Wir bemerken nun, dass
¢t =oco (40)
ft=ofo. (41)
Somit erfiillt ouy
ouge(ouy) = ¢ (42)
ousf(ous)~t = f’ (43)

d.h. genau die Gleichungen, die u erfiillt. Setzen wir cuy = u, dann ergibt
dies eine rekursive Beschreibung von u.
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Es stellt sich nun die Frage, ob sogar die Gruppen G; und G, _ ; unter
u konjugiert sind, oder in anderen Worten, ob ucu~'o € G; gilt. Bevor wir
eine Antwort auf diese Frage geben, formulieren wir ein Lemma, das uns
erlaubt, fiir jedes ungerade m € N und jedes z € G; dem Ausdruck z/™
einen Sinn zu geben.

Lemma 3.32 Sei G, ein inverses System von endlichen 2-Gruppen, so dass
G = lim G,, eine abgeschlossene Untergruppe von Aut(T?) ist. Sei m eine

ungerade natirliche Zahl, dann ist die Abbildung G — G, x +— z™ bijektiv.
Beweisskizze: Da jedes Element in GG, gerade Ordnung besitzt, folgt, dass
fiir alle v,y € G,, das Element (yy')™ verschieden von 1 ist. Deswegen ist
die Abbildung ¢, : G,, — G, x — x™ injektiv und also auch bijektiv, weil

G, eine endliche Gruppe ist. Aus der Bijektivitdt von ¢, folgt, dass die in-
duzierte Abbildung G — G, z +— z™ eine Bijektion ist. a

Folge: Fiir jedes r € Q mit ords(r) > 0 ist die Abbildung G — G,z +— a"
wohldefiniert.

Im folgenden sei GG, der proendliche Abschluss von Gy,.

Satz 3.33 Die Gruppen G; und G,_ ;5 sind unter u konjugiert.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir geeignete ¢,7 € Q mit ords(i) und ords(j)
grosser als 0 gilt: A }

uou" o = () (f). (44)
Zunichst machen wir eine Zwischenrechnung:

i—j

()Y = ()= (f) (45)
_ (e’_lf’,f’_le’)igj (e’_l,e’)j
= ()T T )T,
Um die Notation zu vereinfachen sei a := (a,a™!) fiir alle a € Aut(7T?).

Dann kann man (45) so umschreiben:
Y =) ()7 (46)

Nehmen wir als Ansatz

i=2i" miti =1+ 2"
j=2§" mitj =1+25",

dann erhalten wir folgende Aquivalenzen:
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(44) & ulauflgea — (e/ . (f/) -
& omour! = ()T
& ¢ 2ougofeuyt = (f1)7 ()T
& ougouyt = ()T (f)i' +2
& € lougouy = (e’)j/ =2 ()7 =2
& ougon! = ()5 ()
& e/_2f1—10-u40'u21 - (e/)i”+1(f,)j//+1
& ououp! = ouou”t = ()" ()72,

Dies sagt uns, dass (44) genau dann gilt, wenn

21+2")=i=1i"+3
21+425") =j=j"+2,

das heisst genau dann, wenn

i=10/3
j=2.
O

Bemerkung 3.34 Auf anderem Weg kann man zeigen, dass auch die Grup-
pen G; und G /5 konjugiert sind.
3.10 Unendliche Verzweigungsgraphen

Wir wollen uns jetzt mit unendlichen Verzweigungsgraphen beschéftigen. In
diesem Abschnitt beniitzen wir folgende Notation:

I = (00
- fo' = 1"(0)
Unserer Ausgangspunkt ist der folgende Satz:

Satz 3.35 Sei f : PY(C) — PY(C) ein quadratischer Morphismus mit un-
endlichem Verzweigungsgraph verschieden von

0 ofO e ° (47)

d
0

o ——0 —> ...

%

N4
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Sei G das Bild von m unter | (vgl. Abschnitt 3.6). Dann ist G dicht im
Aut(T*).

Beweis: Siehe Prof. R.Pink

Aus diesem Satz ergibt sich auf natiirliche Weise die Frage: Wie sieht
G fiir einen Morphismus mit Verzweigungsgraph (47) aus? Wir versuchen,
diese Frage zu beantworten: Sei d = 1. Falls

o= (5)

den Verzweigungsgraph (47) besitzt, dann gilt 0.B.d.A

und somit ¢ = ¢ und b = —d.

Proposition 3.36 Die Bedingung 0 < a < 1 ist hinreichend dafiir, dass
der quadratische Morphismus

o= (2£2)

den unendlichem Verzweigungsgraph (47) mit d =1 besitzt.

Beweis: Betrachten wir die Abbildung

9(p) = (1 +p+a)/(1+p—a))

Ihre Ableitung ist
d(p)=2(=2a)1+p+a)/1+p—a)®<0 firp>0.

Deswegen ist g monoton fallend, insbesondere auch injektiv, fir p > 0.
Definiere

po=0 und 1+ p,=f(1+pu-1)=9(pn-1)
Da nach Voraussetzung 0 < a < 1 gilt, ist p, > 0 fiir alle n € N. Aus
1< g(p1) < g(po);

folgt, dass
pPo < p2 < p1.
Die Monotonie von g impliziert, dass

g(p1) < g(p2) < g(po),

und allgemein dass g(p,) immer zwischen g(p,—2) und g(p,—1) liegt. Das
bedeutet, dass f den Verzweigungsgraph (47) besitzt und f§ zwischen f6h2
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und fé‘_l fiir n > 3 liegt.

d

Fiir ein solches f berechnen wir Gy. Da pa,y1 eine aufsteigende be-
schrankte Folge ist, konvergiert sie gegen eine reelle Zahl p. Das impli-
ziert, dass f einen Fixpunkt xy = 1 + p besitzt. Ein Erzeugendensystem
{ag, a1, a3, ...} der Gruppe 71 (P(C) Vr;,20) wird in den folgenden Bil-

dern dargestellt.

aq Qg
i
[ ] s
. <
. . oo o e ‘e o
__ f00 00 00 €T 00 00 00
0 1=f f3 f5 0 4 2
flirn =2k mit k> 1
Ap41 Qo
]
®
l Y Y @ Y Y Y Y Y Y Y &
2 1—1 ) -2 00
0 foo f& fort 0 e 8
Seien %, und Zy := wx¢ die Urbilder von x( unter f. Seien y, und

y, = f%1 die Urbilder von f? unter f. Dann erfiillen die y, folgende
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Anordnung;:

Nun kénnen wir mit Hilfe der Bemerkung (3.27) die Lifts &, und &), zeich-
nen und somit die Gruppe G ausrechnen:

G = (ao,ai1,as,...), wobei
= (ap-1,1) fiir alle n > 2

- a1 = (ag,ay 'agh)
= (

ag !, apar)o.

Sei d=2. Nach Konjugation mit einem Element von PGLy(C) kann man
annehmen, dass f1 =1 ist, somit besitzt f folgende Gestalt:

2
r+a
Jw) = <a: + b)
Damit f den Verzweigungsgraph (47) hat, muss gelten:
F2(0) = f(00) = 0.

Schreibt man die obige Bedingung explizit aus, bekommt man

9192 = 0,

wobel
g1 == [(a® + ab®)(1 + b) — (1 + a)(a® + b%)]

und
go 1= [(a2 + ab2)(1 +b0)+(1+ a)(a2 + bg)].
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Die Nullstellen von g; sind von der Form (b, a) = (Ft,t) mit ¢ € C. Diese
Nullstellen ergeben quadratische Morphismen mit Verzweigungsgraph (47)
mit d = 1. Deswegen schliessen wir sie aus unsere Betrachtung aus.

Proposition 3.37 Sei (b,a) eine reelle Nullstelle von g mit
-l1<b<0<a.
Dann besitzt der quadratische Morphismus
2
Tr+a
f@) = (w + b>

den Verweigungsgraph (47) mit d = 2.

Beweis: Der Beweis lduft genauso wie bei der Proposition 3.36, nur die

Hilfsfunktion dndert sich:
_(1+p+a

Bemerkung 3.38 Die Bedingung an (a,b) garantiert, dass die Ableitung
von g negative Werte fiir p > 0 annimmt und g(p) > 1 ist fiir p > 0.

Beispiel 3.39 Es gibt eine Nullstelle (a, b) in der Nihe des Punktes (0.4, —0.5),
die die Bedingung der Proposition 3.37 erfiillt. Fiir diesen Fall berechnen wir
die Gruppe G¢. Das gleiche Argument wie im Fall d = 1 zeigt, dass f einen
Fixpunkt zp hat. Ein Erzeugendensystem { (1, ag, a1,z ...} der Gruppe
m1(PY(C \ Vi, 20) wird in den folgenden Bildern dargestellt.

B
1 (67))
2“ <
s
: oL ;".. h <
. 'y _e' . oo . ee4 92 Oeo
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fir n =2k mit k > 1

On+t1 Qi
i
o
l ® M o o L 2 Y &
0 foo f" 1 fgLOJFl Zo c?o &72
Die Gruppe Gy ist dann:
Gy = (b1,a0,a1,as . ..), wobei

a0,1)

CL aobl)

- by = (a0, by 'ag")

=

- az = (a1, aphiay tag )
=
=

ap—1,1) fiir alle n > 3.

4 Anhang

4.1 Die Fundamentalgruppe

Sei zp ein Punkt in einem topologischen Raum X.

Definition 4.1 Fin Weg in einem topologischen Raum X mit Anfangs-
punkt 9 und Endpunkt x; ist eine stetige Abbildung « :

a(0) = o und a(1) = z;.

Definition 4.2 Seien «q,aq :

[0,1] — X zwei Wege in X mit gleichem
Anfangspunkt ¢y und Endpunkt y;. Man sagt, dass ag homotop zu «y ist,
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falls eine stetige Abbildung « : [0,1] x [0,1] — X existiert mit

{ a(t,0) = ap(t) : te€l0,1]
alt,1) =ay(t) : te]0,1]

und

{ a(0,8) =yo : se€]0,1]

a(l,s)=y; : sel0,1]
Bemerkung 4.3 Die Homotopie-Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 4.4 Seien a, (3 : [0,1] — X zwei Wege, so dass der Endpunkt
von o der Anfangspunkt von B ist. Dann definieren wir Wege Ba, o' :
[0,1] — X wie folgt:

B al2t) : 0<t<1/2
ﬁa(t)_{ﬁ(%—l) L 1/2<t<1

alt)= al—t) : 0<t<1.

Satz 4.5 Sei m (X, 29) die Menge der Homotopieklassen von geschlossenen
Wegen in X mit Anfangspunkt zo. Fiir [a], [8] € m1 definieren wir [B]#][a] =
[Bal]. Dann ist (w1, #) eine Gruppe.

Beweis: siche Theorem (2.1) in [1].

Bemerkung 4.6

- Das Einselement in 71 (X, zg) ist die Homotopieklasse der konstanten
Kurve, die jedes t € [0, 1] nach 2y abbildet.

- Das inverse Element zu [a] € 71(X, 29) ist [a1].

- fiir [, [#] € m benutzen wir folgende Abkiirzung: [o][F] := [a]#[6].

Die Gruppe m1(X, z0) heisst die Fundamentalgruppe von X beziiglich
20-

4.2 Uberlagerungen

Wir listen in diesem Abschnitt die wichtigen Definitionen und Sétze, die wir
brauchen, auf.

Definition 4.7 Sei X ein topologischer Raum. Eine (unverzweigte) Uberla-
gerung von X besteht aus einem topologischen Raum X und einer stetigen
Abbildung p : X — X, so dass es fiir jedes z € X eine offene Umgebung U
mit folgenden Eigenschaften gibt:
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(a) Das Urbild pil(U ) ist die Vereinigung von offenen, paarweise disjunk-
ten Mengen U; C X fiir j € J, wobei J eine nicht-leere Indexmenge
ist.

(b) Fiir alle j € J ist die eingeschrinkte Abbildung p|Uj : Uj — U ein
Homdoomorphismus.

Definition 4.8 Seip: X — X eine Uberlagerung und w : [0,1] — X ein
Weg in X. Ein Weg @ : [0,1] — X heisst ein Lift von w, wenn pow = w ist.

Satz 4.9 (Hauptlemma der Uberlagerungstheorie). Zu jedem Weg

w : [0,1] — X und zu jedem Punkt T iber dem Anfangspunkt w(0) von
w gibt es genau einen Lift W von w mit w(0) = &. Diesen Lift bezeichnen
wir mit Ly(w,): Lift von w beziglich p mit Anfangspunkt Z. Ferner gilt:
Homotope Wege liften sich in homotope Wege, d.h. ist v ~ w in X und ist
& ein Punkt iiber v(0) = w(0), so ist Ly(v, &) =~ Ly(w,#) in X; Insbesondere
haben die Lifts Ly(v,Z) und Ly(w, ) denselben Endpunkt.

Beweis: siche Satz 6.2.2 in [3].

Definition 4.10 Eine Deckbewegqung einer Uberlagerung p : X — X ist
ein Homdomorphismus f : X — X, so dass po f = p. Die sidmtlichen
Deckbewegungen bilden beziiglich der Komposition von Abbildungen eine
Gruppe, die Deckbewegungsgruppe D = D(X’ ,p) der Uberlagerunyg.

Definition 4.11 Sei p : X — X eine Uberlagerung. Wir sagen, dass zwei
Punkte #; und &, in X konjugiert sind, wenn p(Z;) = p(#). Entsprechend
sagen wir, dass zwei Wege w; und wy konjugiert sind, wenn sie Lifts dessel-
ben Weges sind.

Definition 4.12 Eine Galoissche Uberlagerung ist eine Uberlagerung
p: XX ,

so dass jedes Konjugierte eines geschlossenen Weges in X wieder geschlossen
ist.

Satz 4.13 Seip: X — X eine Galoissche Uberlagerung. Seien &1 und T
zwet beliebige konjugierte Punkte in X. Dann existiert genau eine Deckbe-
wegung f, so dass f(Z1) = To. Wir bezeichnen sie mit f(Z1,Z2). Sei

{%1,%2,33,... }
die Menge aller Punkte, die zu 1 konjugiert sind. Dann st

D = { f(i1, %), f(&1, %), f(&1,%3),...}.
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Beweis: siche Theorem 11.1 in [4].

Satz 4.14 Sei p : X — X eine Galoissche Uberlagerung. Sei & € X und
setzen wir x := p(&). Dann gilt

(1) pu(m1(X,%)) ist eine normale Untergruppe von m (X, x);
(2) m(X,2)/p«(m (X, 7)) = D.

Beweis: sieche Theorem 11.2 in [4].

Bemerkung 4.15 Im Beweis von 4.14 zeigt man, dass die Abbildung
Yz :m (X, x) = D
[w] = f(&, Lp(w,7)(1))
folgende Eigenschaften besitzt:
(i) ¢z ist ein Homomorphismus.
(ii) 13 ist surjektiv.
(iii) Der Kern von ¢z ist p(m (X, 7).

Aus dem Beweis folgt insbesondere, dass jedes Element Z,. € p~!(z) einen
surjektiven Homomorphismus vz, von 71(X,Z) nach D induziert.
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