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Vorbemerkungen

Einleitung

Bei dieser Arbeit handelt es sich um eine Einführung in die kategorientheoretischen Begriffe
Monade und monadischer Funktor sowie den wichtigen zugehörigen Beckschen Monadizi-
tätssatz.

Monaden sind ungeheuer vielseitig und treten in den verschiedensten Gebieten auf. Eine erste
unvollständige Liste möglicher solcher Gebiete könnte wie folgt aussehen:

1. Informatik: Monaden, insbesondere in Haskell1,

2. Kategorientheoretische Formulierung der Universellen Algebra2, insbesondere Opera-
dentheorie (Kofferwort aus „Operation“ und „Monade“),

3. Homologische Algebra und Simplizialobjekte3,

4. Linguistik4,

5. Monadischer Abstieg,

6. Topostheorie und Prätopoi,

7. Adjunktionen,

8. Kategorielle Logik.

Es folgt ein kurzer Überblick über den Inhalt dieser Arbeit.

Sei C eine Kategorie. Eine Monade T ist ein Tripel (T , µ, η) bestehend aus einem Endofunktor
T : C → C und natürlichen Transformationen µ : T 2 → T und η : idC → T , sodass gilt:

1. µ ◦ µT = µ ◦ Tµ,

2. µ ◦ ηT = µ ◦ T η = idT .

Stellen wir uns µ als „Multiplikation“ und η als „Einheit“ vor, so sind dies Analoga der be-
kannten Assoziativitäts- und Einheitsgesetze.

Bisweilen bezeichnet man auch den Endofunktor einer Monade selbst als Monade.

Für eine Monade T = (T , µ, η) lässt sich die Kategorie ihrer Algebren definieren: Eine T-
Algebra ist dabei ein Paar (A, a) bestehend aus einem Objekt A ∈ C und einem Morphismus
a : TA → A aus C . Mit der natürlichen Weise, Morphismen von Algebren zu definieren, ist
also eine Kategorie, die so genannte Eilenberg-Moore-Kategorie C T , gegeben.

1Siehe Kapitel 9 aus A Gentle Introduction to Haskell, https://www.haskell.org/tutorial/monads.
html, zuletzt abgerufen am 02.07.2017. Eine Diskussion der theoretischen Bedeutung findet sich in [Meu97].

2Siehe [HP07].
3Siehe [SCS+16].
4Siehe [Asu14].



Es gibt einen wichtigen Zusammenhang zwischen Adjunktionen und Monaden: Mit den Zu-
ordnungen auf Objekten GT : (A, a) 7→ A sowie F T : A 7→ (TA, µA) und den natürlichen
Wahlen für Morphismen erhalten wir adjungierte Funktoren. Umgekehrt gilt: Ist F : C → D
zu G : D → C linksadjungiert, so ist T B GF auf natürliche Weise eine Monade (wobei wir
die natürlichen Transformationen noch angeben müssten).

Fixiere nun eine Adjunktion F ,G ein adjungiertes Funktorpaar wie zuvor. Sei T die zugehö-
rige Monade. Dann gibt es einen eindeutigen Funktor Φ : D → C T , sodass GT ◦ Φ = G und
Φ ◦ F = F T sind. Ist dieser so genannte Vergleichsfunktor Φ eine Kategorienäquivalenz, so
bezeichnen wir den Funktor G als monadisch.

Der Satz von Beck charakterisiert monadische Funktoren durch die Beck-Bedingungen:

Satz (Beck). Ein Funktor G : D → C ist monadisch genau dann, wenn alle der folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

1. Es existiert ein zu G linksadjungierter Funktor.

2. Der Funktor G reflektiert Isomorphismen.

3. Die Kategorie D besitzt Differenzkokerne von G-gespaltenen Paaren und G erhält diese.

Wir entwickeln die notwendige Theorie, um diesen Satz zu verstehen und beweisen. Dies wird
den Hauptteil dieser Arbeit ausmachen. Abschließend geben wir einige Beispiele:

Beispiel. Die üblichen Vergissfunktoren der algebraischen Strukturen Grp, Rings, Mod(R) in
die Kategorie der Mengen Set sind monadisch.

Beispiel. Der übliche Vergissfunktor der Kategorie der kompakten Hausdorffräume CptHaus→
Set ist monadisch.

Beispiel. Der übliche Vergissfunktor der Kategorie der topologischen Räume Top → Set ist
nicht monadisch.

Beispiel. Es existiert kein monadischer Funktor von der Kategorie der kleinen Kategorien Cat
nach Set.5

Beispiel. Es existiert ein monadischer Funktor Cat → Grph, wobei Grph die Kategorie der
Graphen bezeichnet. Außerdem existiert ein monadischer Funktor Grph→ Set.6 Monadizität
bleibt also nicht unter Komposition erhalten.

Aufbau

In Abschnitt 1 geben wir Charakterisierungen von Adjunktionen einmal durch die bekannte
natürliche Kollektion von Bijektionen Hom(F X,Y)→ Hom(X,GY) und einmal durch gewisse

5[BW05, 4.7. Corollary, S. 106].
6[BW05, 106-107].



natürliche Transformationen η : id → GF , der so genannten Einheit, und ε : FG → id, der
so genannten Koeinheit. Letztere Charakterisierung wird sich als nützlich herausstellen.

In Abschnitt 2 führen wir das Konzept von Monaden und ihren Algebren ein und geben einige
Beispiele. Wir betrachten das Verhältnis von Monaden und Adjunktionen - jede Adjunktion in-
duziert eine Monade und umgekehrt. Außerdem führen wir den Eilenberg-Moore Vergleichs-
funktor und den Begriff eines monadischen Funktors ein.

In Abschnitt 3 wiederholen wir den Begriff von Differenz(ko)kernen kurz und führen via Funk-
toren aufgespaltene parallele Paare ein.

In Abschnitt 4 formulieren wir den Hauptsatz dieser Arbeit: Den Beckschen Monadizitätssatz.

In Abschnitt 5 wird der Satz bewiesen.

In Abschnitt 6 behandeln wir schließlich Anwendungen und weiterführende Konzepte. Idea-
lerweise wird der Leser im Anschluss an die Lektüre unter anderem davon überzeugt sein,
dass sich die Beschäftigung mit dem Beckschen Monadizitätssatz und den zugehörigen Kon-
zepten lohnt. Einige angesprochene Themen: Die Kategorie kompakter Hausdorffräume ist
ein Prätopos; jede Kategorie D mit einem monadischen Funktor D → C in eine reguläre bzw.
Barr-exakte Kategorie C ist regulär bzw. Barr-exakt; es gibt eine natürliche Weise, topologi-
schen Abstieg auf allgemeineren Kategorien zu definieren.

In Anhang A werden freie Objekte und Kommakategorien diskutiert; letztere sind von Belang
in Abschnitt 6.

Sonstiges: Quellen, Konventionen, Voraussetzungen

In dieser Arbeit folgen wir in erster Linie den Werken von Saunders Mac Lane [ML78] sowie
Michael Barr und Charles Wells [BW05]. Sofern nicht näher angegeben, ist eines dieser beiden
Bücher die Referenz oder es handelt sich um mathematische Folklore.

Diese Arbeit verwendet Fußnoten, folgt aber der Konvention, keine für die Lektüre notwen-
dige Information in Fußnoten unterzubringen; der Leser möge sie also guten Gewissens über-
springen. Fußnoten dienen ausschließlich der platzsparenden Angabe von Quellen und Ver-
weisen, wo es aus verschiedenen Gründen nicht angemessen erschienen wäre, sie im Fließtext
unterzubringen.

Bei der Notation von Kategorien folgen wir Martin Brandenburgs Kategorientheorie [Bra16]
und bezeichnen die Kollektion aller Morphismen einer Kategorie C stets mit HomC — dabei
implizieren wir mit dieser Bezeichnung nicht, dass es sich um Homomorphismen handeln
würde; es ist schlicht die übliche Konvention.

Grundsätzlich setzen wir in dieser Arbeit, neben einem mathematischen Bildungsstand wie
er etwa dem fünften oder sechsten Studiensemester entsprechen dürfte, eine Familiarität mit
grundlegenden Begriffen der Kategorientheorie, insbesondere Adjunktionen, (Ko)Kegel, Dif-



ferenz(ko)kerne und dergleichen voraus, jedoch keine tieferen theoretischen Resultate über
dieselben.
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1. Adjunktionen

1.1. Definition des Begriffs

Definition 1.1.1 (Adjunktion). Seien C und D Kategorien. Eine Adjunktion ist ein Tripel
(F ,G, ϕ) mit den folgenden Eigenschaften:

1. F : C → D und G : D → C sind Funktoren, kurz: C D

F

G

.

2. Mit ϕ ist eine in C ∈ C und D ∈ D natürliche Kollektion von Bijektionen

ϕC,D : HomD (FC,D)→ HomC (C,GD),

gegeben.

Notation: Für eine solche Adjunktion schreiben wir (F ,G, ϕ) : C → D .

Definition 1.1.2. Seien F : C → D und G : D → C Funktoren. Falls eine Adjunktion
(F ,G, ϕ) : C → D existiert, so heißt F zu G linksadjungiert und G zu F rechtsadjungiert
und wir schreiben auch kurz F a G : C → D .

1.2. Einheit und Koeinheit

Jede Adjunktion (F ,G, ϕ) : C → D induziert natürliche Transformationen η : idC → GF

sowie ε : FG → idD , die sich als nützlich herausstellen werden, um Adjunktionen zu charak-
terisieren. Die Konstruktion geschieht wie folgt:

Konstruktion 1.2.1. Für fixiertes C ∈ C können wir D B FC wählen. Damit haben wir nach
Definition von Adjunktionen eine Bijektion

HomD (FC,FC)→ HomC (C,GFC)
idFC 7→ ϕC,FC(idFC) C ηC

Somit erhalten wir für jedes C ∈ C einen Morphismus ηC : C → GFC.

Wählen wir stattdessen ein beliebiges Objekt D ∈ D und setzen C B GD, so erhalten wir:

HomC (GD,GD)→ HomD (FGD,D)

idGD 7→ ϕ−1
GD,D(idGD) C εD.

Proposition 1.2.2. Mit den in Konstruktion 1.2.1 definierten Zuordnungen ηC sowie εD sind
natürliche Transformationen η : idC → GF sowie ε : FG → idD gegeben.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage für η. Die Aussage für ε folgt analog.

Seien C,C′ ∈ C sowie D,D′ ∈ D Objekte. Seien f : C → C′ sowie g : D → D′ Morphis-
men. Natürlichkeit in (C,D) der Bijektionen ϕC,D ist nach [Bra16, Satz 3.4.11] äquivalent zu
Natürlichkeit in beiden Variablen. Die Natürlichkeit von ϕ bedeutet also die Kommutativität
der folgenden Diagramme:

HomD (FC,D) HomC (C,GD) HomD (FC,D) HomC (C,GD)

HomD (FC,D′) HomC (C,GD′) HomD (FC′,D) HomC (C′,GD)

ϕC,D

g∗ (Gg)∗

ϕC,D

ϕC,D′

(F f )∗

ϕC′ ,D

f ∗

Bezeichne das linke Diagramm mit (L), das rechte mit (R).

Um zu zeigen, dass η eine natürliche Transformation ist, müssen wir zeigen, dass für jeden
Morphismus f : X → Y in C das folgende Diagramm kommutiert:

idC (X) X GF (X)

idC (Y) Y GF (Y)

idC ( f )

ηX

f GF f

ηY

Also müssen wir zeigen, dass GF f ◦ ηX = ηY ◦ f ist.

GF ( f ) ◦ ηX = (G(F f ))∗(ηX)
= (G(F f ))∗(ϕX,F X(idF X))
= ϕX,F Y(F ( f ) ◦ idF X) (L) für g B F f , D B F X, D′ B F Y.
= ϕX,F Y(F ( f ))
= ϕX,F Y(idF Y ◦ F ( f ))
= ϕX,F Y ◦ F ( f )∗(idF Y)
= ( f ∗ ◦ ϕY,F Y)(idF Y) (R)
= ηY ◦ f .

�

Definition 1.2.3 (Einheit und Koeinheit). Die Transformation η bezeichnen wir als Einheit,
die Transformation ε als Koeinheit der Adjunktion.

Satz 1.2.4. Seien Funktoren der Form

C D

F

G

2



gegeben.

Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent7:

1. F ist zu G linksadjungiert.

2. Es gibt natürliche Transformationen

η : idC → GF

ε : FG → idD,

sodass die folgenden Diagramme kommutieren:

F ◦ idC FGF idC ◦ G GFG

idD ◦ F G ◦ idD

F ·η

ε·F

η·G

G·ε

Bevor wir zum Beweis kommen, führen wir folgende Terminologie ein:

Definition 1.2.5. Für natürliche Transformationen, für welche die Diagramme aus 2. kommu-
tieren, sagen wir, dass sie die Dreiecksidentitäten für F und G erfüllen.

Wir konnten bereits zeigen, dass eine Adjunktion uns mit Einheit und Koeinheit natürliche
Transformationen wie in 2. liefert. Es ist leicht, zu prüfen, dass diese die gegebenen Diagram-
me erfüllen. Daher würde es für einen Beweis von Satz 1.2.4 genügen, die Umkehrrichtung zu
zeigen. Tatsächlich können wir die Äquivalenzen bedeutend einfacher gleich für beide Rich-
tungen zeigen, indem wir das Yoneda-Lemma benutzen:

Lemma 1.2.6 (Yoneda-Lemma8.). Sei C eine Kategorie und X ∈ C ein Objekt. Sei F : C →
Set ein Funktor. Dann gibt es eine in F und A natürliche Bijektion

Hom(Hom(A,−),F ) � F A,

wobei das erste Hom als Kollektion der natürlichen Transformationen von Hom(A,−) nach F
zu lesen ist.

Beweis. Siehe [Bra16, 108-109]. �

Korollar 1.2.7. Seien A, B Objekte in einer Kategorie C , sodass Hom(A,−) � Hom(B,−).
Dann ist bereits A � B.

Beweisidee. Verwende das Yoneda-Lemma mit F = Hom(B,−). �

Korollar 1.2.8. Sei F a G : C → D eine Adjunktion. Dann erhält F alle existierenden
Kolimits und G erhält alle existierenden Limits.

7Nach der Charakterisierung von Adjunktionen aus [Bra16, 194-196].
8Als Yoneda-Lemma I ist dies Lemma 5.2.5 aus [Bra16, 109]
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Beweis. Der Hom-Funktor als Funktor Hom : C op
× C → Set erhält Limits in beiden Argu-

menten. Limits in C op entsprechen Kolimits in C . Damit folgt:

Hom(A,G(lim(Bi))) � Hom(F A, lim(Bi))
� lim(Hom(F A, Bi))
� lim(Hom(A,G(Bi)))
� Hom(A, lim(G(Bi)))

Wegen Korollar 1.2.7 ist die Aussage damit gezeigt. Man rechne analog für Kolimits. �

Damit sind wir nun gerüstet, Satz 1.2.4 zu beweisen.

Beweis des Satzes 1.2.4. Wir folgen dem Beweis, wie er in [Bra16, 195 f.] zu finden ist und
zeigen zunächst, dass eine Kollektion natürlicher Abbildungen ϕC,D : HomD (FC,D) →
HomC (C,GD) (wie in der Definition von Adjunktionen; nur, dass wir noch nicht verlangen,
dass es sich um Bijektionen handelt!) natürlichen Transformationen η : idC → GF und
ε : FG → idD entspricht: Die Natürlichkeit von ϕ ist äquivalent zur separaten Natürlichkeit
in beiden Variablen. Betrachte also

ϕC,− : HomD (FC,−)→ HomC (C,G−).

Mit dem Yoneda-Lemma für Hom(C,G(−)) und FC erhalten wir die natürliche Bijektion
Hom(Hom(FC,−),Hom(C,G(−))) � Hom(C,GFC). Also entspricht die natürliche Transfor-
mation ϕC,− einem Morphismus ηC : C → GFC.

Sammeln wir alle ηC in der Kollektion η, so ist η : idC → GF wegen der Natürlichkeit
des Yoneda-Isomorphismus genau dann eine natürliche Transformation, wenn die Kollektion
{ϕC,−|C ∈ C } natürlich in C ist.

Letzteres wiederum bedeutet, dass, wenn wir Hom(F (−),−) als Funktor C op
×D → Set be-

trachten, ein Morphismus von Funktoren Hom(F (−),−) → Hom(−,G(−)) also einer solchen
natürlichen Transformation η : idC → GF entspricht. Beachte bei alldem, dass die Entspre-
chung es zulässt, in die andere Richtung zu gehen: Wir können also mit einer natürlichen
Transformation η beginnen und erhalten einen Morphismus von Funktoren Hom(F (−),−) →
Hom(−,G(−)) bis hin zu einer Abbildung HomD (FC,D)→ HomC (C,GD).

Mit dem gleichen Vorgehen können wir statt ϕC,D : HomD (FC,D) → HomC (C,GD) Abbil-
dungen ψC,D : HomC (C,GD) → HomD (FC,D) betrachten. Folgen wir ganz analog dem vor-
angegangenen Argument, so entspricht dann ein Morphismus von Funktoren Hom(−,G(−))→
Hom(F (−),−) einer natürlichen Transformation ε : FG → idD .

Damit ist der erste Schritt abgeschlossen. Nun ist zu zeigen, dass die beiden Dreiecksiden-
titäten für η und ε genau der Bedingung entsprechen, dass es sich bei ϕ nicht nur um eine
beliebige natürliche Kollektion, sondern sogar um Bijektionen handelt.

Die Abbildungen ϕC,D und ψC,D erfüllen ψC,D ◦ ϕC,D = id für alle C und D wegen der Na-
türlichkeit genau dann, wenn die Komposition der zugehörigen Morphismen von Funktoren
Hom(F (−),−)→ Hom(F (−),−) die Identität ist:

4



Hom(F (−),−) Hom(F (−),−)

Hom(−,G(−))

id

Nach dem Yoneda-Lemma entspricht der Morphismus HomD (F (−),−) → HomD (F (−),−)
gerade einem Morphismus F → F und ersterer ist die Identität genau dann, wenn es letz-
terer ist. Aber nach Konstruktion ist F → F gerade (εF ) ◦ (F η). Damit haben wir unsere
Entsprechung der ersten Dreiecksidentität, die zweite folgt analog für die umgekehrte Kom-
position. �
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2. Monaden und Monadische Funktoren

2.1. Monaden

Definition 2.1.1 (Monade). Sei C eine Kategorie. Eine Monade T der Kategorie C ist ein Tri-
pel (T , η, µ) bestehend aus einem Endofunktor T : C → C und natürlichen Transformationen
η : idC → T sowie µ : T 2 → T , sodass die folgenden Diagramme kommutieren.

T 3 T 2 T T 2 T

T 2 T T

µT

Tµ µ

ηT

idT
µ

T η

idT

µ

Notation: Die natürlichen Transformationen µT ,Tµ : T 3 → T 2 sind die üblichen Kom-
positionen von Funktoren und natürlichen Transformationen. Das heißt: Für alle X ∈ C ist
(µT )X = µT (X) und es ist (Tµ)X = T (µX). Für längere Ausdrücke schreiben wir der besseren
Lesbarkeit halber wie üblich auch T · µ oder µ · T .

Definition 2.1.2. Die obigen Diagramme bezeichnen wir als Monadendiagramme. Das linke
Diagramm wird als Assoziativitätsquadrat bezeichnet; die beiden Dreiecke des rechten nennen
wir Einheitsdreiecke.

Die Monadendiagramme verallgemeinern eine uns bekannte Struktur, wie die folgende Kon-
struktion zeigt:

Konstruktion 2.1.3 (Monade eines Monoids). Man betrachte ein Monoid M = (M, ·, 1M).
Definiere den Endofunktor T via

T : Set→ Set
X 7→ M × X
f 7→ idM × f .

Dann definiere die folgenden natürlichen Transformationen η und µ:

η : idM → T , µ : T 2 → T

ηX : X → M × X µX : M × (M × X)→ M × X
x 7→ (1M, x) (m, (n, x)) 7→ (m · n, x)

Proposition-Definition 2.1.4. Das Tripel (T , η, µ) ist eine Monade, genannt Monade des Mo-
noids M oder auch zu M assoziierte Monade.

Beweis. Sei X eine Menge. Die zu zeigende Behauptung bedeutet gerade die Kommutativität
der folgenden Diagramme:

6



(a, b, c, x) (a · b, c, x)

M × M × M × X M × M × X

M × M × X M × X ((a · b) · c, x)

(a, b · c, x) (a · (b · c), x)

M × X M × M × X M × X (m, x) (1M,m, x) (m′, 1M, x′) (m′, x′)

M × X (1M · m, x) (m′ · 1M, x′)
!
=

!
=

Aber hierbei handelt es sich genau um die Gesetze von Assoziativität und Einheit von Monoi-
den: Für alle a, b, c ∈ M gelten nämlich gerade die Gleichungen

((a · b) · c) = (a · (b · c))
1m · a = a · 1m = a.

Also kommutieren die Diagramme wie gewünscht. �

Bemerkung 2.1.5. Der Beweis zeigt insbesondere, dass die Bedingung der Kommutativität
von Assoziativitätsquadrat und Einheitsdreiecken für diese Monade zu den Assoziativitäts-
und Einheitsgesetzen von Monoiden äquivalent ist.

2.2. T -Algebren

Motivation 2.2.1. Betrachte erneut die Monade (T , η, µ) eines Monoids M wie in Beispiel
2.1.3. Da wir mit einem Monoid M arbeiten und für beliebige Mengen X gerade TX = M × X
ist, liegt es nahe, Monoidoperationen M × X → X auf X zu betrachten und zu überlegen, ob
wir diese auf Monaden verallgemeinern können: Da eine Monoidoperation gerade ein Mor-
phismus M × X → X mit gewissen Eigenschaften ist, liegt es anschließend nahe, allgemeiner
von natürlichen Transformationen T → id zu sprechen. Welche Eigenschaften sollten wir
fordern?

Um die Frage zu beantworten, betrachte also eine Monoidoperation des Monoids M auf einer
fixierten Menge X. Wie bekannt ist, handelt es sich dabei schlicht um eine Abbildung σX :
M × X → X, sodass für alle a, b ∈ M und x ∈ X die Gleichungen

1. σX(ab, x) = σX(a, σX(b, x))

2. σX(1, x) = x

gelten.

Das ist äquivalent zu der Forderung, dass die folgenden Diagramme kommutieren:
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M × M × X M × X (a, b, x) (a, σX(b, x))

M × X X (ab, x) σX(ab, x) !
= σX(a, σX(b, x))

X M × X x (1, x)

X x !
= σX(1, x)

TσX

µX σX

σX

ηX

idX

σX

Wenn wir nun statt M×X wieder TX schreiben sowie statt von einer Abbildung σX : M×X →
X von einem Morphismus TX → X sprechen, können wir die Kommutativität für allgemeine
Monaden fordern. Damit erhalten wir genau den folgenden Begriff einer T -Algebra:

Definition 2.2.2 (T -Algebra). Sei C eine Kategorie und T = (T , η, µ) eine Monade in C . Eine
T-Algebra ist ein Paar (A, a), bestehend aus einem Objekt A ∈ C sowie einem Morphismus
a : TA→ A aus C , sodass die folgenden Diagramme kommutieren:

A TA T 2A TA

A TA A

ηA

idA a

Ta

µA a

a

Definition 2.2.3. Das linke Diagramm bezeichnen wir als Algebrendreieck, das rechte als
Algebrenquadrat. Beide zusammen bezeichnen wir als Algebrendiagramme.

Definition 2.2.4 (Strukturmorphismus). Wir bezeichnen den Morphismus a wie oben als
Strukturmorphismus der T -Algebra (A, a).

Für gegebene T -Algebren (A, a) und (B, b) gibt es eine natürliche Weise, Morphismen zu
definieren.

Definition 2.2.5 (Morphismus von T -Algebren). Ein Morphismus f : (A, a) → (B, b) ist ein
Morphismus f : A→ B in C , sodass das Diagramm

TA A

T B B

a

T f f

b

kommutiert. Komposition von Morphismen von T -Algebren wird durch Komposition in C
induziert.

Definition 2.2.6 (Eilenberg-Moore Kategorie der T -Algebren). Die Eilenberg-Moore Kate-
gorie der T-Algebren C T ist die Kategorie, die genau aus T -Algebren als Objekten und Mor-
phismen von T -Algebren als Morphismen besteht.

Beispiel 2.2.7. Betrachte die Monade T = (T , η, µ) eines Monoids M. Dann ist eine T -
Algebra ein Paar der Form (X, σ) mit X einer Menge und σ : M × X → X einer Monoid-
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operation von M auf X. Es bleibt noch zu betrachten, ob sich Morphismen von T -Algebren so
verhalten, wie wir es erwarten würden. Und in der Tat: Ein Morphismus f : (X, σ) → (Y, ρ)
besteht aus einem Morphismus f : X → Y , also einer Mengenabbildung mit

M × X X (m, x) σ(m, x)

M × Y Y (m, f x) ρ(m, f x) f (σ(m, x)).

σ

idM× f f

ρ

Also haben wir die erwartete Forderung ρ(m, f x) = f (σ(m, x)).

Beispiel 2.2.8 (R-Linksmoduln). Sei R ein Ring mit zugrundeliegender Menge R. Dann defi-
nieren wir einen Endofunktor T der Kategorie AbGrp der additiv geschriebenen abelschen
Gruppen wie folgt, wobei alle Tensorprodukte solche über Z sind:

T : AbGrp→ AbGrp
A 7→ R ⊗ A

(A
f
−→ B) 7→ (R ⊗ A

id⊗ f
−−−→ R ⊗ B)

µ : T 2 → T

µA : R ⊗ R ⊗ A→ R ⊗ A
r ⊗ s ⊗ a 7→ (rs ⊗ a)

η : idAbGrp → T

ηA : A→ R ⊗ A
a 7→ 1 ⊗ a

Man prüfe, dass dies in der Tat erneut eine Monade T = (T , η, µ) definiert.

Worum handelt es sich bei den T -Algebren dieser Monade?

Sei (A, h) eine T -Algebra mit einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe A und einem
Morphismus h : R ⊗ A → A in AbGrp , also einem Gruppenhomomorphismus abelscher
Gruppen. Betrachten wir erneut die definierenden kommutativen Diagramme für T -Algebren
und führen wir eine Diagrammjagd (rechte Spalte) durch, so erhalten wir:

R ⊗ R ⊗ A R ⊗ A r ⊗ s ⊗ a r ⊗ h(s ⊗ a)

R ⊗ A A rs ⊗ a h(rs ⊗ a) = h(r ⊗ h(s ⊗ a))

µA

idR⊗hA

h

h

Aufgrund der Bilinearität des Tensorprodukts erhalten wir außerdem h(r+ s⊗a) = h(r⊗a+ s⊗
a) = h(r⊗a) + h(s⊗a) sowie h(r⊗ (m + n)) = h(r⊗m + r⊗n) = h(r⊗m) + h(s⊗n). Das zweite
kommutative Diagramm garantiert, dass h(1, a) = a ist, also, wenn wir h als Multiplikation
schreiben, dass 1 · a = a ist.

9



A R ⊗ A x (1, x)

X x = h(1, x)
=

Damit ist gezeigt, dass es sich bei T -Algebren (A, h) genau um R-Linksmoduln A zusammen
mit der durch die Abbildung h gegebenen Skalarmultiplikation handelt.

2.3. Das Verhältnis von Adjunktionen und Monaden

Proposition 2.3.1 (Adjunktionen induzieren Monaden9). Sei F a G : C → D eine Adjunkti-
on. Seien η : idC → GF die Einheit bzw. ε : FG → idD die Koeinheit der Adjunktion.

Dann ist T B (T , η, µ) mit T B GF und µ B GεF eine Monade.

Beweis. Offensichtlich haben wir einen Endofunktor T : C → C sowie natürliche Transfor-
mationen η, µ wie verlangt. Wir müssen die Kommutativität von Assoziativitätsquadrat und
Einheitsdreiecken nachweisen.

Das Assoziativitätsquadrat sieht wie folgt aus:

GFGFGF GFGF

GFGF GF

G·ε·F GF

GF ·G·ε·F

G·εF

G·εF

Dieses Diagramm wirkt komplex. Bezeichnen wir es mit D. Wir vereinfachen unsere Aufgabe.
Betrachte das folgende Diagramm E:

FGFG FG

FG idD

ε·F G

FG·ε

ε

ε

Wenn wir zeigen können, dass dieses Diagramm kommutiert, so kommutiert es auf jedem Ob-
jekt X ∈ C . Insbesondere kommutiert es also für F X. Wenden wir dann auf jedes Objekt und
jeden Morphismus den Funktor G an, so bleibt unser Diagramm kommutativ. Aber das dabei
entstehende Diagramm ist genau D. Also genügt es für unseren Beweis, die Kommutativität
von E zu zeigen.

Diese folgt daraus, dass ε eine natürliche Transformation ist. Setze nämlich T ′ B FG. Dann
kommutiert für jeden Morphismus f : A→ B aus C das linke der folgenden Diagramme:

9[ML78, 138].
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T ′A T ′B (T ′)2X T ′X

A B T ′X X

εA

T ′ f

εB

T ′(εX)

εT′X εX

f εX

Beachte, dass das rechte Diagramm mit dem Diagramm E identisch ist und gleichzeitig ein-
fach eine Auswertung des linken Diagramms für A B T ′X, B B X sowie f B εX darstellt und
somit kommutiert. Damit kommutiert E. Die Kommutativität der Einheitsdreiecke zeigt man
ebenfalls direkt. �

Definition 2.3.2. Die in Prop 2.3.1 definierte Monade bezeichnen wir als von der Adjunktion
F a G induziert.

Satz 2.3.3 (Monaden sind stets durch Adjunktionen induziert10.). Sei T = (T , η, µ) eine Mo-
nade der Kategorie C . Dann gibt es eine Kategorie D sowie eine Adjunktion F a G : C → D ,
sodass T = GF ist und die natürlichen Transformationen η : id → GF bzw. µ die Einheit
bzw. Koeinheit der Adjunktion sind.

Für den Beweis benötigen wir die folgenden beiden Lemmata, die auch von unabhängigem
Interesse sind:

Lemma 2.3.4. Sei T = (T , η, µ) eine Monade von C . Die folgenden Zuordnungen geben
wohldefinierte Funktoren:

GT : C T C F T : C C T

(A, a) A A (TA, µA)

(B, b) B B (T B, µB)

f f f T f

Außerdem definiere ηT : idC → T = GTF T via ηT B η und εT : F TGT → idC T via εT
(A,a) B a.

Dann ist (F T ,GT , ηT , εT ) eine Adjunktion.

Bemerkung 2.3.5. Da es sich bei Elementen (A, a) von C T um mit einer Zusatzstruktur ver-
sehene Elemente A von C handelt und auch Morphismen einfach solche aus C mit gewissen
Zusatzbedingungen sind, handelt es sich beim Funktor GT einfach um den kanonischen Ver-
gissfunktor.

Der Funktor F T schickt Objekte A auf die zugehörige freie T-Algebra (TA, µA). Dass diese
Bezeichnung sinnhaft ist, ist eine Konsequenz des Lemmas, denn es handelt sich bei F T um
den zum Vergissfunktor GT linksadjungierten Funktor, womit also F T A gerade der Definition
eines freien C T -Objekts (siehe auch Anhang A) von A in Bezug auf GT entspricht.

10Für den Satz und die beiden folgenden Lemmata vergleiche [ML78, 140 f.]
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Beweis des Lemmas. Die Wohldefiniertheit der Funktoren ist klar. Es bleibt zu zeigen, dass
F T zu GT linksadjungiert ist und ηT bzw. εT die Einheit bzw. Koeinheit der Adjunktion sind.
Nach Satz 1.2.4 genügt es, zu zeigen, dass ηT und εT die Dreiecksidentitäten des Satzes erfül-
lende natürliche Transformationen sind. Also verfahren wir der Reihe nach:

1. Nach Definition gilt ηT = η. Außerdem ist GTF T = T , wie man zum Beispiel an
folgendem Diagramm abliest:

C C T C

A (TA, µA) TA

B (T B, µB) T B

F T GT

f T f T f

Da η : idC → T eine natürliche Transformation ist, ist es auch ηT .

2. Die Wohldefiniertheit von εT folgt daraus, dass a : T A → A in C liegt und mit µA

kompatibel ist.

3. Die erste Dreiecksidentität. Wir müssen zeigen, dass das folgende Diagramm für alle
C ∈ C kommutiert:

F TC F TGTF TC

F TC
id
F T C

(F T ·ηT )C

(εT ·F T )C

Verwenden wir schlicht die Definition der beteiligten Funktoren und natürlichen Trans-
formationen: Es ist F TC = (C, µC). Weiters sind

(F T · ηT )C = F T (ηT
C) = F T (ηC) = T ηC,

(εT · F T )C = εT
F T C = εT

(TC,µC) = µC.

Damit haben wir (εT · F T )C ◦ (F T · ηT )C = µC ◦ T ηC = idC, wobei wir für die letzte
Gleichung eines der beiden Einheitsdreiecke für Monaden benutzen.

4. Die zweite Dreiecksidentität prüft man analog. �

Definition 2.3.6. Die in Lemma 2.3.4 definierte Adjunktion bezeichnen wir als von T indu-
ziert.

Lemma 2.3.7. Sei (F T ,GT , ηT , εT ) die von der Monade T induzierte Adjunktion. Die von
dieser Adjunktion induzierte Monade ist gerade T .

Beweis. Direktes Nachrechnen. �

Der Beweis des Satzes 2.3.3 ergibt sich als sofortige Konsequenz der beiden Lemmata. �
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Bemerkung 2.3.8. Die obige Konstruktion gibt uns eine Charakterisierung jeder Monade T ,
für die wir nur die Monade selbst und die Kategorie ihrer T -Algebren benötigen. Also wird
jede Monade durch ihre Algebren festgelegt.

2.4. Der Eilenberg-Moore-Vergleichsfunktor

Sei (F ,G, η, ε) : C → D eine Adjunktion. Sei (T, η, µ) die induzierte Monade. Seien F T ,GT

wie zuvor.

Definition 2.4.1 (Eilenberg-Moore-Vergleichsfunktor). Der (assoziierte) Eilenberg-Moore Ver-
gleichsfunktor oder kurz Vergleichsfunktor ist der Funktor

Φ : D → C T

D→ (GD, (G · ε)D)
f → G f .

Proposition 2.4.2. Der Eilenberg-Moore Vergleichsfunktor ist der eindeutige durch die fol-
genden Beziehungen charakterisierte Funktor Φ : D → C T :

1. GT ◦ Φ = G,

2. Φ ◦ F = F T .

Das heißt, die folgenden Diagramme kommutieren:

D D C T

C C T C

G Φ

Φ

GT

F F T

Beweis. Dass der Eilenberg-Moore Vergleichsfunktor die Diagramme kommutativ werden
lässt, rechnet man direkt mit den zugehörigen Definitionen nach. Es bleibt die Eindeutigkeit
zu zeigen. Sei Φ′ : D → C T ein weiterer solcher Funktor.

Sei D ∈ D . Dann ist Φ′(D) = (AD, aD) für ein gewisses Objekt AD ∈ C und einen Morphismus
aD : TAD → AD. Aber wegen der ersten Gleichung ist GT (Φ′(D)) = G(D) und also ist
AD = GD. Der Funktor Φ′ schickt Morphismen f : D → D′ in D auf Morphismen von
T -Algebren Φ′( f ) : (GD, aD)→ (GD′, bD).

Also folgt, dass a : TG → G mit den Auswertungen aD : TGD → GD eine natürliche
Transformation ist. Wegen Φ′F = F T ist für jedes C ∈ C somit aD(F (C)) = µD.

Nun ist außerdem µ = GεF . Also haben wir a ◦ TGε = Gε ◦ aFG = F ε ◦ µG. Wenden wir
das auf T ηG an, so erhalten wir a ◦ TGεT ηG = Gε ◦ µG und also Gε = a. Damit ist Φ = Φ′

wie gewünscht. �
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Definition 2.4.3 (Monadischer Funktor). Ein Funktor G : D → C heißt monadisch, wenn ein
zu G linksadjungierter Funktor F : C → D existiert, sodass der assoziierte Vergleichsfunktor
Φ : D → C T eine Kategorienäquivalenz ist.

Bemerkung 2.4.4. Ein monadischer Funktor G : D → C ist also nach dem obigen Diagramm
bis auf Äquivalenz ein Vergissfunktor C T

→ C .

2.5. Einige abschließende Beispiele

Um ein Gespür für Monaden und ihre Algebren zu bekommen, geben wir hier nun noch ohne
Beweise einige Beispiele:

Beispiel 2.5.1 (Potenzmengen und vollständige Halb-Verbände11). Der Potenzmengenfunktor
ist der Funktor P : S → S , der eine Menge X auf ihre Potenzmenge schickt und einer
Abbildung f : X → Y die Abbildung PX → PY , S 7→ f (S ) zuordnet. Definiere η : id → P
via ηX : X → PX, x 7→ {x}. Weiters definiere µ : P2 → P via µX : P2X → PX, sodass eine
Menge von Teilmengen auf deren Vereinigung geschickt wird: T 7→

⋃
S∈T

S .

Dann ist das Tripel (P, η, µ) eine Monade, die so genannte Manes-Monade. Um die Algebren
dieser Monade beschreiben zu können, benötigen wir den folgenden Begriff:

Ein vollständiger Halb-Verband ist eine Halbordnung V , in der jede Teilmenge ein Supremum
besitzt. Die Algebren der Manes-Monade sind gerade die vollständigen Halbverbände:

Jede P-Algebra (X, h) ist ein vollständiger Halb-Verband wie folgt: Wir setzen x ≤ y, wenn
h({x, y}) = y und für jede Teilmenge S ⊂ X : sup(S ) = h(S ) ist. Umgekehrt ist jeder vollstän-
dige Halb-Verband V auf diese Weise eine P-Algebra: Man setze h(S ) B sup(S ).

Beispiel 2.5.2 (Freie Halbgruppen12). Sei HlbGrp die Kategorie der kleinen Halbgruppen.
Mit dem Vergissfunktor G : HlbGrp → Set und dem Funktor F : Set → HlbGrp, der
einer Menge X die freie Halbgruppe auf X mit der üblichen Grundmenge zuordnet, ist eine
Adjunktion F a G : Set → HlbGrp gegeben. Die zu dieser Adjunktion assoziierte Monade
W bezeichnen wir als Wortmonade.

Eine W-Algebra ist ein Paar (X, h) bestehend aus einer Menge X und einer Mengenabbildung
h : GF X → X mit gewissen Eigenschaften. Bei GF X handelt es sich um die zugrunde-
liegende Menge der freien durch X erzeugten Halbgruppe, also um die Menge aller Wörter
(x1, . . . , xn) mit Buchstaben xi ∈ X sowie n ∈ N, wobei 0 keine natürliche Zahl ist. Also
ist GF X =

∐
n∈N Xn. Eine Mengenabbildung h : GF X → X entspricht also einer Folge

(ν1, ν2, . . .) aus Abbildungen νi : Xi → X. Die Algebrendiagramme entsprechen dabei gerade

11Aufgabe 1 aus [ML78, 142].
12Siehe [ML78, 144-146].
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der Bedingung, dass ν1 = 1 und für alle k

νk

 k∏
i=1

νni

 = ν∑k
i=1 ni

ist. Morphismen sind gerade Mengenabbildungen, die mit jedem der νn kommutieren.

Der Vergleichsfunktor HlbGrp → SetW schickt Halbgruppen (X, ν) auf (X, (νn)n), sodass
ν1 = ν ist und die folgenden νn einfach Iterierungen von ν sind, das heißt νn : Xn →

X, (x1, . . . , xn) 7→ ν(xn, νn−1(x1, . . . , xn−1).

Beispiel 2.5.3 (Giry-Monade13). Sei X ein polnischer Raum, d.h. ein vollständig metrisierba-
rer, separabler topologischer Raum. Sei P(X) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße auf den
Borelmengen von X. Versieh P(X) mit der schwachen Topologie, nämlich der Initialtopologie
von

{
τ 7→

∫
X

f dτ | f : X → R stetig und beschränkt
}
. Dann ist P(X) mit dieser Topologie ein

polnischer Raum.

Auf der Kategorie der polnischen Räume Pol lässt sich wie folgt ein Endofunktor P : Pol→
Pol definieren: Sei f : X → Y ein Morphismus aus Pol. Definiere P( f ) : P(X) → P(Y) via
P( f )(τ)(B) B τ( f −1(B)) für beliebige Elemente τ ∈ Pol und B eine Borelmenge von Y .

Mit den Zuordnungen ηX : X → P(X), x 7→ δx, wobei wir mit δx das Dirac-Maß bezeichnen,
sowie µX : (P2(X)) → P(X) via µX(M)(A) B

∫
P(X)

τ(A)M(dτ) sind natürlichen Transformatio-
nen η : id → P sowie µ : P2 → P gegeben.

Das Tripel (P, η, µ) ist eine Monade, die so genannte Giry-Monade. Um die Algebren die-
ser Monade, die so genannten Giry-Algebren, verstehen zu können, bedarf es der folgenden
Konzepte:

Sei Y ein topologischer Raum, (X, h) eine Giry-Algebra und F : X → P(Y) \ {∅} eine Abbil-
dung, sodass für alle kompakten Teilmengen W von Y die Menge {x ∈ X | F(x) ∩ W , ∅}
kompakt ist. Dann heißt F k-oberhalbstetig.

Weiters heißt eine Äquivalenzrelation R auf P(X) konvex, falls für alle (a, b) und (a′, b′) ∈ R
und für jede Konstante 0 ≤ c ≤ 1 gilt: ([ca + (1 − c)a′], [cb + (1 − c)b′]) ∈ R. Eine Partition
von P(X) heißt konvex, falls die durch sie auf P(X) definierte Äquivalenzrelation konvex ist.

Bei den Algebren (X, h) der Giry-Monade handelt es sich genau um die konvexen k-oberhalbstetige
Partitionen {G(x) | x ∈ X} in geschlossene Teilmengen von P(X), sodass für alle x ∈ X
δx ∈ G(x) ist. Diese Behauptung ist Proposition 3 aus [Dob04, 4 ff.]. Eine Diskussion von
k-Oberhalbstetigkeit sowie der Beweis der Behauptung finden sich ebenfalls dort.

Beispiel 2.5.4 (Ultrafilter14). Definiere den Endofunktor T : Set → Set wie folgt: Für jede
Menge X sei TX die Menge der Ultrafilter auf X. Für jedes f : X → Y und jedes F ∈ TX
setze T ( f )(F) B {B ⊂ Y | f −1[B] ∈ F}.

13Siehe [Dob04].
14[Bö87].
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Es gibt eindeutige natürliche Transformationen η : idSet → T sowie µ : T 2 → T und (T , η, µ)
ist eine Monade.15

Die Eilenberg-Moore Kategorie der T -Algebren ist gerade die Kategorie CptHaus der kom-
pakten Hausdorffräume mit dem üblichen Vergissfunktor nach Set.16

15[Bö87, 38, Korollar 2.3].
16[vBC+17, Abschnitt 3, zuletzt abgerufen am 06.07.2017].
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3. Gespaltene Differenzkokerne

3.1. Vorbemerkung

Grundsätzlich setzen wir eine Familiarität mit den Konzepten von Limit, Kolimit, Produkten,
Koprodukten und dergleichen voraus. Dieser Abschnitt dient in erster Linie der Einführung
gespaltener Differenzkokernpaare, die wir für den Beckschen Monadizitätssatz benötigen. Wir
wiederholen zunächst einige grundlegende Konzepte:

3.2. Parallele Paare und Differenzkokerne

Definition 3.2.1 (paralleles Paar17). In einer Kategorie C sei ein Diagramm der folgenden
Form gegeben:

X Y
f

g

Dann bezeichnen wir das Paar ( f , g) als paralleles Paar von X nach Y . Mitunter bezeichnen
wir, wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, auch das gesamte Diagramm als paralleles
Paar.

Definition 3.2.2 (reflexives Paar). Ein paralleles Paar ( f , g) heißt reflexiv, falls es einen Pfeil
i : Y → X gibt, sodass f ◦ i = g ◦ i = id ist.

Definition 3.2.3 (Differenzkern18). Ein Differenzkern (E, eq) eines parallelen Paares ( f , g) von
X nach Y ist ein Limit des zugehörigen Diagramms; besteht also aus einem Objekt E ∈ C und
einem Pfeil eq : E → X, sodass f ◦ eq = g ◦ eq ist und die folgende universelle Eigenschaft
gilt. Für jedes andere Paar (N, n) mit n : N → X und f ◦ n = g ◦ n haben wir Kommutativität
des folgenden Diagramms:

E X Y

N

eq f

g
∃! n

Bemerkung 3.2.4. Da ein Limit nichts anderes als ein finaler Kegel ist, benötigen wir ei-
gentlich noch einen Pfeil E → Y , der das Diagramm kommutativ macht, aber dieser ist dann
automatisch eindeutig durch Komposition von f bzw. g mit eq gegeben und liefert damit keine
zusätzliche Information.

Definition 3.2.5 (Differenzkokern19). Ein Differenzkokern (D, d) ist ein Kolimit eines paral-
lelen Paares ( f , g). Hierbei ist D ∈ C das Objekt und d : Y → D der Pfeil in C , die zu dem

17Siehe [BW12, 266].
18Für eine Definition und einen kurzen Überblick siehe [BW12, 266-267] und [BW05, 34-35].
19Zum Beispiel siehe [BW12, 277-278].
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gewählten Colimit gehören. Das heißt, wir haben Kommutativität des folgenden Diagramms
für jedes andere Paar (N, n) mit n ◦ f = n ◦ g:

X Y D

N

f

g

d

n ∃!

Die obige Bemerkung gilt dual übersetzt auch hier für die Angabe eines Morphismus X → D.

3.3. Spaltende und gespaltene Differenzkokernpaare

Definition 3.3.1 (gespaltene und spaltende Differenzkokerne). Ein (auf)gespaltener Differenz-
kokern eines parallelen Paares ( f , g) : X → Y ist eine Kollektion (D, d; s, t) von Objekten
D ∈ C und Pfeilen s, t, d, gegeben durch folgendes Diagramm:

X Y D

f

g
t

d

s

Zusätzlich fordern wir

1. f ◦ t = id.

2. g ◦ t = s ◦ d.

3. d ◦ s = id.

4. d ◦ f = d ◦ g.

Ist ein Kokegel (D, d) von ( f , g) gegeben, sodass Morphismen s, t existieren, sodass (D, d; s, t)
ein gespaltener Differenzkokern ist, so bezeichnen wir (D, d) als spaltenden Differenzkokern.

Existiert für ein paralleles Paar ( f , g) : X → Y ein gespaltener Differenzkokern, so bezeichnen
wir ( f , g) als gespaltenes Paar (oder, um dem üblichen englischen Ausdruck „split coequalizer
pair“ zu entsprechen: Paar mit gespaltenem Differenzkokern).

Bemerkung 3.3.2. Mitunter wird in der Literatur zwischen spaltenden und gespaltenen Dif-
ferenzkokernen nicht unterschieden und es ist aus dem Kontext zu schließen, welcher Begriff
gemeint ist. Wenn Verwechslungen nicht zu erwarten sind, folgen wir dieser Konvention.

Die Bezeichnung der Struktur aus Definition 3.3.1 als „Differenzkokern“ wirkt auf den ersten
Blick unpassend, da a priori nicht garantiert ist, dass es sich tatsächlich um einen Differenz-
kokern handelt. Doch dies ist der Fall, wie die folgende Proposition zeigt:

Proposition 3.3.3 (spaltende Differenzkokerne sind Differenzkokerne). Sei (D, d; s, t) wie zu-
vor ein gespaltener Differenzkokern von ( f , g). Dann ist (D, d) ein Differenzkokern des paral-
lelen Paares ( f , g) von X nach Y .
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Beweis. Sei (E, e) ein weiterer Kokegel von ( f , g). Wir müssen zeigen, dass es genau ein
h : D→ E gibt, sodass h ◦ d = e.

Existenz: Setze h = e ◦ s. Dann ist wegen der zweiten Bedingung der Definition also h ◦ d =

e ◦ g ◦ t. Da (E, e) ein Kokegel ist, ist e ◦ g = e ◦ f und also e ◦ g ◦ t = e ◦ f ◦ t = e ◦ id = e.

Eindeutigkeit: Sei h : D→ E wie verlangt. Dann ist h = h ◦ id = h ◦ d ◦ s = e ◦ s. �

Definition 3.3.4 (F -gespaltenes Paar). Sei ( f , g) ein paralleles Paar von X nach Y in der Ka-
tegorie C . Sei zusätzlich F : C → D ein Funktor. Dann heißt ( f , g) ein F -gespaltenes Paar,
falls es in D einen gespaltenen Differenzkokern (D, d; s, t) von (F f ,F g) gibt.

Bemerkung 3.3.5 (Konkretisierung). Das heißt, wir erhalten ein Diagramm der Form

F X F Y D.

F f

F g

t

d

s

Für dieses gilt es dann, die Bedingungen der Definition eines gespaltenen Differenzkokerns
zu prüfen.

Bemerkung 3.3.6. Ein gespaltenes Paar ist somit gerade ein id-gespaltenes Paar.

Definition 3.3.7. Sei (Z, z) ein Differenzkokern eines parallelen Paares ( f , g). Wenn (F Z,F z)
ein Differenzkokern des Diagramms

F X F Y
F f

F g

ist, so sagen wir, dass der Funktor F den Differenzkokern (Z, z) von ( f , g) erhält.
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4. Der Becksche Monadizitätssatz

Definition 4.1.1. Ein Funktor G : D → C reflektiert Isomorphismen, falls für jeden Morphis-
mus f aus D gilt: Ist G f ein Isomorphismus, so ist bereits f ein Isomorphismus. Ein solcher
Funktor heißt auch konservativ.

Satz 4.1.2 (Beck). Ein Funktor G : D → C ist monadisch genau dann, wenn alle der folgen-
den Bedingungen erfüllt sind:

1. Es existiert ein zu G linksadjungierter Funktor.

2. Der Funktor G reflektiert Isomorphismen.

3. Die Kategorie D besitzt Differenzkokerne von G-gespaltenen Paaren und G erhält diese.

Definition 4.1.3 (Beck-Bedingungen). Die drei Bedingungen des vorangegangenen Satzes
bezeichnen wir als Beck-Bedingungen.

Bemerkung 4.1.4. Nach [BW05, 100, Theorem 3.14] kann man die dritte Bedingung sogar
noch abschwächen: Es genügt, sie für reflexive G-gespaltene Paare zu prüfen.
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5. Beweis des Satzes

5.1. Monadizität impliziert Beck-Bedingungen

Die erste Beck-Bedingung ist eine direkte Konsequenz der Definition eines monadischen
Funktors.

Wir kommen zur zweiten Beck-Bedingung:

Proposition 5.1.1. Sei G : D → C ein monadischer Funktor. Dann reflektiert G Isomorphis-
men.

Beweis. Sei f : D→ D′ ein Morphismus in D , sodass G( f ) ein Isomorphismus ist. Zu zeigen
ist, dass f selbst bereits ein Isomorphismus sein muss. Aber da G( f ) = GT ◦ Φ ist, ist dies
äquivalent dazu, zu zeigen, dass GT (Φ( f )) ein Isomorphismus ist. Der Vergleichsfunktor Φ ist
eine Kategorienäquivalenz, also reflektiert er insbesondere Morphismen. Somit genügt es, zu
zeigen, dass GT Isomorphismen reflektiert, um die Proposition zu beweisen. Letzteres ist aber
eine direkte Konsequenz der Konstruktion von GT . �

Damit erhalten wir die zweite Beck-Bedingung. Es fehlt allein die dritte.

Proposition 5.1.2. Sei G : D → C monadisch und sei

X Y
f

g

ein G-gespaltenes Paar. Dann gibt es einen Differenzkokern (D, d) von ( f , g) in D mit d : Y →
D, sodass (Gd,GD) mit Gd : GY → GD ein in C liegender Differenzkokern des Diagramms

GX GY
G f

Gg

ist.20

Beweis. Siehe [BW05, 95-97]. �

5.2. Beck-Bedingungen implizieren Monadizität

Es gibt eine Reihe verschiedener Möglichkeiten, die Rückrichtung zu beweisen. Wir folgen
dem Beweis aus [Ber11, 7-11]. Der Beweisweg ist dabei dem der ursprünglichen Veröffentli-
chung von [Bec03, 8-11] sehr ähnlich.

20Dies ist Proposition 3.5 aus [BW05, 94].
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Lemma 5.2.1. Sei (F ,G) : D → C eine Adjunktion. Seien weiter η die Einheit und ε die
Koeinheit der Adjunktion. Sei T = (T , η, µ) mit µ = GεF und T = GF die durch die
Adjunktion induzierte Monade.

Die Kategorie D enthalte Differenzkokerne vonG-gespaltenen Paaren. Dann besitzt der Eilenberg-
Moore Vergleichsfunktor Φ einen Linksadjungierten.

Beweis. Wir müssen einen Funktor Ψ : C T
→ D konstruieren, der zu Φ : D → C T linksad-

jungiert ist. Dazu müssen wir Ψ zuerst auf Objekten definieren.

Sei also (A, a) ∈ C T mit a : GF A → A wie üblich. Dann ist F a : FGF A → F A ein Pfeil in
D .

Wir haben außerdem eine natürliche Transformation ε : FG → idD. Somit haben wir auch
hier einen Pfeil εF A : FGF A→ F A. Damit erhalten wir ein paralleles Paar

FGFA F A.
ε·FA

F a

Behauptung. Das parallele Paar (ε · FA,F a) ist ein G-gespaltenes Paar.

Beweis der Behauptung. Nach Anwendung von G wollen wir ein Diagramm der folgenden
Form erhalten:

GFGF A GF A D

GεF A

GF a

t

d

s

Die offensichtlichen Wahlen wären d = a und s = ηA sowie t = ηGF A. Und in der Tat: Diese
Wahl funktioniert. Wir prüfen die notwendigen Eigenschaften.

1. Nach den Einheitsdreiecken für Monaden gilt

GεF A ◦ t = (GεF )A ◦ ηGF A = µA ◦ ηGF A = µA ◦ (η · GF )A◦ = (µ ◦ η · T )A = id.

2. Wir haben mit η eine natürliche Transformation. Insbesondere kommutiert folgendes
Diagramm:

GF A GFGF A

A GF A

a

ηGF A

GF a

ηA

3. d ◦ s !
= id: Nach dem Einheitsdreieck für T -Algebren haben wir a ◦ ηA = idA.
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4. d ◦ GεF A
!
= d ◦ GF A: Das Assoziativitätsdiagramm für T -Algebren sagt aus, dass das

Diagramm

FGFGA GF A

GF A A

µA

GF a

a

a

kommutiert. Damit gilt a ◦ GF a = a ◦ µA = a ◦ GεFA = a ◦ GεF A.

Also ist die Behauptung bewiesen. �

Da wir nun ein G-gespaltenes Paar gefunden haben und D nach Annahme Differenzkokerne
derselben besitzt, gibt es also einen (bis auf eindeutige Isomorphie eindeutigen) Differenzko-
kern (D, d) in D . Wir setzen Ψ(A, a) B D und κ(A,a) B d.

Wie verfahren wir mit Morphismen? Sei f : (A, a) → (B, b) in C T . Das heißt, die folgen-
den Diagramme kommutieren — das linke nach Definition, das rechte nach Anwendung des
Funktors F :

GF A A FGF A F A

GF B B FGF B F B

a

GF f f FGF f

F a

F f

b F b

Nun sind wir beinahe am Ziel. Unter Verwendung von Ψ erhalten wir folgendes Diagramm:

FGF A F A Ψ(A, a)

FGF B F B Ψ(B, b)

(ε·F )A

F a
FGF f F f

κ(A,a)

F b

(ε·F )B

κ(B,b)

Sowohl das innere als auch das äußere linke Quadrat kommutieren.

Damit wissen wir, was noch zu tun ist: Ψ(A, a) ist ein Differenzkokern, d.h. es genügt, zu
zeigen, dass wir Ψ(B, b) auf natürliche Weise zu einem Kokegel des oberen parallelen Paares
machen können. Dann nämlich gibt es genau einen Pfeil Ψ(A, a) → Ψ(B, b), der die entste-
henden Diagramme kommutativ macht.

Die offensichtliche Wahl für einen Pfeil F A→ Ψ(B, b) können wir jetzt ablesen: Wir nehmen
schlicht κ(B,b) ◦ F f und zeigen, dass κ(B,b) ◦ F f ◦ (ε · F )A = κ(B,b) ◦ F f ◦ F a gilt.

Da weiters ε : FG → id eine natürliche Transformation ist, kommutiert folgendes Diagramm:
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FGF A F A

FGF B F B

εF A

FG(F f ) F f

εF B

Damit gilt

κ(B,b) ◦ F f ◦ (ε · F )A = κ(B,b) ◦ (ε · F )B ◦ FGF f = κ(B,b) ◦ F b ◦ FGF f = κ(B,b) ◦ F f ◦ F a

wie gewünscht.

Wir erhalten den eindeutigen Pfeil Ψ f : Ψ(A, a) → Ψ(B, b) wie in folgendem kommutativem
Diagramm:

FGF A F A Ψ(A, a)

Ψ(B, b)

∃! Ψ f

Nach Definition ergibt sich sofort, dass die Identitätsgleichung für Funktoren Ψ(id) = id erfüllt
ist.

Wir müssen noch prüfen, ob Ψ(g ◦ f ) = Ψg ◦ Ψ f gilt.

Nimm also Pfeile (A, a)
f
−→ (B, b)

g
−→ (C, c) aus C T . Betrachte das Diagramm

FGF A F A Ψ(A, a)

FGF B F B Ψ(B, b)

FGFC FC Ψ(C, c)

FGF f

(ε·F )A

F a
F f

κ(A,a)

∃! Ψg◦ f

∃! Ψ f

FGF g

(ε·F )B

F b
F g

κ(B,b)

∃! Ψg
(ε·F )C

F c

κ(C,c)

Dann gilt:

Ψ(g)◦Ψ( f )◦κ(A,a) = Ψ(g)◦κ(B,b)◦F f = κ(C,c)◦F g◦F f = κ(C,c)◦F (g◦ f ) = Ψ(g◦ f )◦κ(A,a).

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Differenzkokerns muss dann Ψ(g)◦Ψ( f ) = Ψ(g◦ f )
sein. Also ist Ψ : C T

→ D ein wohldefinierter Funktor.

Für den Rest des Beweises müssen wir zeigen, dass Ψ zu Φ linksadjungiert ist. Wir verwenden
die Charakterisierung aus unserem ersten Abschnitt. Also benötigen wir natürliche Transfor-
mationen

η′ : id → ΦΨ

ε′ : ΨΦ→ id
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für die die üblichen Dreiecksidentitäten gelten sollen.

Wir beginnen mit ε′. Was ist ΨΦD? Da ΦD = (GD, (Gε)D) ist, erhalten wir mit ΨΦD einen
Differenzkokern in der ersten Zeile des folgenden noch zu erläuternden Diagrammes:

FGFGD FGD Ψ(GD,GεD)

D

(ε·F )GD

FGεD
εD

κGD

∃! ε′D

Wir haben bereits eine natürliche Transformation ε : FG → id. Also ist (D, εD) ein guter Kan-
didat für einen Kokegel über dem obigen parallelen Paar. Da Ψ(GD,GεD) ein Differenzkokern
ist, erhielten wir in diesem Falle sofort einen eindeutigen Pfeil als ε′D wie oben.

Dafür ist also nur zu zeigen, dass εD ◦ FGεD = εD ◦ (ε · F )GD ist. Das ist aber gerade gegeben,
weil ε eine natürliche Transformation ist und somit folgendes Diagramm kommutiert:

FGFGD FGD

FGD D

FGεD

εFGD

εD

εD

Dann ist jetzt zu zeigen, dass ε′ in der Tat eine natürliche Transformation darstellt. Nimm also
f : D→ D′.

FGFGD FGD Ψ(GD, (Gε)D) D

FGFGD′ FGD′ Ψ(GD′, (Gε)D′) D′
F GFG f FG f

εD

κGD

∃! ΨG f

ε′D

f

εD′

κGD′ ε′D

Wie zuvor genügt es, ε′DΨG f !
= f ◦ ε′D zu zeigen, um mithilfe der universellen Eigenschaft des

Differenzkokerns κGD die Kommutativität des rechten Quadrats zu zeigen. Aber die Gleichheit
erfolgt sofort mit der Natürlichkeit von ε (für die zweite Gleichung):

f ◦ ε′D ◦ κGD = f ◦ εD = εD′ ◦ FG f = ε′D ◦ κGD′ ◦ FG f = ε′D ◦ ΨG f ◦ κGD.

Damit ist ε′ eine natürliche Transformation.

Wir kommen zu η′ : idC T → ΦΨ. Wir beginnen auch hier mit Objekten. Sei (A, a) ∈ C T .
Dann ist Ψ(A, a) ein Differenzkokern von ((ε · F )A,F a). Nach Anwendung von G erhalten
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wir vielleicht keinen Differenzkokern mehr, aber sicher immer noch einen Kokegel von ((Gε ·
F )A,GF a). Das letztere parallele Paar besitzt den Differenzkokern (A, a). Dies wissen wir,
weil wir gezeigt hatten, dass ((ε · F )A,F a) ein G-gespaltenes Paar ist. Damit bekommen wir
folgendes Diagramm:

GFGFA GF A A

GΨ(A, a)

(GεF )A

GF a

Gκ(A,a)

a

∃! η′(A,a)

Jetzt müssen wir noch zeigen, wie diese Wahl von η′ auf Morphismen arbeitet und dass wir in
der Tat eine natürliche Transformation erhalten. Nimm also einen Morphismus (A, a)→ (B, b)
und betrachte folgendes Diagramm:

GF A A GΨ(A, a)

GF B B GΨ(B, b)

Gκ(A,a)

GF f

a

ηA

f

η′A

GΨ f

Gκ(B,b)

ηB

ηB

η′B

Wir haben a ◦ ηA = idA und b ◦ ηB = idB.

Wir bemerken

GΨ f ◦ η′A ◦ a = GΨ f ◦ GκA = G(Ψ f ◦ κA) = G(κB ◦ F f ) = GκB ◦ GF f = η′B ◦ b ◦ GF f .

Also ist GΨ f ◦ η′A ◦ a = η′B ◦ b ◦ GF f .

Komponieren wir von rechts mit ηA, so erhalten wir

GΨ f ◦ η′A = GΨ f ◦ η′A ◦ a ◦ ηA = η′B ◦ b ◦ GF f ◦ ηA = η′B ◦ f ◦ a ◦ ηA = η′B ◦ f

wie gewünscht.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass die beiden Transformationen die Dreiecksidentitäten für
Adjunktionen erfüllen. Da wir zuvor sehr ausführlich mit jeder der nötigen Eigenschaften
hantiert haben, sei dies hier dem Leser überlassen. �

Bemerkung 5.2.2. Der zu Φ linksadjungierte Funktor ist eindeutig bis auf natürliche Isomor-
phie. Daher werden wir von der im Beweis angegebenen konkreten Konstruktion immer dann
Gebrauch machen können, wenn wir den Funktor Ψ verwenden wollen.

Nach diesem aufwendigeren Beweis des Lemmas folgt der restliche Beweis des Satzes:
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Lemma 5.2.3. Sei alles wie im vorangegangenen Lemma 5.2.1. Sei Ψ der zu Φ linksadjun-
gierte Funktor. Nun gelte zusätzlich, dass der Funktor G Differenzkokerne von G-gespaltenen
Paaren erhalte. Dann ist die Einheit η′ : idC T → ΦΨ ein Isomorphismus.

Beweis. Sei (A, a) eine T -Algebra. Dann betrachte folgendes Diagramm:

GFGF A GF A A

GΨ(A, a)

GεFA

GF a

ηGF A

a

Gκ(A,a)

η′A

ηA

∃!ν(A,a)

Nun ist (Ψ(A, a), κ(A,a)) ein Differenzkokern des G-spaltenden Paares (εA,F a) . Also ist mit
(GΨ(A, a),GκA) ein Differenzkokern des Paares (GεF A,GF (a)) gegeben. Ergo gibt es genau
einen Pfeil ν(A,a) wie im Diagramm, sodass die Gleichungen a = ν(A,a) ◦ GκA = νA ◦ η

′
A ◦ a

gelten.

Weil a ein Epimorphismus ist (zur Erinnerung: Mit Rechtsinversem ηA), haben wir also die
Gleichheit νA ◦ η

′
A = idA.

Außerdem ist nun GκA = η′A ◦ a = η′A ◦ νA ◦ GκA. Da auch GκA ein Epimorphismus ist, ist also
η′A ◦ ν(A,a) = idGΨ(A,a)). Also ist η′A ein natürlicher Isomorphismus. �

Lemma 5.2.4. Sei alles wie im vorangegangenen Lemma 5.2.3. Außerdem gelte zusätzlich,
dass G Isomorphismen reflektiere. Dann ist die Koeinheit ε′ : ΨΦ→ idD ein Isomorphismus.

Beweisskizze. Betrachte das folgende Diagramm:

GFGFGA GFGA GΨGA

GA

(GεFG)A

GFGεA

Gκ(GA,Ga)

GεA

Gε′A η′
GA

Verwende, dass GκGA wegen der Erhaltungseigenschaft von G und GεA als Strukturmorphis-
mus der Algebra (GA,GεA) beide Epimorphismen sind und verfahre wie im vorangegangen
Beweis mit GεA = Gε′A ◦ Gκ(GA,Ga) und GκGA = η′

GA ◦ GεA. �

Damit ist schließlich auch der Satz von Beck bewiesen, weil es sich somit bei Φ um eine
Kategorienäquivalenz handelt. �
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6. Ausblick und einige Anwendungen

6.1. Vorbemerkung

Der folgende Abschnitt dient unter anderem als Motivation für unsere bisherige Diskussion,
insbesondere für Monaden und den Beckschen Monadizitätssatz. Aus Platzgründen ist eine
ausführliche Behandlung der meisten Themen nicht möglich; wir werden uns daher erlauben,
im folgenden weniger rigoros und ausführlich zu sein als bisher und auf einige Beweise zu
verzichten.

Dem geneigten Leser, der sich für weitere theoretische Eigenschaften monadischer Funktoren
interessiert, sei vor allem die Lektüre des Abschnitts 3.4 aus [BW05, 103 ff.] empfohlen.

6.2. Das kanonische Gegenbeispiel

Proposition 6.2.1. Der Vergissfunktor Top→ Set ist nicht monadisch.

Beweis. Wäre der Vergissfunktor monadisch, so müsste er Isomorphismen reflektieren. Das
hieße aber, dass jede bijektive stetige Abbildung ein Homöomorphismus sein müsste. Das ist
bekanntermaßen inkorrekt. Nimm zum Beispiel die offensichtliche Abbildung ([0, 1],Tstd)→
([0, 1],Ttriv), die die Identität der zugrundeliegenden Mengen ist. Diese Abbildung ist stetig
und bijektiv, aber jede echte offene Teilmenge ∅ , U , X ist nichtoffen in [0, 1] und die
Abbildung somit kein Homöomorphismus. �

Der Beweis legt die Vermutung nahe, dass der Vergissfunktor für die Kategorie kompakter
Hausdorffräume monadisch sein könnte, da für ihn das Gegenargument gerade nicht funktio-
niert. Dies wird im nächsten Unterabschnitt bewiesen.

6.3. Kompakte Hausdorffräume und Prätopoi

Betrachte den Vergissfunktor G : CptHaus → Set, wobei CptHaus die übliche Kategorie
kompakter Hausdorffräume ist.

Proposition 6.3.1. Der Funktor G ist monadisch.21

Beweis. Wir verwenden den Satz von Beck. Zuerst ist zu zeigen, dass G einen linksadjungier-
ten Funktor besitzt. Dazu definieren wir den Funktor F : Set→ CptHaus, indem wir Mengen
X auf die Stone-Čech-Kompaktifizierung des topologischen Raumes (X,Tdiscr) schicken und
die Bilder von Morphismen auf die natürliche Weise wählen. Als Konsequenz der Definition
der Stone-Čech-Kompaktifizierung ist dieser Funktor zu G linksadjungiert.

21Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [BJ08, 182 f.]. Wir hingegen folgen hier [TSBv17].
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Zweitens ist zu prüfen, dass G Isomorphismen reflektiert. Das ist aber gerade dazu äquivalent,
dass eine bijektive stetige Abbildung zwischen kompakten Hausdorffräumen ein Homöomor-
phismus sein muss. Letzteres ist korrekt.

Also bleibt noch die dritte Beckbedingung. Betrachte ein G-gespaltenes Paar ( f , g) von X nach
Y in CptHaus. Sei h : Y → Z der zugehörige Differenzkokern in Top. Dieser hat die Form
eines Faktorraums des kompakten Raumes Y und ist damit selbst kompakt. Damit genügt es,
zu zeigen, dass Z ein Hausdorffraum ist. Hierfür siehe man Abschnitt 3 in [TSBv17, vom
15.06.2017]. �

Mithilfe dieses Resultats werden wir nun zeigen, dass CptHaus ein Prätopos ist. Hier ist nicht
der Platz, um in eine Diskussion der konkrete Bedeutung von Prätopoi und dem spezifischeren
Konzept eines Topos einzutreten. Selbst eine einführende Diskussion ist auf wenigen Seiten
und ohne weitere Vorarbeit kaum zu leisten. Wichtig ist hier daher nur, dass (Prä)Topoi von
großer Nützlichkeit sind — nicht nur in der algebraischen Geometrie, woher sie ursprünglich
stammen, sondern auch in der kategoriellen Logik. Für eine umfangreiche Einführung in Topoi
siehe man Kapitel 2 aus [BW05, ab S. 62] bzw. Kapitel 7 für eine kurze Diskussion von
Prätopoi und ihrer Bedeutung in der mathematischen Logik. Für einen schnellen Überblick
siehe man zum Beispiel [SCS+17] und für eine Diskussion der Geschichte der Topostheorie
[McL90].

Um Prätopoi definieren zu können, benötigen wir einige Begriffe, die auf den Leser womög-
lich etwas technisch wirken werden. Der Vollständigkeit halber geben wir hier saubere Defi-
nitionen, aber für die meisten der Begriffe wird ein mehr oder minder intuitives Verständnis
genügen.

Definition 6.3.2 (Kernpaar). Sei f : X → Y ein Morphismus einer beliebigen Kategorie C .
Ein Kernpaar von f besteht aus den beiden Morphismen nach X des Faserprodukts X ×Y X in
Bezug auf das parallele Paar ( f , f ) von X nach Y .

Definition 6.3.3 (regulärer Epimorphismus, regulärer Monomorphismus). Ein Morphismus
f : X → Y heißt regulärer Epimorphismus, falls f ein Kolimit eines beliebigen parallelen
Paares ist. Analog heißt f regulärer Monomorphismus, wenn f ein Limit eines beliebigen
parallelen Paares ist.

Proposition 6.3.4. Ein regulärer Epimorphismus ist ein Epimorphismus im normalen Sinne,
also rechtskürzbar.

Beweis. Sei f1, f2 : X → Y ein paralleles Paar. Sei (D, d) ein Kolimit. Wir zeigen: d ist ein
Epimorphismus. Sei nämlich g, h : D → E ein paralleles Paar mit g ◦ d = h ◦ d C a. Nun ist
(E, a) ein Kokegel von ( f1, f2). Also gibt es genau einen Morphismus ϕ : D→ E mit ϕ◦d = a.
Aber sowohl g als auch h sind solche Morphismen. Damit ist bereits g = h. �

Proposition 6.3.5. Sei f : X → Y ein Morphismus, für den ein Kernpaar existiert. Dann ist f
ein regulärer Epimorphismus genau dann, wenn f das Kolimit des Kernpaars ist.

Beweis. Siehe [Tay99, Lemma 5.6.6]. �
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Definition 6.3.6 (reguläre Kategorie). Eine vollständige Kategorie C heißt regulär, falls die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Jedes Kernpaar besitzt einen Differenzkokern in C ,

2. Für jedes kartesische Diagramm

A X

B Y

f g

gilt: Ist g ein regulärer Epimorphismus, so ist auch f ein solcher.

Bemerkung 6.3.7. Der für unsere Intuition wichtige Aspekt regulärer Kategorien ist, dass
jeder Morphismus eindeutig in einen regulären Epimorphismus gefolgt von einem Monomor-
phismus faktorisiert werden kann.

Proposition-Definition 6.3.8 (Unterobjekt). Sei X ein Objekt in einer Kategorie C . Mono-
morphismen i : U → X und j : V → X heißen äquivalent (auch: isomorph), falls es einen
Isomorphismus k : U → V gibt, sodass i = jk ist. Dies ist eine Äquivalenzrelation.

Ein Unter-, Teil- oder Subobjekt von X ist eine Äquivalenzklasse K von Monomorphismen
i : U → X.

Beweis. Dass die obige Relation eine Äquivalenzrelation ist, rechnet man direkt nach. �

Konvention 6.3.9. Für ein Unterobjekt K von X und einen gewählten Repräsentanten i : U →
X sprechen wir auch kurz von U oder i als einem Unterobjekt von X.

Bemerkung 6.3.10. Betrachten wir Unterobjekte von X × X, so betrachten wir also Äquiva-
lenzklassen von Morphismen i : R → X × X. Die Angabe solcher Morphismen ist aufgrund
der universellen Eigenschaft des Produkts äquivalent zur Angabe von Paaren von Morphismen
(p1, p2) mit p1, p2 : R→ X.

Beispiel 6.3.11. Unterobjekte in Set können gerade mit Teilmengen identifiziert werden; sol-
che in Grp mit Untergruppen; solche in R −Mod mit Untermoduln, solche in Rng mit Unter-
ringen.

Beispiel 6.3.12. Monomorphismen gegeben durch die Inklusion von Unterräumen zusammen
mit der induzierten Topologie sind gerade reguläre Monomorphismen von Top. Betrachte aber
zum Beispiel den Morphismus id : Rdisc → R von den reellen Zahlen mit der diskreten To-
pologie auf die reellen Zahlen mit der üblichen Topologie. Diese Abbildung ist stetig und ein
Monomorphismus in der Kategorie Top. Dennoch ist sie nicht durch einen Unterraum indu-
ziert. Also ist in Top ein Unterobjekt nicht das gleiche wie ein Unterraum mit der induzierten
Topologie.

Definition 6.3.13 (vollständige Kategorie). Eine Kategorie C heißt vollständig, wenn alle
Limits kleiner Diagramme in C existieren.
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Definition 6.3.14 (Kongruenz22). Sei C eine vollständige Kategorie und X ∈ C ein Objekt.
Eine Kongruenz(relation) auf dem Objekt X besteht aus einem Unterobjekt i : R→ X × X mit
den zugehörigen Morphismen p1, p2 : R→ X und Morphismen r, s, t, für die gilt:

1. Reflexivität: Der Morphismus r : X → R ist ein gemeinsames Rechtsinverses von p1

und p2,

2. Symmetrie: Der Morphismus s : R→ R vertauscht p1 und p2: p1s = p2 und p2s = p1,

3. Transitivität: Wir haben einen Morphismus t : R ×X R → R, wobei R ×X R durch das
folgende kartesische Diagramm gegeben ist:

R ×X R R

R X

q2

q1 p1

p2

Seien π1, π2 : X × X → X die Projektionen. Dann gelten die Gleichungen p1 = π1i bzw.
p2 = π2i sowie p1q1 = p1t bzw. p2q2 = p2t.

Bemerkung 6.3.15. Für unser Verständnis soll genügen, dass es sich bei Kongruenzen um
verallgemeinerte „interne“ Äquivalenzrelationen handelt: Intern bedeutet hierbei, dass wir den
aus Set stammenden Begriff innerhalb der Kategorie C selbst formulieren können (und nicht
als Metabegriff von außen).

Lemma 6.3.16. Jedes Kernpaar ist eine Kongruenz.

Beweis. Übung. �

Definition 6.3.17 (Barr-exakte Kategorie23). Eine reguläre Kategorie C heißt Barr-exakt,
wenn jede Kongruenz ein Kernpaar ist.

Definition 6.3.18 (extensive Kategorie24). Eine Kategorie C heißt endlich extensiv, falls sie
endliche Koprodukte enthält und für beliebige Objekte X,Y ∈ C der Koprodukt-Funktor
C /X × C /Y → C /(X q Y) eine Kategorienäquivalenz ist. Für eine Klärung unserer Kon-
ventionen in Bezug auf Kommakategorien wie C /X siehe Anhang A.

Die Kategorie C heißt infinitär extensiv, falls sie kleine Koprodukte enhält und für jede kleine
Familie (Xi)i∈I von Objekten der Koprodukt-Funktor Πi∈IC /Xi → C /(qi∈IXi) eine Kategori-
enäquivalenz ist.

Eine Kategorie bezeichnen wir auch kurz als extensiv, falls sie endlich extensiv ist. Dies ist
die übliche Konvention.

Beispiel 6.3.19. Die Kategorie Set ist extensiv.

22Siehe [BvS+17].
23Abschnitt 1 aus [TCS+17, vom 27.06.2017].
24Abschnitt 2 aus [STB+17, vom 27.06.2017]. Dort finden sich außerdem drei äquivalente Charakterisierungen

der gegebenen Definition.
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Bemerkung 6.3.20. Der programmatische „Slogan“ für extensive Kategorien ist zu finden in
[CLW93, 149] und lautet: „An extensive category is one in which sums exist and are well-
behaved.“

Definition 6.3.21 (Prätopos25). Ein Prätopos ist eine Kategorie, die sowohl Barr-exakt als
auch extensiv ist.

Proposition 6.3.22 (Monadizität impliziert Barr-Exaktheit26). Sei C eine reguläre, respektive
Barr-exakte Kategorie in welcher reguläre Epimorphismen spalten. Sei T eine Monade. Dann
ist C T eine reguläre, respektive Barr-exakte Kategorie.

Beweis. Siehe [TCS+17, Theorem 2.6]. �

Korollar 6.3.23. Ist G : D → C ein monadischer Funktor, und ist C wie im vorigen Lemma
mit regulär bzw. Barr-exakt, dann ist C T regulär, bzw. Barr-exakt.

Korollar 6.3.24. Ist G : D → Set monadisch, so ist D Barr-exakt.

Damit erhalten wir sofort für CptHaus eine der beiden Bedingungen für Prätopoi:

Korollar 6.3.25. Die Kategorie CptHaus ist Barr-exakt.

Diese Strategie funktioniert auch noch für eine Reihe weiterer Kategorien. Wir betrachten
folgendes Beispiel:

Proposition 6.3.26. Der Vergissfunktor G : Grp→ Set ist monadisch.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum vorangegangenen. Siehe zum Beispiel [Ber11, 12
f.]. �

Mithilfe unseres vorigen Korollars folgt damit sofort:

Korollar 6.3.27. Die Kategorie Grp ist Barr-exakt.

Kehren wir zurück zur Frage, ob CptHaus sogar ein Prätopos ist. Dafür ist nur noch zu zeigen:

Proposition 6.3.28. Die Kategorie CptHaus ist extensiv.

Beweisskizze. Koprodukte in der Kategorie Top der topologischen Räume sind gegeben durch
disjunkte Vereinigungen. Damit ist klar, dass Top eine extensive Kategorie ist. Koproduk-
te in CptHaus sind, wie man leicht prüft, einfach durch die Stone-Čech-Kompaktifizierung
disjunkter Vereinigungen gegeben. Damit zeige man die definierende Eigenschaft extensiver
Kategorien. �

Satz 6.3.29. Die Kategorie CptHaus ist ein Prätopos.27

Beweis. Definitorische Konsequenz mit Proposition 6.3.28 und Korollar 6.3.25. �

25Für eine kurze Einführung in den Begriff, siehe [SHC+17, 21.06.2017].
26Theorem 2.6 aus [TCS+17, vom 27.06.2017].
27Siehe auch [TSBv17, 21.06.2017].
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6.4. Abstieg

Dieser Unterabschnitt widmet sich einer kurzen Diskussion topologischen Abstiegs. Es stellt
sich im Anschluss daran heraus, dass man eine Verallgemeinerung der zugehörigen Theorie
mit dem Begriff von monadischen Funktoren formulieren kann: Eine umfangreiche Einfüh-
rung in Abstiegstheorie findet sich in [BLR90, Kapitel 6]. Dieser Abschnitt entstammt größ-
tenteils [JT94].

Wir setzen an dieser Stelle eine Vertrautheit mit grundlegenden Begriffen der algebraischen
Geometrie voraus. Der Vollständigkeit halber erinnern wir uns an die Definition einer Garbe:

Definition 6.4.1 (Garbe). Eine Prägarbe F auf X ist eine Garbe, wenn für alle offenen Teil-
mengen U ⊂ X und alle offenen Überdeckungen U =

⋃
i∈I Ui das Objekt F (U) via Restriktion

isomorph ist zum Limit des folgenden Diagramms:∏
i∈I
F (Ui)

∏
i, j∈I
F (Ui ∩ U j)

Dem Leser sollte bekannt sein, wie sich diese Definition über die Verklebung lokal definierter
Funktionen motivieren lässt. Zur Erinnerung betrachten wir noch ein Beispiel:

Beispiel 6.4.2. Sei C die Garbe der reellwertigen stetigen Abbildungen: Für beliebige offene
Teilmengen U eines topologischen Raumes X ist dabei CU = { f : U → R stetig} und die
Restriktionsmorphismen sind gerade die Restriktionen von Abbildungen auf Unterräume. Sei
U in X offen und (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von U. Ist eine Kollektion stetiger Abbil-
dungen fi : Ui → R gegeben, die für alle i, j ∈ I die Bedingung fi|Ui∩U j = f j|Ui∩U j erfüllen, so
können wir diese bekanntlich zu einer stetigen Abbildung f : U → R verkleben. Umgekehrt
ist jede Funktion die Verklebung ihrer Restriktionen f |Ui .

Motivation 6.4.3. Die Aufgabe, lokal gegebene Information zu globaler Information zu „ver-
kleben“, lässt sich auch in anderen Kontexten stellen: Zunächst fragen wir statt nach Abbil-
dungen B → R nach stetigen Abbildungen X → B. Also arbeiten wir in Top/B. Überdecke
B mit offenen Teilmengen Bi. Nehmen wir nun f : X → B, so lässt sich die Frage stellen, ob
sich f durch eine Kollektion von Abbildungen fi : Xi → Bi beschreiben lässt und umgekehrt,
unter welchen Umständen eine solche Kollektion zu einer Abbildung X → B verklebt werden
kann.

Unser Ziel für dieses Kapitels ist, eine angemessene Verallgemeinerung mithilfe unserer Mo-
nadentheorie zu formulieren.

Bevor wir uns mit diesem Spezialfall aber näher auseinandersetzen, kommen wir zu einer all-
gemeineren Behandlung der Idee, die Kategorie Top/B zu betrachten. Der folgende Abschnitt
folgt [JT94] und wir verzichten auf Beweise.

Definition 6.4.4. Sei B ein topologischer Raum. Sei E eine Kollektion stetiger Funktionen,
die unter Komposition mit Homöomorphismen abgeschlossen ist. Dann notieren wir die volle
Unterkategorie von Top/B, deren Objekte aus E stammen, als E(B). Wir bezeichnen E(B) als
Kategorie der E-Bündel über B und B als Basis- oder Grundraum.
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Der nächste Schritt ist nun, den Grundraum B durch eine „Erweiterung“ durch einen Raum
E über B zu ersetzen, um anschließend die Bündel über B via Bündel über E mit gewissen
zusätzlichen Daten — den so genannten Abstiegsdaten — zu beschreiben.

Konstruktion 6.4.5. Sei p : E → B eine stetige Abbildung und sei (C, γ) ein E-Bündel über
E. Dann ist das Faserprodukt E ×B C auf natürliche Weise ein Unterraum des Produktraums
E × C, da E ×B C � {(x, c)|p(x) = pγ(c)}. Für beliebige x, y ∈ E mit p(x) = p(y) haben wir
kanonische Einbettungen

jx,y : γ−1y→ E ×B C, c 7→ (x, c).

Entsprechend ist

E ×B C =
⋃
x,y∈E

jx,y(γ−1y).

Definition 6.4.6 (Abstiegsdatum). Ein Abstiegsdatum für (C, γ) relativ zu p ist gegeben durch
eine Familie von Homöomorphismen

ξx,y : γ−1x→ γ−1y,

wobei x, y aus E sind und p(x) = p(y) ist, sodass die folgenden Bedingungen gelten:

1. Funktorialität: Für alle x, y, z der selben p-Faser haben wir ξx,x = id und ξx,z = ξy,z ◦ ξx,y.

2. Verklebung: Für alle x, y ∈ E mit p(x) = p(y) ist die eindeutige Abbildung ξ̄ : E×B C →
E ×B C stetig, die folgendes Diagramm kommutativ werden lässt:

γ−1x γ−1y

E ×B C E ×B C

ξx,y

jy,x jx,y

ξ̄

Hierbei ist ξ̄ explizit gegeben durch (y, c) 7→ (γ(c), ξx,y(c)).

Bemerkung 6.4.7. Man könnte die obigen Bedingungen auch einfach von einer Familie be-
liebiger Abbildungen ξx,y verlangen. Wegen Bedingung 1. besitzen sie alle eine Umkehrab-
bildung, die bereits aus der Familie stammt, und wegen 2. sind sie alle stetig. Damit sind sie
bereits Homöomorphismen.

Proposition-Definition 6.4.8. Nimm als Objekte E-Bündel über E zusammen mit Abstiegs-
daten (C, γ, ξ̄) und als Morphismen h : (C, γ, ξ̄)→ (C′, γ′, ξ̄′) nimm Morphismen h : (C, γ)→
(C′, γ′) von E, die mit den Abstiegsdaten kompatibel sind, das heißt für beliebige x, y der
gleichen p-Faser und c ∈ γ−1x muss gelten: h(ξx,y(c)) = ξ′x,y(h(c)).

Dies ist eine Kategorie, die wir mit DesE(p) notieren.
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Proposition-Definition 6.4.9. Ist E unter Bildung von Faserprodukten entlang p stabil, so
haben wir mit der Zuordnung von Morphismen f 7→ idE ×B f einen Funktor

p∗ : E(B)→ E(E).

Wir bezeichnen ihn als Pullback-Funktor.

Dieser kann zum sogenannten Vergleichsfunktor

Φp : E→ DesE(p), (A, α) 7→ (E ×B A, π1, φ̄)

mit der natürlichen Projektion π1 : E ×B A→ E, gehoben werden.

Bemerkung 6.4.10. Unter gewissen Stabilitätsbedingungen („descent stability“, siehe [JT94,
Theorem 1.10, 256]) existiert ein zum Vergleichsfunktor linksadjungierter Funktor.

Das soll als Übersicht vorerst genügen. Für eine ausführlichere Diskussion siehe [JT94, 249-
257].

Wir kehren des besseren Verständnisses halber zu unserem zuvor angesprochenen Spezialfall
6.4.3 zurück.

Nimm einen topologischen Raum B mit einer offenen Überdeckung (Ui)i∈I . Weiters sei ein
Raum (A, α) über B gegeben. Unsere Frage von zuvor lautete: Können wir diesen Raum durch
Räume (Ei, γi) über den Ui beschreiben?

Ein erster Schritt ist, statt mit Restriktionen mit Pullback zu arbeiten und die Zuordnung

(A, α) 7→
∏

i

(α−1(Ui), α−1(Ui)→ Ui)

zu betrachten.

Damit bekommen wir ein Diagramm (ohne etwas über dessen Kommutativität auszusagen!),
das dem definierenden Diagramm für Garben stark ähnelt:

Top/B
∏
i∈I

Top/Ui
∏
i, j∈I

Top/(Ui ∩ U j)

Bei Garben fordern wir die Gleichheit der Restriktionen auf Schnitten Ui∩U j. Unser Analogon
hierzu besteht darin, geeignete Isomorphismen zu verlangen: Zusätzlich zu Pullbacks entlang
den Ui fordern wir Homöomorphismen über Ui ∩ U j mit ξi, j : γ−1

i (Ui ∩ U j) → γ−1
j (Ui ∩ U j),

sodass für alle i, j, k ∈ I die Gleichungen ξi,i = id und ξi
j,k ◦ ξ

k
i, j = ξ

j
i,k gelten. Hierbei ist

ξk
i, j : γ−1

i (Ui ∩ U j ∩ Uk) → γ−1
j (Ui ∩ U j ∩ Uk) die Restriktion von ξi, j. Diese Bedingung heißt

in Analogie zu jener aus der Kohomologie-Theorie Kozykel-Bedingung. Das ist es aber genau,
was wir von Abstiegsdaten fordern.

Sei nun E = qi∈IUi in Top. Betrachte die Abbildung p : E → B, die durch die Identität auf
jedem Summanden induziert wird. Dann ist die Kategorie

∏
i∈I Top/Ui äquivalent zu Top/E.
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Außerdem haben wir den Pullback-Funktor

p∗ : Top/B→ Top/E.

Was geschieht nun, wenn der Funktor p∗ monadisch ist? Falls das der Fall ist, so ist Top/B
äquivalent zur Kategorie der Eilenberg-Moore Algebren über Top/E. Der Leser prüfe, dass
sich Abstiegsdaten direkt in Algebren der Monade übersetzen und die Kozykel-Bedingung
einfach dem Assoziativgesetz für Algebren entspricht.

Damit sind wir am Ziel und können wie folgt verallgemeinern: Anstatt stetige Abbildungen
p : E → B zu betrachten, können wir damit beginnen, einen beliebigen Morphismus p : E →
B in einer Kategorie C mit Faserprodukten zu untersuchen.

Unsere ursprüngliche Frage übersetzt sich dann in die folgende: Für welche Morphismen ist
p∗ : C /B→ C /E monadisch?

Ein zweiter Verallgemeinerungsschritt ist, statt wie im vorangegangenen Beispiel die gesamte
Kategorie C /B zu betrachten, wie in der ersten gegebenen Konstruktion Kategorien E (B) von
„Strukturen über B“ zu betrachten. Es gibt verschiedene Möglichkeiten das zu formalisieren
(siehe [JT94, 247]), auf die wir hier nicht näher eingehen werden. Für unsere Zwecke soll ein
intuitiver Zugang genügen.

Auch dann können wir die Kategorie DesE (p) der Abstiegsdaten relativ zu p definieren und
einen Vergleichsfunktor

Φp : E (B)→ DesE (p)

finden. Unter gewissen hier unterschlagenen Bedingungen, den so genannten Beck-Chevalley-
Bedingungen, ist dann die Kategorie DesE (p) zur Eilenberg-Moore Kategorie der Algebren
der zu p∗ gehörenden Monade äquivalent und Φp ist eine Kategorienäquivalenz genau dann,
wenn p∗ monadisch ist, womit sich also herausstellt, dass unsere Verallgemeinerung gerade
die richtige Wahl ist.

Damit haben wir also eine weitere, dieses Mal konzeptionelle, Anwendung unserer Mona-
dentheorie gefunden. Die allgemeinste Formulierung erfolgt im Kontext des so genannten
monadischen Abstiegs28, auf den wir hier nur verweisen.

28Siehe [vSBS17, zuletzt abgerufen am 05.07.2017].
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A. Freie Objekte und Kommakategorien

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige kategorientheoretische Begriffe. Der Abschnitt
dient in erster Linie der Klärung von Notation und Konventionen.

Proposition-Definition A.0.11. Sei G : D → C ein Funktor. Sei X ∈ C ein Objekt. Die
Kategorie der Objekte unter X via G, notiert X/G, besteht aus allen Paaren (Y, f ) mit Objekten
Y ∈ D und Morphismen f : X → GY . Morphismen (Y, f )→ (Y ′, f ′) sind gerade Morphismen
g : Y → Y ′, sodass f ′ = Gg ◦ f . Das heißt, dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

X

GY GY ′
f

f ′

Gg

Komposition ist durch Komposition in D induziert. Dies liefert eine wohldefinierte Kategorie.

Definition A.0.12. Ist G = idD , so schreiben wir X/D statt X/G und bezeichnen die Kategorie
als Kategorie der Objekte unter C.

Proposition-Definition A.0.13. Die duale Konstruktion, in der wir Morphismen f : GY → X
betrachten und die restliche Konstruktion analog durchführen, liefert die Kategorie G/X, die
wir als Kategorie der Objekte über X via G bezeichnen. Für G = idD schreiben wir D/X und
sprechen von der Kategorie der Objekte über X.

Bemerkung A.0.14. Es ist möglich, diesen Begriff noch allgemeiner zu fassen. Dafür nehme
man Funktoren G : D → C sowie H : E → C . Die Kommakategorie G/H ist dann wie
folgt definiert: Objekte sind alle Tripel (X,Y, f ), wobei X ∈ D und Y ∈ E Objekte sind und
f : GX → HY ein Morphismus aus C ist. Morphismen (X,Y, f ) → (X′,Y ′, f ′) sind dann
gerade Paare (g, h) aus Morphismen g : X → X′ und h : Y → Y ′, sodassHh ◦ f = f ′ ◦ Gg ist.
Also kommutiert folgendes Diagramm:

GX GX′

HY HY ′

Gg

f f ′

Hh

Die Kategorien der Objekte über und unter X ergeben sich hieraus jeweils als Spezialfall, in-
dem man genau einen der Funktoren G,H als Identität und den Definitionsbereich des jeweils
anderen Funktors als terminal wählt.

Abschließend wiederholen wir den Begriff des freien Objekts.

Definition A.0.15. Sei G : D → C ein Funktor und C ein Objekt von C . Ein freies D-Objekt
von C hinsichtlich G ist ein Objekt D aus D , für welches es einen Morphismus f : C → GD
gibt, sodass (D, f ) ein initiales Objekt der Kommakategorie A/G ist. Das heißt, für alle Paare
(D′, f ′) mit D′ ∈ D und f ′ : C → GD gibt es genau einen Morphismus g : D → D′ mit
G(g) ◦ f = f ′.
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Bemerkung A.0.16. Dieser Begriff ist vor allem dann von Belang, wenn es sich bei G um
einen Vergissfunktor handelt — das ist der Fall, für den die meisten gewöhnlichen freien Ob-
jekte definiert sind: Man denke an freie Halbgruppen, Gruppen, Moduln und so weiter. Da aber
der Begriff Vergissfunktor nicht formalisiert ist, ist es sinnvoll, freie Objekte für allgemeine
Funktoren zu definieren.
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