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Vorbemerkungen

Einleitung

Bei dieser Arbeit handelt es sich um eine Einfiihrung in die kategorientheoretischen Begriffe
Monade und monadischer Funktor sowie den wichtigen zugehorigen Beckschen Monadizi-
tatssatz.

Monaden sind ungeheuer vielseitig und treten in den verschiedensten Gebieten auf. Eine erste
unvollstindige Liste moglicher solcher Gebiete konnte wie folgt aussehen:

1. Informatik: Monaden, insbesondere in Haskell’,

2. Kategorientheoretische Formulierung der Universellen Algebra®, insbesondere Opera-
dentheorie (Kofferwort aus ,,Operation* und ,,Monade*),

Homologische Algebra und Simplizialobjekte?,
Linguistik*,
Monadischer Abstieg,

Topostheorie und Pritopoi,

N o v kW

Adjunktionen,
8. Kategorielle Logik.
Es folgt ein kurzer Uberblick iiber den Inhalt dieser Arbeit.

Sei € eine Kategorie. Eine Monade T ist ein Tripel (7, u, n7) bestehend aus einem Endofunktor
7 : ¢ — € und natiirlichen Transformationen u : 72 — 7 und 7 : idy — 77, sodass gilt:

LopopT =poTp,
2. ponT =puoTn=ids.

Stellen wir uns u als ,,Multiplikation‘* und 7 als ,,Einheit* vor, so sind dies Analoga der be-
kannten Assoziativitidts- und Einheitsgesetze.

Bisweilen bezeichnet man auch den Endofunktor einer Monade selbst als Monade.

Fiir eine Monade T = (7 ,u,n) lasst sich die Kategorie ihrer Algebren definieren: Eine 7'-
Algebra ist dabei ein Paar (A, a) bestehend aus einem Objekt A € 4 und einem Morphismus
a:7TA — Aaus %. Mit der natiirlichen Weise, Morphismen von Algebren zu definieren, ist
also eine Kategorie, die so genannte Eilenberg-Moore-Kategorie € , gegeben.

ISiehe Kapitel 9 aus A Gentle Introduction to Haskell, https://www.haskell.org/tutorial/monads.
html, zuletzt abgerufen am 02.07.2017. Eine Diskussion der theoretischen Bedeutung findet sich in [Meu97].

2Siehe [HPO7].

3Siehe [SCS*16].

4Siehe [Asul4].



Es gibt einen wichtigen Zusammenhang zwischen Adjunktionen und Monaden: Mit den Zu-
ordnungen auf Objekten G' : (A,a) — A sowie F' : A — (7 A,u,) und den natiirlichen
Wabhlen fiir Morphismen erhalten wir adjungierte Funktoren. Umgekehrt gilt: Ist ¥ : € — ¥
7u G : 9 — ¢ linksadjungiert, so ist 7 := GF auf natiirliche Weise eine Monade (wobei wir
die natiirlichen Transformationen noch angeben miissten).

Fixiere nun eine Adjunktion ¥, G ein adjungiertes Funktorpaar wie zuvor. Sei T die zugeho-
rige Monade. Dann gibt es einen eindeutigen Funktor ® : 2 — %", sodass G o ® = G und
® o F = F7 sind. Ist dieser so genannte Vergleichsfunktor ® eine Kategorieniiquivalenz, so
bezeichnen wir den Funktor G als monadisch.

Der Satz von Beck charakterisiert monadische Funktoren durch die Beck-Bedingungen:

Satz (Beck). Ein Funktor G : ¥4 — % ist monadisch genau dann, wenn alle der folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1. Es existiert ein zu G linksadjungierter Funktor.
2. Der Funktor G reflektiert [somorphismen.
3. Die Kategorie Z besitzt Differenzkokerne von G-gespaltenen Paaren und G erhilt diese.

Wir entwickeln die notwendige Theorie, um diesen Satz zu verstehen und beweisen. Dies wird
den Hauptteil dieser Arbeit ausmachen. Abschlieend geben wir einige Beispiele:

Beispiel. Die iiblichen Vergissfunktoren der algebraischen Strukturen Gre, Rings, Mop(R) in
die Kategorie der Mengen Skt sind monadisch.

Beispiel. Der iibliche Vergissfunktor der Kategorie der kompakten Hausdorffriume CerHaus —
SET ist monadisch.

Beispiel. Der iibliche Vergissfunktor der Kategorie der topologischen Riume Top — SET ist
nicht monadisch.

Beispiel. Es existiert kein monadischer Funktor von der Kategorie der kleinen Kategorien Car
nach Sgr.’

Beispiel. Es existiert ein monadischer Funktor Car — GrpH, wobei GreH die Kategorie der
Graphen bezeichnet. AuBerdem existiert ein monadischer Funktor GrReH — SET.® Monadizitét
bleibt also nicht unter Komposition erhalten.

Aufbau

In Abschnitt 1 geben wir Charakterisierungen von Adjunktionen einmal durch die bekannte
natiirliche Kollektion von Bijektionen Hom(¥ X, Y) — Hom(X, GY) und einmal durch gewisse

>[BWO0S5, 4.7. Corollary, S. 106].
6[BW05, 106-107].



natiirliche Transformationen n : id — G¥, der so genannten Einheit, und € : ¥ G — id, der
so genannten Koeinheit. Letztere Charakterisierung wird sich als niitzlich herausstellen.

In Abschnitt 2 fithren wir das Konzept von Monaden und ihren Algebren ein und geben einige
Beispiele. Wir betrachten das Verhéltnis von Monaden und Adjunktionen - jede Adjunktion in-
duziert eine Monade und umgekehrt. AuBerdem fiihren wir den Eilenberg-Moore Vergleichs-
funktor und den Begrift eines monadischen Funktors ein.

In Abschnitt 3 wiederholen wir den Begrift von Differenz(ko)kernen kurz und fiihren via Funk-
toren aufgespaltene parallele Paare ein.

In Abschnitt 4 formulieren wir den Hauptsatz dieser Arbeit: Den Beckschen Monadizitétssatz.
In Abschnitt 5 wird der Satz bewiesen.

In Abschnitt 6 behandeln wir schlieBlich Anwendungen und weiterfithrende Konzepte. Idea-
lerweise wird der Leser im Anschluss an die Lektiire unter anderem davon iiberzeugt sein,
dass sich die Beschiftigung mit dem Beckschen Monadizitétssatz und den zugehorigen Kon-
zepten lohnt. Einige angesprochene Themen: Die Kategorie kompakter Hausdorffraume ist
ein Pritopos; jede Kategorie Z mit einem monadischen Funktor Z — % in eine regulire bzw.
Barr-exakte Kategorie % ist regulidr bzw. Barr-exakt; es gibt eine natiirliche Weise, topologi-
schen Abstieg auf allgemeineren Kategorien zu definieren.

In Anhang A werden freie Objekte und Kommakategorien diskutiert; letztere sind von Belang
in Abschnitt 6.

Sonstiges: Quellen, Konventionen, Voraussetzungen

In dieser Arbeit folgen wir in erster Linie den Werken von Saunders Mac Lane [ML78] sowie
Michael Barr und Charles Wells [BWO05]. Sofern nicht nidher angegeben, ist eines dieser beiden
Biicher die Referenz oder es handelt sich um mathematische Folklore.

Diese Arbeit verwendet FuB3noten, folgt aber der Konvention, keine fiir die Lektiire notwen-
dige Information in Funoten unterzubringen; der Leser moge sie also guten Gewissens iiber-
springen. FuBnoten dienen ausschlieBlich der platzsparenden Angabe von Quellen und Ver-
weisen, wo es aus verschiedenen Griinden nicht angemessen erschienen wire, sie im FlieBtext
unterzubringen.

Bei der Notation von Kategorien folgen wir Martin Brandenburgs Kategorientheorie [Bral6]
und bezeichnen die Kollektion aller Morphismen einer Kategorie % stets mit Hom¢ — dabei
implizieren wir mit dieser Bezeichnung nicht, dass es sich um Homomorphismen handeln
wiirde; es ist schlicht die iibliche Konvention.

Grundsitzlich setzen wir in dieser Arbeit, neben einem mathematischen Bildungsstand wie
er etwa dem fiinften oder sechsten Studiensemester entsprechen diirfte, eine Familiaritit mit
grundlegenden Begriffen der Kategorientheorie, insbesondere Adjunktionen, (Ko)Kegel, Dif-



ferenz(ko)kerne und dergleichen voraus, jedoch keine tieferen theoretischen Resultate iiber
dieselben.



Inhaltsverzeichnis

1.

Adjunktionen
1.1. Definitiondes Begriffs . . . . . .. ... ... ... ... .
1.2. Einheitund Koeinheit . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Monaden und Monadische Funktoren

2.1. Monaden . . . . ...
22, T-Algebren . . . . . . . . L
2.3. Das Verhiltnis von Adjunktionen und Monaden . . . . . ... ... ... ..
2.4. Der Eilenberg-Moore-Vergleichsfunktor . . . . . . ... .. ... ... ...
2.5. Einige abschlieBende Beispiele . . . . . . ... .. ... ... ... ... ..

Gespaltene Differenzkokerne

3.1. Vorbemerkung . . . . . . . . . . ...
3.2. Parallele Paare und Differenzkokerne . . . . . . . .. ... ... .. ... ..
3.3. Spaltende und gespaltene Differenzkokernpaare . . . . . . . ... ... ...

Der Becksche Monadizitatssatz

Beweis des Satzes
5.1. Monadizitit impliziert Beck-Bedingungen . . . . . . . . ... ... ... ..
5.2. Beck-Bedingungen implizieren Monadizitdt . . . . . . . ... ... ... ..

Ausblick und einige Anwendungen

6.1. Vorbemerkung . . . . . . . . . . . ...
6.2. Das kanonische Gegenbeispiel . . . . ... ... ... ... .........
6.3. Kompakte Hausdorffrdume und Pridtopoi . . . . . . . .. .. ... ... ...
6.4. Abstieg . . . . . .

Freie Objekte und Kommakategorien

17
17
17
18

20

21
21
21

28
28
28
28
33

38



1. Adjunktionen

1.1. Definition des Begriffs

Definition 1.1.1 (Adjunktion). Seien ¥ und ¥ Kategorien. Eine Adjunktion ist ein Tripel
(7, G, ¢) mit den folgenden Eigenschaften:

1. F:%4 > Zund G: 9 — € sind Funktoren, kurz: % s 9 .
&g/

2. Mit g isteine in C € € und D € & natiirliche Kollektion von Bijektionen
¢cp : Homg(F C, D) - Homy(C, GD),

gegeben.
Notation: Fiir eine solche Adjunktion schreiben wir (¥, G, ¢) : € — 2.

Definition 1.1.2. Seien ¥ : € —» Y und G : ¥4 — % Funktoren. Falls eine Adjunktion
(F,G,p) : € — P existiert, so heilit F zu G linksadjungiert und G zu F rechtsadjungiert
und wir schreiben auchkurz ¥ 4 G : € — 9.

1.2. Einheit und Koeinheit

Jede Adjunktion (¥, G,¢) : € — 2 induziert natiirliche Transformationen n : idy — GF
sowie € : ¥ G — idgy, die sich als niitzlich herausstellen werden, um Adjunktionen zu charak-
terisieren. Die Konstruktion geschieht wie folgt:

Konstruktion 1.2.1. Fiir fixiertes C € ¥ konnen wir D = F C wihlen. Damit haben wir nach
Definition von Adjunktionen eine Bijektion

Homgy(FC,FC) » Homy(C,GF C)
idrc = ¢crcidgc) = nc
Somit erhalten wir fiir jedes C € ¢ einen Morphismus ¢ : C —» GF C.
Wihlen wir stattdessen ein beliebiges Objekt D € & und setzen C := GD, so erhalten wir:
Homy(GD, GD) — Homgy(¥ GD, D)
ing — Soé}),D(ing) = €p.

Proposition 1.2.2. Mit den in Konstruktion 1.2.1 definierten Zuordnungen nc sowie €p sind
natiirliche Transformationen 7 : id¢ — GF sowie € : ¥ G — idy gegeben.



Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir 7. Die Aussage fiir € folgt analog.

Seien C,C’" € € sowie D, D’ € & Objekte. Seien f : C — C’ sowie g : D — D’ Morphis-
men. Natiirlichkeit in (C, D) der Bijektionen ¢¢ p ist nach [Bral6, Satz 3.4.11] dquivalent zu
Natiirlichkeit in beiden Variablen. Die Natiirlichkeit von ¢ bedeutet also die Kommutativitét
der folgenden Diagramme:

Homy (¥ C, D) ﬂ) Homy(C, GD) Homy (¥ C, D) ﬂ) Homy(C, GD)
g*\L \L(Qg)* Ff )*T Tf
Homgy(FC,D’) T,n) Homy (C,GD") Homgy (¥ C’, D) W Homy(C’,GD)

Bezeichne das linke Diagramm mit (L), das rechte mit (R).

Um zu zeigen, dass n eine natiirliche Transformation ist, miissen wir zeigen, dass fiir jeden
Morphismus f : X — Y in ¢ das folgende Diagramm kommutiert:

id,(X) =—— X 23 GF(X)
idfg(f)l lf \LQ‘Ff
idy (V) =——= ¥ - GF(Y)

Also miissen wir zeigen, dass GF f onxy = ny o f ist.

GF (f) onx = (G(F ))(nx)
= (G(F M):(exrx(idrx))
= x5y (F (f) o idsx) (L)firg:=Ff,D=FX,D =FY.
= ox7y(F(f))
= pxgy(idgy o F(f))
= pxgy o F(f) (idgsy)
= (" o pygy)(idgy) (R)
=nyof.

O

Definition 1.2.3 (Einheit und Koeinheit). Die Transformation n bezeichnen wir als Einheit,
die Transformation € als Koeinheit der Adjunktion.

Satz 1.2.4. Seien Funktoren der Form

€

A
9
’—
G



gegeben.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent’:
1. F ist zu G linksadjungiert.
2. Es gibt natiirliche Transformationen

n:idcg%gT
e:?§—>idD,

sodass die folgenden Diagramme kommutieren:

Foidy — FGF idg oG —"" GFG
idy o F Goidy

Bevor wir zum Beweis kommen, fiithren wir folgende Terminologie ein:

Definition 1.2.5. Fiir natiirliche Transformationen, fiir welche die Diagramme aus 2. kommu-
tieren, sagen wir, dass sie die Dreiecksidentitditen fiir ¥ und G erfiillen.

Wir konnten bereits zeigen, dass eine Adjunktion uns mit Einheit und Koeinheit natiirliche
Transformationen wie in 2. liefert. Es ist leicht, zu priifen, dass diese die gegebenen Diagram-
me erfiillen. Daher wiirde es fiir einen Beweis von Satz 1.2.4 geniigen, die Umkehrrichtung zu
zeigen. Tatsichlich kénnen wir die Aquivalenzen bedeutend einfacher gleich fiir beide Rich-
tungen zeigen, indem wir das Yoneda-Lemma benutzen:

Lemma 1.2.6 (Yoneda-Lemma3.). Sei ¢ eine Kategorie und X € % ein Objekt. Sei F : ¢ —
SET ein Funktor. Dann gibt es eine in ¥ und A natiirliche Bijektion

Hom(Hom(A, -), F) = FA,

wobei das erste Hom als Kollektion der natiirlichen Transformationen von Hom(A, —) nach
zu lesen ist.

Beweis. Siehe [Bral6, 108-109]. O
Korollar 1.2.7. Seien A, B Objekte in einer Kategorie %, sodass Hom(A, —) = Hom(B, -).
Dann ist bereits A = B.

Beweisidee. Verwende das Yoneda-Lemma mit ¥ = Hom(B, -). O

Korollar 1.2.8. Sei ¥ 4 G : € — < eine Adjunktion. Dann erhdlt ¥ alle existierenden
Kolimits und G erhilt alle existierenden Limits.

"Nach der Charakterisierung von Adjunktionen aus [Bral6, 194-196].
8 Als Yoneda-Lemma I ist dies Lemma 5.2.5 aus [Bral6, 109]



Beweis. Der Hom-Funktor als Funktor Hom : 7 x ¢ — Skt erhilt Limits in beiden Argu-
menten. Limits in €7 entsprechen Kolimits in %". Damit folgt:

Hom(A, Glim(B;))) = Hom(F A, lim(B;))
=~ lim(Hom(¥ A, B)))
= lim(Hom(A, G(B;)))
= Hom(A, lim(G(B;)))

Wegen Korollar 1.2.7 ist die Aussage damit gezeigt. Man rechne analog fiir Kolimits. O
Damit sind wir nun geriistet, Satz 1.2.4 zu beweisen.

Beweis des Satzes 1.2.4. Wir folgen dem Beweis, wie er in [Bral6, 195 f.] zu finden ist und
zeigen zunichst, dass eine Kollektion natiirlicher Abbildungen ¢cp : Homg(FC,D) —
Homy (C, GD) (wie in der Definition von Adjunktionen; nur, dass wir noch nicht verlangen,
dass es sich um Bijektionen handelt!) natiirlichen Transformationen n : idy — G¥ und
€ : ¥ G — idy entspricht: Die Natiirlichkeit von ¢ ist dquivalent zur separaten Natiirlichkeit
in beiden Variablen. Betrachte also

¢c- : Homg(F C, —) —» Homy(C, G-).

Mit dem Yoneda-Lemma fiir Hom(C, G(-)) und ¥ C erhalten wir die natiirliche Bijektion
Hom(Hom(7 C, —), Hom(C, G(-))) = Hom(C, GF C). Also entspricht die natiirliche Transfor-
mation ¢¢_ einem Morphismus ¢ : C —» GF C.

Sammeln wir alle n¢ in der Kollektion 7, so ist n : idy — GF wegen der Natiirlichkeit
des Yoneda-Isomorphismus genau dann eine natiirliche Transformation, wenn die Kollektion
{¢c-|C € €'} natiirlich in C ist.

Letzteres wiederum bedeutet, dass, wenn wir Hom(% (=), —) als Funktor €°* x 2 — SEr be-
trachten, ein Morphismus von Funktoren Hom(# (-), —) — Hom(—, G(—)) also einer solchen
natiirlichen Transformation n : idy — G7% entspricht. Beachte bei alldem, dass die Entspre-
chung es zuldsst, in die andere Richtung zu gehen: Wir kénnen also mit einer natiirlichen
Transformation 7 beginnen und erhalten einen Morphismus von Funktoren Hom(¥ (-), —) —
Hom(—, G(—)) bis hin zu einer Abbildung Homy (¥ C, D) — Homy(C, GD).

Mit dem gleichen Vorgehen konnen wir statt ¢cp : Homgy(F C, D) — Homy(C, GD) Abbil-
dungen ¥ ¢ p : Homy(C, GD) — Homy(F C, D) betrachten. Folgen wir ganz analog dem vor-
angegangenen Argument, so entspricht dann ein Morphismus von Funktoren Hom(-, G(-)) —
Hom(¥ (-), —) einer natiirlichen Transformation € : ¥ G — idg.

Damit ist der erste Schritt abgeschlossen. Nun ist zu zeigen, dass die beiden Dreiecksiden-
titdten fiir n und € genau der Bedingung entsprechen, dass es sich bei ¢ nicht nur um eine
beliebige natiirliche Kollektion, sondern sogar um Bijektionen handelt.

Die Abbildungen ¢¢p und Y p erfiillen Ycp o ¢cp = id fiir alle C und D wegen der Na-
tirlichkeit genau dann, wenn die Komposition der zugehdrigen Morphismen von Funktoren
Hom(¥ (-), —) —» Hom(¥ (-), —) die Identitét ist:



id

Hom(7 (-), —) > Hom(F(-),-)

Hom(-, G(-))

Nach dem Yoneda-Lemma entspricht der Morphismus Homg (7 (-),—) — Homg(F (-), —)
gerade einem Morphismus & — ¥ und ersterer ist die Identitit genau dann, wenn es letz-
terer ist. Aber nach Konstruktion ist ¥ — ¥ gerade (¢ ) o (¥ 7). Damit haben wir unsere
Entsprechung der ersten Dreiecksidentitit, die zweite folgt analog fiir die umgekehrte Kom-
position. O



2. Monaden und Monadische Funktoren

2.1. Monaden

Definition 2.1.1 (Monade). Sei % eine Kategorie. Eine Monade T der Kategorie € ist ein Tri-
pel (7, n, u) bestehend aus einem Endofunktor 7 : 4 — % und natiirlichen Transformationen
n:idy — T sowie u : 72 — T, sodass die folgenden Diagramme kommutieren.

73 Ty g g T g2 g
Tﬂl J/# . J/# .

ldfr ldr]'
7 L 5T T

Notation: Die natiirlichen Transformationen u7,7 u : 7° — 72 sind die iiblichen Kom-
positionen von Funktoren und natiirlichen Transformationen. Das heift: Fiir alle X € % ist
(UT )y = g und es ist (T )y = T (ux). Fur lingere Ausdriicke schreiben wir der besseren
Lesbarkeit halber wie iiblich auch 7 -y oder - 7.

Definition 2.1.2. Die obigen Diagramme bezeichnen wir als Monadendiagramme. Das linke
Diagramm wird als Assoziativitdtsquadrat bezeichnet; die beiden Dreiecke des rechten nennen
wir Einheitsdreiecke.

Die Monadendiagramme verallgemeinern eine uns bekannte Struktur, wie die folgende Kon-
struktion zeigt:

Konstruktion 2.1.3 (Monade eines Monoids). Man betrachte ein Monoid M = (M, -, 1).

Definiere den Endofunktor 7~ via

9 : SET — SET
X MxX

Dann definiere die folgenden natiirlichen Transformationen 7 und u:

niidy - 7, w:T* =T
nx: X —->MxX Ux MXMXX)—> MxX
-x'_)(lM’-x) (m,(n,X))l—)(m'n,X)

Proposition-Definition 2.1.4. Das Tripel (7, i, 1) ist eine Monade, genannt Monade des Mo-
noids M oder auch zu M assoziierte Monade.

Beweis. Sei X eine Menge. Die zu zeigende Behauptung bedeutet gerade die Kommutativitét
der folgenden Diagramme:



(a,b,c,x) > (a-b,c,x)

MXMXMXX > MxXMxX :L
N\ <
MXMxX —— MxX ((a-b)-c,x)
Il
(a,b'c,x): ) (a'(b-c),x) ::::::l:

MXX —> MXMxX < MxX (m, x) — (1, m,x) (M, 1y, x) < (m', x")

~ 7 ™S T

MxX (1p - m, x) Iy, X))

Aber hierbei handelt es sich genau um die Gesetze von Assoziativitit und Einheit von Monoi-
den: Fiir alle a, b, c € M gelten ndmlich gerade die Gleichungen

((a-b)-c)=(a-(b-0))

ly-a=a-1,=

Also kommutieren die Diagramme wie gewiinscht. O

Bemerkung 2.1.5. Der Beweis zeigt insbesondere, dass die Bedingung der Kommutativitit
von Assoziativititsquadrat und Einheitsdreiecken fiir diese Monade zu den Assoziativitéts-
und Einheitsgesetzen von Monoiden dquivalent ist.

2.2. T-Algebren

Motivation 2.2.1. Betrachte erneut die Monade (7,7, u) eines Monoids M wie in Beispiel
2.1.3. Da wir mit einem Monoid M arbeiten und fiir beliebige Mengen X gerade 7X = M x X
ist, liegt es nahe, Monoidoperationen M X X — X auf X zu betrachten und zu iiberlegen, ob
wir diese auf Monaden verallgemeinern konnen: Da eine Monoidoperation gerade ein Mor-
phismus M X X — X mit gewissen Eigenschaften ist, liegt es anschlielend nahe, allgemeiner
von natiirlichen Transformationen 7~ — id zu sprechen. Welche Eigenschaften sollten wir
fordern?

Um die Frage zu beantworten, betrachte also eine Monoidoperation des Monoids M auf einer
fixierten Menge X. Wie bekannt ist, handelt es sich dabei schlicht um eine Abbildung oy :
M x X — X, sodass fiir alle a, b € M und x € X die Gleichungen

1- O-X(ab, -x) = O-X(aa O-X(b, -x))
2. ox(1,x) =x
gelten.

Das ist dquivalent zu der Forderung, dass die folgenden Diagramme kommutieren:



MxMxX X% MxX  (ab,x) —— (a,0x(b, x))

L T I

MxX — X (ab, x) — ox(ab, x) = ox(a, ox(b, x))
X — " s MxX x —> (1,%)
k l/U'X -" | l
X > x =o0x(1,x)

Wenn wir nun statt M x X wieder 7 X schreiben sowie statt von einer Abbildung oy : MXX —
X von einem Morphismus 7 X — X sprechen, konnen wir die Kommutativitit fiir allgemeine
Monaden fordern. Damit erhalten wir genau den folgenden Begriff einer 7 -Algebra:

Definition 2.2.2 (T-Algebra). Sei ¢ eine Kategorie und T = (7, , u) eine Monade in % . Eine
T-Algebra ist ein Paar (A, a), bestehend aus einem Objekt A € € sowie einem Morphismus
a:TA — Aaus %, sodass die folgenden Diagramme kommutieren:

A " > TA 724 —“ 3 74

\ / #AJ/ J/a
idy a

A TA —— A

Definition 2.2.3. Das linke Diagramm bezeichnen wir als Algebrendreieck, das rechte als
Algebrenquadrat. Beide zusammen bezeichnen wir als Algebrendiagramme.

Definition 2.2.4 (Strukturmorphismus). Wir bezeichnen den Morphismus a wie oben als
Strukturmorphismus der T-Algebra (A, a).

Fiir gegebene T-Algebren (A, a) und (B, b) gibt es eine natiirliche Weise, Morphismen zu
definieren.

Definition 2.2.5 (Morphismus von 7-Algebren). Ein Morphismus f : (A,a) — (B, b) ist ein
Morphismus f : A — Bin %, sodass das Diagramm

TA—— A
A
7B — B
kommutiert. Komposition von Morphismen von 7T-Algebren wird durch Komposition in 4

induziert.

Definition 2.2.6 (Eilenberg-Moore Kategorie der T-Algebren). Die Eilenberg-Moore Kate-
gorie der T-Algebren € ist die Kategorie, die genau aus T-Algebren als Objekten und Mor-
phismen von T-Algebren als Morphismen besteht.

Beispiel 2.2.7. Betrachte die Monade T = (7,n,u) eines Monoids M. Dann ist eine 7-
Algebra ein Paar der Form (X, o) mit X einer Menge und o : M X X — X einer Monoid-



operation von M auf X. Es bleibt noch zu betrachten, ob sich Morphismen von 7-Algebren so
verhalten, wie wir es erwarten wiirden. Und in der Tat: Ein Morphismus f : (X,0) — (Y, p)
besteht aus einem Morphismus f : X — Y, also einer Mengenabbildung mit

MxX 23X (m, x) | > o(m, x)
wl L] ]
MxY — Y (m, fx) —— p(m, fx) ====f(o(m, x)).

Also haben wir die erwartete Forderung p(m, fx) = f(o(m, x)).

Beispiel 2.2.8 (R-Linksmoduln). Sei R ein Ring mit zugrundeliegender Menge R. Dann defi-
nieren wir einen Endofunktor 7~ der Kategorie ABGRp der additiv geschriebenen abelschen
Gruppen wie folgt, wobei alle Tensorprodukte solche iiber Z sind:

7 : ABGRp — ABGRP
A R®A

AL B ReA L, ReB)

T —>T
s :RO®R®A - R®A
ros®@ar— (rs®a)

ﬂ:idABGm—)T
ma:A—>RQ®A

a— 1Q®a
Man priife, dass dies in der Tat erneut eine Monade T = (7, i, i) definiert.

Worum handelt es sich bei den T-Algebren dieser Monade?

Sei (A, h) eine T-Algebra mit einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe A und einem
Morphismus # : R® A — A in ABGRre, also einem Gruppenhomomorphismus abelscher
Gruppen. Betrachten wir erneut die definierenden kommutativen Diagramme fiir 7-Algebren
und fithren wir eine Diagrammjagd (rechte Spalte) durch, so erhalten wir:

ROR®A LI poA r®s®a ——> reh(s®a)
ml lh l 1
R®AﬁA rs®a —— h(rs®a) = h(r® h(s ® a))

Aufgrund der Bilinearitit des Tensorprodukts erhalten wir auerdem A(r+s®a) = h(r@a+s®
a) = h(r®a)+h(s®a) sowie h(r@(m+n)) = h(r®&m+r®n) = h(r®m) + h(s®n). Das zweite
kommutative Diagramm garantiert, dass 4(1,a) = a ist, also, wenn wir & als Multiplikation
schreiben, dass 1 - a = a ist.



A—— R®A x —— (1,x)
RN ~ T
X x=h(l,x)

Damit ist gezeigt, dass es sich bei T-Algebren (A, h) genau um R-Linksmoduln A zusammen
mit der durch die Abbildung /& gegebenen Skalarmultiplikation handelt.

2.3. Das Verhiiltnis von Adjunktionen und Monaden

Proposition 2.3.1 (Adjunktionen induzieren Monaden®). Sei ¥ 4 G : € — 2 eine Adjunkti-
on. Seien 1 : idy — GF die Einheit bzw. € : ¥ G — idp die Koeinheit der Adjunktion.
Dannist 7T := (7,n,u) mit 7 = GF und u := GeF eine Monade.

Beweis. Offensichtlich haben wir einen Endofunktor 7 : 4 — % sowie natiirliche Transfor-

mationen 7, u wie verlangt. Wir miissen die Kommutativitdt von Assoziativitdtsquadrat und
Einheitsdreiecken nachweisen.

Das Assoziativitdtsquadrat sieht wie folgt aus:

6FGFeF —ZL57 \ groF

gf-fgsfl \LQ-E(F

GrGgfr > GF

G-eF

Dieses Diagramm wirkt komplex. Bezeichnen wir es mit D. Wir vereinfachen unsere Aufgabe.
Betrachte das folgende Diagramm E:

FGFG —5 76

FG —— idp

Wenn wir zeigen konnen, dass dieses Diagramm kommutiert, so kommutiert es auf jedem Ob-
jekt X € €. Insbesondere kommutiert es also fiir ¥ X. Wenden wir dann auf jedes Objekt und
jeden Morphismus den Funktor G an, so bleibt unser Diagramm kommutativ. Aber das dabei
entstehende Diagramm ist genau D. Also geniigt es fiir unseren Beweis, die Kommutativitit
von E zu zeigen.

Diese folgt daraus, dass € eine natiirliche Transformation ist. Setze ndmlich 7’ := ¥ G. Dann
kommutiert fiir jeden Morphismus f : A — B aus % das linke der folgenden Diagramme:

9[ML78, 138].
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74 Ly 7B T2x 9 gy

AﬁB TX —— X

Beachte, dass das rechte Diagramm mit dem Diagramm FE identisch ist und gleichzeitig ein-
fach eine Auswertung des linken Diagramms fiir A := 7'X, B := X sowie f := ey darstellt und
somit kommutiert. Damit kommutiert £. Die Kommutativitit der Einheitsdreiecke zeigt man
ebenfalls direkt. O

Definition 2.3.2. Die in Prop 2.3.1 definierte Monade bezeichnen wir als von der Adjunktion
F 4 G induziert.

Satz 2.3.3 (Monaden sind stets durch Adjunktionen induziert!®.). Sei T = (77,7, 1) eine Mo-
nade der Kategorie 4. Dann gibt es eine Kategorie & sowie eine Adjunktion ¥ 41 G : ¢ — 2,
sodass T = G¥ ist und die natiirlichen Transformationen n : id — G¥ bzw. u die Einheit
bzw. Koeinheit der Adjunktion sind.

Fiir den Beweis benétigen wir die folgenden beiden Lemmata, die auch von unabhingigem
Interesse sind:

Lemma 2.34. Sei T = (7,n,u) eine Monade von %. Die folgenden Zuordnungen geben
wohldefinierte Funktoren:

g — ¢ Fr:¢ —— ¢"
A,ag) —— A Ar——— (TA, us)
L4 b
(B,b) ——— B B —— (T B, up)

AuBerdem definiere " :idy — 7 = G'F' vian" :=nund €' : F'G" — idyr via€/, , = a.

Dann ist (F7,G7,n", €") eine Adjunktion.

Bemerkung 2.3.5. Da es sich bei Elementen (A, a) von %" um mit einer Zusatzstruktur ver-
sehene Elemente A von % handelt und auch Morphismen einfach solche aus 4 mit gewissen
Zusatzbedingungen sind, handelt es sich beim Funktor G einfach um den kanonischen Ver-
gissfunktor.

Der Funktor 7 schickt Objekte A auf die zugehdrige freie T-Algebra (T A, us). Dass diese
Bezeichnung sinnhaft ist, ist eine Konsequenz des Lemmas, denn es handelt sich bei #7 um
den zum Vergissfunktor G' linksadjungierten Funktor, womit also ¥ A gerade der Definition
eines freien ¢ -Objekts (siche auch Anhang A) von A in Bezug auf G entspricht.

10Fiir den Satz und die beiden folgenden Lemmata vergleiche [ML78, 140 f.]
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Beweis des Lemmas. Die Wohldefiniertheit der Funktoren ist klar. Es bleibt zu zeigen, dass
FT zu GT linksadjungiert ist und 7 bzw. €’ die Einheit bzw. Koeinheit der Adjunktion sind.
Nach Satz 1.2.4 geniigt es, zu zeigen, dass n” und €’ die Dreiecksidentititen des Satzes erfiil-
lende natiirliche Transformationen sind. Also verfahren wir der Reihe nach:

1. Nach Definition gilt 7 = 5. AuBerdem ist G'#7 = 7, wie man zum Beispiel an
folgendem Diagramm abliest:

T T
¢ L st S g

Ar—— (TAuw) —— TA

Lo
B+— (T B,ugp) —— 7B

Dan:idec — 7 eine natiirliche Transformation ist, ist es auch 7.

2. Die Wohldefiniertheit von €’ folgt daraus, dass a : TA — A in € liegt und mit iy
kompatibel ist.

3. Die erste Dreiecksidentitidt. Wir miissen zeigen, dass das folgende Diagramm fiir alle
C € ¢ kommutiert:

T T
7Tc T FrGTFTC
iN \LET'TT)C
7Tc
F7C

Verwenden wir schlicht die Definition der beteiligten Funktoren und natiirlichen Trans-
formationen: Es ist F7 C = (C, uc). Weiters sind

F" -0 =F e =F (e) = Tnes
(GT : TT)C = E;'TC = 6(7:7'C,;1c) = Hc.

Damit haben wir (¢7 - F1)¢c o (FT - n")¢e = puc o Tne = ide, wobei wir fiir die letzte
Gleichung eines der beiden Einheitsdreiecke fiir Monaden benutzen.

4. Die zweite Dreiecksidentitét priift man analog. O

Definition 2.3.6. Die in Lemma 2.3.4 definierte Adjunktion bezeichnen wir als von T indu-
ziert.

Lemma 2.3.7. Sei (F7,G",n",€") die von der Monade T induzierte Adjunktion. Die von
dieser Adjunktion induzierte Monade ist gerade 7.

Beweis. Direktes Nachrechnen. m|

Der Beweis des Satzes 2.3.3 ergibt sich als sofortige Konsequenz der beiden Lemmata. O

12



Bemerkung 2.3.8. Die obige Konstruktion gibt uns eine Charakterisierung jeder Monade T,
fiir die wir nur die Monade selbst und die Kategorie ihrer 7-Algebren benotigen. Also wird
jede Monade durch ihre Algebren festgelegt.

2.4. Der Eilenberg-Moore-Vergleichsfunktor
Sei (F,G,n,€) : € — 2 eine Adjunktion. Sei (T, 7, i) die induzierte Monade. Seien 77, G"
wie zuvor.

Definition 2.4.1 (Eilenberg-Moore- Vergleichsfunktor). Der (assoziierte) Eilenberg-Moore Ver-
gleichsfunktor oder kurz Vergleichsfunktor ist der Funktor

O:9 > 6"
D — (GD,(G - €)p)
f—Gf.

Proposition 2.4.2. Der Eilenberg-Moore Vergleichsfunktor ist der eindeutige durch die fol-
genden Beziehungen charakterisierte Funktor @ : 2 — €

l.G"o® =g,
2. Do F =FT,

Das heiBt, die folgenden Diagramme kommutieren:
7 9 2 > ¢"
G o
Vi FT
C < . ¢’ €
G

Beweis. Dass der Eilenberg-Moore Vergleichsfunktor die Diagramme kommutativ werden
lasst, rechnet man direkt mit den zugehorigen Definitionen nach. Es bleibt die Eindeutigkeit
zu zeigen. Sei @’ : 9 — € ein weiterer solcher Funktor.

Sei D € . Dann ist (D) = (Ap, ap) fiir ein gewisses Objekt Ap € C und einen Morphismus
ap : TAp — Ap. Aber wegen der ersten Gleichung ist G7(®'(D)) = G(D) und also ist
Ap = GD. Der Funktor @ schickt Morphismen f : D — D’ in D auf Morphismen von
T -Algebren O'(f) : (GD,ap) — (GD’, bp).

Also folgt, dass a : TG — G mit den Auswertungen ap : 7 GD — GD eine natiirliche
Transformation ist. Wegen ®'F = F 7 ist fiir jedes C € € somit ap(F (C)) = up.

Nun ist auerdem u = Ge¥F . Also haben wir a o 7 Ge = Ge o aF G = ¥ € o uG. Wenden wir
das auf 771G an, so erhalten wir a o 7 GeT nG = Ge o uG und also Ge = a. Damit ist ® = @’
wie gewiinscht. O
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Definition 2.4.3 (Monadischer Funktor). Ein Funktor G : & — % hei3t monadisch, wenn ein
zu G linksadjungierter Funktor ¥ : 4 — Z existiert, sodass der assoziierte Vergleichsfunktor
®: P — €7 eine Kategorienidquivalenz ist.

Bemerkung 2.4.4. Ein monadischer Funktor G : ¥ — % ist also nach dem obigen Diagramm
bis auf Aquivalenz ein Vergissfunktor €7 — €.

2.5. Einige abschlieBende Beispiele

Um ein Gespiir fiir Monaden und ihre Algebren zu bekommen, geben wir hier nun noch ohne
Beweise einige Beispiele:

Beispiel 2.5.1 (Potenzmengen und vollstindige Halb-Verbinde!!). Der Potenzmengenfunktor
ist der Funktor # : . — %, der eine Menge X auf ihre Potenzmenge schickt und einer
Abbildung f : X — Y die Abbildung PX — PY, S — f(S) zuordnet. Definiere n : id — P
viany : X = PX, x — {x}. Weiters definiere u : P> — P via uy : P*X — PX, sodass eine

Menge von Teilmengen auf deren Vereinigung geschickt wird: 7 +— J S.
SeT

Dann ist das Tripel (¥, n, 1) eine Monade, die so genannte Manes-Monade. Um die Algebren
dieser Monade beschreiben zu kénnen, benotigen wir den folgenden Begrift:

Ein vollstindiger Halb-Verband ist eine Halbordnung V, in der jede Teilmenge ein Supremum
besitzt. Die Algebren der Manes-Monade sind gerade die vollstindigen Halbverbédnde:

Jede P-Algebra (X, h) ist ein vollstindiger Halb-Verband wie folgt: Wir setzen x < y, wenn
h({x,y}) = y und fiir jede Teilmenge S C X : sup(S) = A(S) ist. Umgekehrt ist jeder vollstdn-
dige Halb-Verband V auf diese Weise eine $-Algebra: Man setze h(S) = sup(S).

Beispiel 2.5.2 (Freie Halbgruppen'?). Sei HLBGRp die Kategorie der kleinen Halbgruppen.
Mit dem Vergissfunktor G : HLBGrRp — SET und dem Funktor # : SEr — HLBGRP, der
einer Menge X die freie Halbgruppe auf X mit der iiblichen Grundmenge zuordnet, ist eine
Adjunktion ¥ 4 G : SET — HLBGRP gegeben. Die zu dieser Adjunktion assoziierte Monade
W bezeichnen wir als Wortmonade.

Eine W-Algebra ist ein Paar (X, ) bestehend aus einer Menge X und einer Mengenabbildung
h : GF X — X mit gewissen Eigenschaften. Bei G¥ X handelt es sich um die zugrunde-
liegende Menge der freien durch X erzeugten Halbgruppe, also um die Menge aller Worter
(x1,...,x,) mit Buchstaben x; € X sowie n € N, wobei 0 keine natiirliche Zahl ist. Also
ist GF X = [[,a:X". Eine Mengenabbildung # : GF X — X entspricht also einer Folge
(v1,Vva,...) aus Abbildungen v; : X' — X. Die Algebrendiagramme entsprechen dabei gerade

T Aufgabe 1 aus [ML78, 142].
12Gjehe [ML78, 144-146].
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der Bedingung, dass v; = 1 und fiir alle k

k
Vi [1_[ V"i] = Vskim

i=1

ist. Morphismen sind gerade Mengenabbildungen, die mit jedem der v, kommutieren.

Der Vergleichsfunktor HLBGRp — SeT" schickt Halbgruppen (X, v) auf (X, (v,),), sodass
vy = v ist und die folgenden v, einfach Iterierungen von v sind, das heilit v, : X" —
X’ (xl’ A xn) H V('xn’ Vn—l(xl, A xn—l)'

Beispiel 2.5.3 (Giry-Monade'®). Sei X ein polnischer Raum, d.h. ein vollstindig metrisierba-
rer, separabler topologischer Raum. Sei P(X) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf den
Borelmengen von X. Versieh P(X) mit der schwachen Topologie, nimlich der Initialtopologie
von {1 fx fdt | f : X — R stetig und beschrénkt}. Dann ist P(X) mit dieser Topologie ein
polnischer Raum.

Auf der Kategorie der polnischen Rdume PoL lésst sich wie folgt ein Endofunktor P : PoL —
PoL definieren: Sei f : X — Y ein Morphismus aus PoL. Definiere P(f) : P(X) — P(Y) via
P(f)(7)(B) := 7(f~!(B)) fiir beliebige Elemente 7 € PoL und B eine Borelmenge von Y.

Mit den Zuordnungen nx : X — P(X), x — J,, wobei wir mit ¢, das Dirac-MaB} bezeichnen,
sowie py : (P?(X)) — P(X) via ux(M)(A) = fP - T(A)M(d7) sind natiirlichen Transformatio-
nen 7 : id — P sowie u : P> — P gegeben.

Das Tripel (P,n,u) ist eine Monade, die so genannte Giry-Monade. Um die Algebren die-
ser Monade, die so genannten Giry-Algebren, verstehen zu konnen, bedarf es der folgenden
Konzepte:

Sei Y ein topologischer Raum, (X, /) eine Giry-Algebraund F : X — P(Y) \ {0} eine Abbil-
dung, sodass fiir alle kompakten Teilmengen W von Y die Menge {x € X | F(x) " W # 0}
kompakt ist. Dann heit F' k-oberhalbstetig.

Weiters heiBt eine Aquivalenzrelation R auf P(X) konvex, falls fiir alle (a, b) und (a’,b’) € R
und fiir jede Konstante 0 < ¢ < 1 gilt: ([ca + (1 — ¢)a’], [cb + (1 — ¢)b’]) € R. Eine Partition
von P(X) heiBt konvex, falls die durch sie auf P(X) definierte Aquivalenzrelation konvex ist.

Bei den Algebren (X, i) der Giry-Monade handelt es sich genau um die konvexen k-oberhalbstetige
Partitionen {G(x) | x € X} in geschlossene Teilmengen von P(X), sodass fiir alle x € X

0 € G(x) ist. Diese Behauptung ist Proposition 3 aus [Dob04, 4 ff.]. Eine Diskussion von
k-Oberhalbstetigkeit sowie der Beweis der Behauptung finden sich ebenfalls dort.

Beispiel 2.5.4 (Ultrafilter'*). Definiere den Endofunktor 7 : SET — SET wie folgt: Fiir jede
Menge X sei 7 X die Menge der Ultrafilter auf X. Fiir jedes f : X — Y und jedes § € 7X

setze T (f)(F) == {B c Y|f'[B] € &).

13Siehe [Dob04].
141B687].
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Es gibt eindeutige natiirliche Transformationen 7 : idgz; — 7 sowie y : 72 — 7 und (7, 1, i)
ist eine Monade.!®

Die Eilenberg-Moore Kategorie der 7-Algebren ist gerade die Kategorie CprHaus der kom-
pakten Hausdorffriume mit dem iiblichen Vergissfunktor nach Ser.'6

151B587, 38, Korollar 2.3].
16[yBC*17, Abschnitt 3, zuletzt abgerufen am 06.07.2017].
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3. Gespaltene Differenzkokerne

3.1. Vorbemerkung

Grundsitzlich setzen wir eine Familiaritdat mit den Konzepten von Limit, Kolimit, Produkten,
Koprodukten und dergleichen voraus. Dieser Abschnitt dient in erster Linie der Einfiihrung
gespaltener Differenzkokernpaare, die wir fiir den Beckschen Monadizitétssatz benotigen. Wir
wiederholen zunichst einige grundlegende Konzepte:

3.2. Parallele Paare und Differenzkokerne

Definition 3.2.1 (paralleles Paar!”). In einer Kategorie % sei ein Diagramm der folgenden
Form gegeben:

X—=vY

8

Dann bezeichnen wir das Paar (f, g) als paralleles Paar von X nach Y. Mitunter bezeichnen
wir, wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, auch das gesamte Diagramm als paralleles
Paar.

Definition 3.2.2 (reflexives Paar). Ein paralleles Paar (f, g) hei3t reflexiv, falls es einen Pfeil
i:Y — Xgibt,sodass foi=goi=idist.

Definition 3.2.3 (Differenzkern'®). Ein Differenzkern (E, eq) eines parallelen Paares (f, g) von
X nach Y ist ein Limit des zugehorigen Diagramms; besteht also aus einem Objekt E € € und
einem Pfeil eq : E — X, sodass f o eq = g o eq ist und die folgende universelle Eigenschaft
gilt. Fiir jedes andere Paar (N,n) mitn : N — X und f o n = g o n haben wir Kommutativitét
des folgenden Diagramms:
f
/1:; X ? Y

a
|

A
Bemerkung 3.2.4. Da ein Limit nichts anderes als ein finaler Kegel ist, benotigen wir ei-
gentlich noch einen Pfeil £ — Y, der das Diagramm kommutativ macht, aber dieser ist dann

automatisch eindeutig durch Komposition von f bzw. g mit eq gegeben und liefert damit keine
zusitzliche Information.

=

Definition 3.2.5 (Differenzkokern'®). Ein Differenzkokern (D, d) ist ein Kolimit eines paral-
lelen Paares (f, g). Hierbei ist D € € das Objekt und d : Y — D der Pfeil in €, die zu dem

17Sjehe [BW12, 266].
I8Fiir eine Definition und einen kurzen Uberblick siehe [BW12, 266-267] und [BWO05, 34-35].
197Zum Beispiel siehe [BW12, 277-278].
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gewihlten Colimit gehoren. Das heilit, wir haben Kommutativitit des folgenden Diagramms
fiir jedes andere Paar (N,n) mitno f =no g:

f d
X ;YHD
8 |
13
NV
N

Die obige Bemerkung gilt dual iibersetzt auch hier fiir die Angabe eines Morphismus X — D.

3.3. Spaltende und gespaltene Differenzkokernpaare

Definition 3.3.1 (gespaltene und spaltende Differenzkokerne). Ein (auf)gespaltener Differenz-
kokern eines parallelen Paares (f,g) : X — Y ist eine Kollektion (D, d; s, ) von Objekten
D € ¢ und Pfeilen s, t,d, gegeben durch folgendes Diagramm:

f
/N d
Yo re—=h

8

Zusdtzlich fordern wir

1. fot=id.
2. got=so0d.
3. dos=id.
4. dof=dog.

Ist ein Kokegel (D, d) von (f, g) gegeben, sodass Morphismen s, ¢ existieren, sodass (D, d; s, t)
ein gespaltener Differenzkokern ist, so bezeichnen wir (D, d) als spaltenden Differenzkokern.

Existiert fiir ein paralleles Paar (f, g) : X — Y ein gespaltener Differenzkokern, so bezeichnen
wir (f, g) als gespaltenes Paar (oder, um dem iiblichen englischen Ausdruck ,,split coequalizer
pair* zu entsprechen: Paar mit gespaltenem Differenzkokern).

Bemerkung 3.3.2. Mitunter wird in der Literatur zwischen spaltenden und gespaltenen Dif-
ferenzkokernen nicht unterschieden und es ist aus dem Kontext zu schlieBen, welcher Begriff
gemeint ist. Wenn Verwechslungen nicht zu erwarten sind, folgen wir dieser Konvention.

Die Bezeichnung der Struktur aus Definition 3.3.1 als ,,Differenzkokern* wirkt auf den ersten
Blick unpassend, da a priori nicht garantiert ist, dass es sich tatsdchlich um einen Differenz-
kokern handelt. Doch dies ist der Fall, wie die folgende Proposition zeigt:

Proposition 3.3.3 (spaltende Differenzkokerne sind Differenzkokerne). Sei (D, d; s, t) wie zu-
vor ein gespaltener Differenzkokern von (f, g). Dann ist (D, d) ein Differenzkokern des paral-
lelen Paares (f, g) von X nach Y.
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Beweis. Sei (E,e) ein weiterer Kokegel von (f, g). Wir miissen zeigen, dass es genau ein
h:D — E gibt,sodass hod = e.

Existenz: Setze h = e o 5. Dann ist wegen der zweiten Bedingung der Definition also ho d =
eogot. Da(E,e)ein Kokegel ist,isteog=eo fundalsoeogot=eo fotrt=coid=e.

Eindeutigkeit: Sei 4 : D — E wie verlangt. Dannisth =hoid =hodos=eos. O

Definition 3.3.4 (¥ -gespaltenes Paar). Sei (f, g) ein paralleles Paar von X nach Y in der Ka-
tegorie €. Sei zusitzlich ¥ : 4 — 2 ein Funktor. Dann heif3t (£, g) ein ¥ -gespaltenes Paar,
falls es in & einen gespaltenen Differenzkokern (D, d; s, 1) von (F f, F g) gibt.

Bemerkung 3.3.5 (Konkretisierung). Das heif3t, wir erhalten ein Diagramm der Form
Fr
> d
FX T){ FY ﬁ D.
Fg

Fiir dieses gilt es dann, die Bedingungen der Definition eines gespaltenen Differenzkokerns
zu priifen.

Bemerkung 3.3.6. Ein gespaltenes Paar ist somit gerade ein id-gespaltenes Paar.

Definition 3.3.7. Sei (Z, z) ein Differenzkokern eines parallelen Paares (f, g). Wenn (¥ Z, ¥ 2)
ein Differenzkokern des Diagramms

?x%w—‘y

ist, so sagen wir, dass der Funktor ¥ den Differenzkokern (Z, z) von (f, g) erhdilt.

19



4. Der Becksche Monadizititssatz

Definition 4.1.1. Ein Funktor G : ¥ — ¥ reflektiert Isomorphismen, falls fiir jeden Morphis-
mus f aus ¥ gilt: Ist Gf ein [somorphismus, so ist bereits f ein Isomorphismus. Ein solcher
Funktor heiflt auch konservativ.

Satz 4.1.2 (Beck). Ein Funktor G : ¥ — % ist monadisch genau dann, wenn alle der folgen-
den Bedingungen erfiillt sind:

1. Es existiert ein zu G linksadjungierter Funktor.
2. Der Funktor G reflektiert Isomorphismen.
3. Die Kategorie ¥ besitzt Differenzkokerne von G-gespaltenen Paaren und G erhilt diese.

Definition 4.1.3 (Beck-Bedingungen). Die drei Bedingungen des vorangegangenen Satzes
bezeichnen wir als Beck-Bedingungen.

Bemerkung 4.1.4. Nach [BWO05, 100, Theorem 3.14] kann man die dritte Bedingung sogar
noch abschwichen: Es geniigt, sie fiir reflexive G-gespaltene Paare zu priifen.
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5. Beweis des Satzes

5.1. Monadizitit impliziert Beck-Bedingungen

Die erste Beck-Bedingung ist eine direkte Konsequenz der Definition eines monadischen
Funktors.

Wir kommen zur zweiten Beck-Bedingung:

Proposition 5.1.1. Sei G : ¥ — ¥ ein monadischer Funktor. Dann reflektiert G Isomorphis-
men.

Beweis. Sei f: D — D’ ein Morphismus in Z, sodass G(f) ein [somorphismus ist. Zu zeigen
ist, dass f selbst bereits ein Isomorphismus sein muss. Aber da G(f) = G o ® ist, ist dies
dquivalent dazu, zu zeigen, dass G7 (O(f)) ein Isomorphismus ist. Der Vergleichsfunktor ® ist
eine Kategorienidquivalenz, also reflektiert er insbesondere Morphismen. Somit geniigt es, zu
zeigen, dass G Isomorphismen reflektiert, um die Proposition zu beweisen. Letzteres ist aber
eine direkte Konsequenz der Konstruktion von G'. O

Damit erhalten wir die zweite Beck-Bedingung. Es fehlt allein die dritte.

Proposition 5.1.2. Sei G : ¥ — ¥ monadisch und sei
P
X ﬁ Y
g
ein G-gespaltenes Paar. Dann gibt es einen Differenzkokern (D, d) von (f, g) in ¥ mitd : ¥ —
D, sodass (Gd, GD) mit Gd : GY — GD ein in € liegender Differenzkokern des Diagramms

Gf
GX —= GY
Gg
ist.20

Beweis. Siehe [BWO05, 95-97]. O

5.2. Beck-Bedingungen implizieren Monadizitit

Es gibt eine Reihe verschiedener Moglichkeiten, die Riickrichtung zu beweisen. Wir folgen
dem Beweis aus [Berl1, 7-11]. Der Beweisweg ist dabei dem der urspriinglichen Veroffentli-
chung von [Bec03, 8-11] sehr @hnlich.

20Djes ist Proposition 3.5 aus [BWO0S5, 94].
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Lemma 5.2.1. Sei (F,G) : ¥ — € eine Adjunktion. Seien weiter 1 die Einheit und € die
Koeinheit der Adjunktion. Sei 7' = (7,n,u) mit u = GeF und 7 = GF die durch die
Adjunktion induzierte Monade.

Die Kategorie Z enthalte Differenzkokerne von G-gespaltenen Paaren. Dann besitzt der Eilenberg-
Moore Vergleichsfunktor ® einen Linksadjungierten.
Beweis. Wir miissen einen Funktor ¥ : 47 — 9 konstruieren, der zu ® : 2 — € linksad-

jungiert ist. Dazu miissen wir ¥ zuerst auf Objekten definieren.

Sei also (A, a) € € mita : GFA — A wie iiblich. Dann ist Fa : FGFA — FA ein Pfeil in
9.

Wir haben auBlerdem eine natiirliche Transformation € : ¥ G — idp. Somit haben wir auch
hier einen Pfeil ey : F GF A — F A. Damit erhalten wir ein paralleles Paar

e

Behauptung. Das parallele Paar (€ - 4, ¥ a) ist ein G-gespaltenes Paar.

Beweis der Behauptung. Nach Anwendung von G wollen wir ein Diagramm der folgenden
Form erhalten:

GFa
— i d
GFGFA <— GFA == D
~_ §

Gera

Die offensichtlichen Wahlen wiren d = a und s = 14 sowie t = ngg4. Und in der Tat: Diese
Wahl funktioniert. Wir priifen die notwendigen Eigenschaften.

1. Nach den Einheitsdreiecken fiir Monaden gilt
Geraot =(GeF)a o igra = pa O Ngra = pa © (- GF )a0 = (on-T)u = id.

2. Wir haben mit 7 eine natiirliche Transformation. Insbesondere kommutiert folgendes
Diagramm:

NGgFA

GFA — GFGTFA

I Jgre

A—" 5 GFA

3. d o s = id: Nach dem Einheitsdreieck fiir T-Algebren haben wir a o 74 = id,4.
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4. d o Gega Zdo G7F 4: Das Assoziativitiatsdiagramm fiir 7-Algebren sagt aus, dass das
Diagramm

FGFGA % GFA

\LIIA \La
GFA —— A
kommutiert. Damit giltaoc GFa =aouy =ao GeFa = ao Gera.

Also ist die Behauptung bewiesen. O

Da wir nun ein G-gespaltenes Paar gefunden haben und & nach Annahme Differenzkokerne
derselben besitzt, gibt es also einen (bis auf eindeutige Isomorphie eindeutigen) Differenzko-
kern (D,d) in . Wir setzen W(A, a) := D und k(4 ) = d.

Wie verfahren wir mit Morphismen? Sei f : (A,a) — (B,b) in %". Das heiBit, die folgen-
den Diagramme kommutieren — das linke nach Definition, das rechte nach Anwendung des
Funktors ¥ :

GFA — A FGFA —5 FA
GF. f\L \Lf ' FGF fl \LT !
GFB —> B FGFB —— FB

Nun sind wir beinahe am Ziel. Unter Verwendung von ¥ erhalten wir folgendes Diagramm:

(eF ) KAg
FGFA ?; FA —2% Y(A,a)

TQTf\L Ff
Fb KB.b)
FGF B %; FB — ¥(B,b)

Sowohl das innere als auch das duflere linke Quadrat kommutieren.

Damit wissen wir, was noch zu tun ist: (A, a) ist ein Differenzkokern, d.h. es geniigt, zu
zeigen, dass wir W(B, b) auf natiirliche Weise zu einem Kokegel des oberen parallelen Paares
machen konnen. Dann nimlich gibt es genau einen Pfeil W(A,a) — Y(B,b), der die entste-
henden Diagramme kommutativ macht.

Die offensichtliche Wahl fiir einen Pfeil #A — W(B, b) konnen wir jetzt ablesen: Wir nehmen
schlicht kgp) o F f und zeigen, dass kg 0 Ffo(e-F)a = kapp o F f o Fa gilt.

Da weiters € : ¥ G — id eine natiirliche Transformation ist, kommutiert folgendes Diagramm:
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FGFA — FA

FGF f)l \L¢f

FGFB — B

Damit gilt
kppyoF fo(e-Fla=kpno(€-FlpoFGF f=kpnoFboFGFf=kpnoFfoFa
wie gewiinscht.

Wir erhalten den eindeutigen Pfeil ¥ f : W(A, a) — Y(B, b) wie in folgendem kommutativem
Diagramm:

FGFA —=X FA — Y(A,a)

|
\ 1NYf
v

¥Y(B,b)
Nach Definition ergibt sich sofort, dass die Identitidtsgleichung fiir Funktoren W(id) = id erfiillt
ist.

Wir miissen noch priifen, ob W(g o f) = Wg o W f gilt.

Nimm also Pfeile (A, a) i) (B,b) 5, (C,c) aus €. Betrachte das Diagramm

(eF)a Kira
FGFA ——= FA ——— ¥(A,q)

Fa N
FGF. fl ¥ fl a ‘I’f\L AN
\

eF

(eF)p KBb
TQ?B??B —2 5 W(B,b) |3 ¥gof

I
FGF g\L F. g\L Ell ‘{/g\L )
L/

KC.o

(eF)
FGFC Tﬁ FC —“ 3 W(C,c)
Dann gilt:
P(g)o¥(f)okma = V(@) oKy oF f = KicooF §oF f = kicooF (g0 f) = ¥(go flokua.
Aufgrund der universellen Eigenschaft des Differenzkokerns muss dann W(g)oW(f) = W(go f)

sein. Also ist ¥ : €7 — 2 ein wohldefinierter Funktor.

Fiir den Rest des Beweises miissen wir zeigen, dass ¥ zu @ linksadjungiert ist. Wir verwenden
die Charakterisierung aus unserem ersten Abschnitt. Also benoétigen wir natiirliche Transfor-
mationen

n :id - oY
€ YD —id
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fiir die die iiblichen Dreiecksidentititen gelten sollen.

Wir beginnen mit €. Was ist Y®D? Da ®D = (GD, (Ge€)p) ist, erhalten wir mit Y®D einen
Differenzkokern in der ersten Zeile des folgenden noch zu erlduternden Diagrammes:

©Fgn on
FGFGD mﬁg FGD — s W(GD, Gep)

€D |
D 13le,

\l/
D

Wir haben bereits eine natiirliche Transformation € : ¥ G — id. Also ist (D, €p) ein guter Kan-
didat fiir einen Kokegel iiber dem obigen parallelen Paar. Da W(GD, Gep) ein Differenzkokern
ist, erhielten wir in diesem Falle sofort einen eindeutigen Pfeil als €, wie oben.

Dafiir ist also nur zu zeigen, dass €p o F Gep = €p o (€ - F )gp ist. Das ist aber gerade gegeben,
weil € eine natiirliche Transformation ist und somit folgendes Diagramm kommutiert:

FGFGD 22 ¥GD

(FQED\L \LED

FGD —— D

Dann ist jetzt zu zeigen, dass €’ in der Tat eine natiirliche Transformation darstellt. Nimm also

f:D—->D.
/_ED\

FGFGD ——= FGD ——— ¥(GD,(Ge)p) — D

Tg?fgfl lffgf \La! YGf \Lf

FGFGD ———= FGD' —2 3 W(GD',(Ge)y) —2—> D'
Wie zuvor geniigt es, €,¥G f = f o €, zu zeigen, um mithilfe der universellen Eigenschaft des

Differenzkokerns «gp die Kommutativitit des rechten Quadrats zu zeigen. Aber die Gleichheit
erfolgt sofort mit der Natiirlichkeit von € (fiir die zweite Gleichung):

foepokgpn=foep=€ep oFGf =€ 0kgp o FGf =€y 0 YGSf o kgp.

Damit ist € eine natiirliche Transformation.

Wir kommen zu ° : idy,r — ®Y. Wir beginnen auch hier mit Objekten. Sei (A, a) € €.
Dann ist W(A, a) ein Differenzkokern von ((€ - )4, F a). Nach Anwendung von G erhalten
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wir vielleicht keinen Differenzkokern mehr, aber sicher immer noch einen Kokegel von ((Ge -
F)a, GF a). Das letztere parallele Paar besitzt den Differenzkokern (A, a). Dies wissen wir,
weil wir gezeigt hatten, dass ((€ - )4, 7 a) ein G-gespaltenes Paar ist. Damit bekommen wir
folgendes Diagramm:

(GeT)
GFGFA —= GFA ——> A

GFa |
13! Maa)
GKaa ~

Gg¥A,a)

Jetzt miissen wir noch zeigen, wie diese Wahl von 1" auf Morphismen arbeitet und dass wir in
der Tat eine natiirliche Transformation erhalten. Nimm also einen Morphismus (A, a) — (B, b)
und betrachte folgendes Diagramm:

GKA.a)

GFA == A —5 G¥(A, a)

1A
\Lg?f \Lf \LQ‘P f

nB
GFB S B —— G¥(B.b)

\_/

GK(B.b)

Wir haben a o g4 = id4 und b o g = idp.

Wir bemerken
GYfonyoa=GYfoGky=GW¥foky) =GkpoF[f)=GkpoGF [ =nzoboGFf.

Alsoist G¥fon,oca=nzoboGF f.

Komponieren wir von rechts mit 74, so erhalten wir
G¥Yfonmy=G¥Yfonjoacns=nzoboGF fonya=mnzo foaon=ngof

wie gewlinscht.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass die beiden Transformationen die Dreiecksidentititen fiir
Adjunktionen erfiillen. Da wir zuvor sehr ausfiihrlich mit jeder der notigen Eigenschaften
hantiert haben, sei dies hier dem Leser iiberlassen. O

Bemerkung 5.2.2. Der zu ® linksadjungierte Funktor ist eindeutig bis auf natiirliche Isomor-
phie. Daher werden wir von der im Beweis angegebenen konkreten Konstruktion immer dann
Gebrauch machen konnen, wenn wir den Funktor ¥ verwenden wollen.

Nach diesem aufwendigeren Beweis des Lemmas folgt der restliche Beweis des Satzes:
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Lemma 5.2.3. Sei alles wie im vorangegangenen Lemma 5.2.1. Sei ¥ der zu @ linksadjun-
gierte Funktor. Nun gelte zusitzlich, dass der Funktor G Differenzkokerne von G-gespaltenen
Paaren erhalte. Dann ist die Einheit " : id,» — ®Y¥ ein Isomorphismus.

Beweis. Sei (A, a) eine T-Algebra. Dann betrachte folgendes Diagramm:

NGFA

YN

€

GFGFA ?FA GF A # A

™
AR
GKA.a) I

G¥A,a)

Nun ist (W(A, a), k4.4) €in Differenzkokern des G-spaltenden Paares (e4, Fa) . Also ist mit
(GY(A, a), Gka) ein Differenzkokern des Paares (Gera, GF (a)) gegeben. Ergo gibt es genau
einen Pfeil v(4 4 wie im Diagramm, sodass die Gleichungen a = v4 4 0 Gky = va o1, 0a
gelten.

Weil a ein Epimorphismus ist (zur Erinnerung: Mit Rechtsinversem 7,), haben wir also die
Gleichheit v4 o 77/, = idy.

AuBerdem ist nun Gky = 1y o a = 17, 0 v4 o Gks. Da auch Gk, ein Epimorphismus ist, ist also
N4 © Viaa = gy q). Also ist i, ein natlirlicher Isomorphismus. O

Lemma 5.2.4. Sei alles wie im vorangegangenen Lemma 5.2.3. Aulerdem gelte zusétzlich,
dass G Isomorphismen reflektiere. Dann ist die Koeinheit €’ : Y® — idp ein Isomorphismus.

Beweisskizze. Betrachte das folgende Diagramm:

GF GF GA (Z% GFGA &% Gwga

F Gea
%EALT% g
GA

Verwende, dass Gkga wegen der Erhaltungseigenschaft von G und Ge, als Strukturmorphis-
mus der Algebra (GA, Ges) beide Epimorphismen sind und verfahre wie im vorangegangen

Beweis mit Ge, = Ge, © GKga ga) Und Gkga = n’g 4 © Gés. O

Damit ist schlieBlich auch der Satz von Beck bewiesen, weil es sich somit bei ® um eine
Kategorienidquivalenz handelt. O
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6. Ausblick und einige Anwendungen

6.1. Vorbemerkung

Der folgende Abschnitt dient unter anderem als Motivation fiir unsere bisherige Diskussion,
insbesondere fiir Monaden und den Beckschen Monadizititssatz. Aus Platzgriinden ist eine
ausfiihrliche Behandlung der meisten Themen nicht moglich; wir werden uns daher erlauben,
im folgenden weniger rigoros und ausfiihrlich zu sein als bisher und auf einige Beweise zu
verzichten.

Dem geneigten Leser, der sich fiir weitere theoretische Eigenschaften monadischer Funktoren
interessiert, sei vor allem die Lektiire des Abschnitts 3.4 aus [BWO0S, 103 ff.] empfohlen.

6.2. Das kanonische Gegenbeispiel

Proposition 6.2.1. Der Vergissfunktor Topr — SET ist nicht monadisch.

Beweis. Wire der Vergissfunktor monadisch, so miisste er Isomorphismen reflektieren. Das
hieB8e aber, dass jede bijektive stetige Abbildung ein Homdomorphismus sein miisste. Das ist
bekanntermafen inkorrekt. Nimm zum Beispiel die offensichtliche Abbildung ([0, 1], Z5,,) —
([0, 11, F},4), die die Identitdt der zugrundeliegenden Mengen ist. Diese Abbildung ist stetig
und bijektiv, aber jede echte offene Teilmenge @ # U # X ist nichtoffen in [0, 1] und die
Abbildung somit kein Homdomorphismus. O

Der Beweis legt die Vermutung nahe, dass der Vergissfunktor fiir die Kategorie kompakter
Hausdorffraume monadisch sein konnte, da fiir ihn das Gegenargument gerade nicht funktio-
niert. Dies wird im nichsten Unterabschnitt bewiesen.

6.3. Kompakte Hausdorffraume und Prétopoi

Betrachte den Vergissfunktor G : CetHaus — Set, wobei CprHaus die iibliche Kategorie
kompakter Hausdorffraume ist.

Proposition 6.3.1. Der Funktor G ist monadisch.?!

Beweis. Wir verwenden den Satz von Beck. Zuerst ist zu zeigen, dass G einen linksadjungier-
ten Funktor besitzt. Dazu definieren wir den Funktor  : SET — CprHaus, indem wir Mengen
X auf die Stone—Cech—Kompaktiﬁzierung des topologischen Raumes (X, 7 giscr) schicken und
die Bilder von Morphismen auf die natiirliche Weise wihlen. Als Konsequenz der Definition
der Stone-Cech-Kompaktifizierung ist dieser Funktor zu G linksadjungiert.

21Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [BJO8, 182 f.]. Wir hingegen folgen hier [TSBv17].
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Zweitens ist zu priifen, dass G Isomorphismen reflektiert. Das ist aber gerade dazu dquivalent,
dass eine bijektive stetige Abbildung zwischen kompakten Hausdorffraumen ein Homéomor-
phismus sein muss. Letzteres ist korrekt.

Also bleibt noch die dritte Beckbedingung. Betrachte ein G-gespaltenes Paar (f, g) von X nach
Y in CptHAus. Sei h : Y — Z der zugehorige Differenzkokern in Top. Dieser hat die Form
eines Faktorraums des kompakten Raumes Y und ist damit selbst kompakt. Damit geniigt es,
zu zeigen, dass Z ein Hausdorffraum ist. Hierfiir sieche man Abschnitt 3 in [TSBv17, vom
15.06.2017]. O

Mithilfe dieses Resultats werden wir nun zeigen, dass CpTHAus ein Prdtopos ist. Hier ist nicht
der Platz, um in eine Diskussion der konkrete Bedeutung von Préitopoi und dem spezifischeren
Konzept eines Topos einzutreten. Selbst eine einfithrende Diskussion ist auf wenigen Seiten
und ohne weitere Vorarbeit kaum zu leisten. Wichtig ist hier daher nur, dass (Prd)Topoi von
groBer Niitzlichkeit sind — nicht nur in der algebraischen Geometrie, woher sie urspriinglich
stammen, sondern auch in der kategoriellen Logik. Fiir eine umfangreiche Einfiihrung in Topoi
siche man Kapitel 2 aus [BWOS, ab S. 62] bzw. Kapitel 7 fiir eine kurze Diskussion von
Pritopoi und ihrer Bedeutung in der mathematischen Logik. Fiir einen schnellen Uberblick
siche man zum Beispiel [SCS*17] und fiir eine Diskussion der Geschichte der Topostheorie
[McL90].

Um Pritopoi definieren zu konnen, bendtigen wir einige Begriffe, die auf den Leser womdg-
lich etwas technisch wirken werden. Der Vollstindigkeit halber geben wir hier saubere Defi-
nitionen, aber fiir die meisten der Begriffe wird ein mehr oder minder intuitives Verstindnis
geniigen.

Definition 6.3.2 (Kernpaar). Sei f : X — Y ein Morphismus einer beliebigen Kategorie %
Ein Kernpaar von f besteht aus den beiden Morphismen nach X des Faserprodukts X Xy X in
Bezug auf das parallele Paar (f, f) von X nach Y.

Definition 6.3.3 (reguldrer Epimorphismus, regulirer Monomorphismus). Ein Morphismus
f + X — Y heillt reguldrer Epimorphismus, falls f ein Kolimit eines beliebigen parallelen
Paares ist. Analog heillt f reguldrer Monomorphismus, wenn f ein Limit eines beliebigen
parallelen Paares ist.

Proposition 6.3.4. Ein regulirer Epimorphismus ist ein Epimorphismus im normalen Sinne,

also rechtskiirzbar.

Beweis. Sei fi, f» : X — Y ein paralleles Paar. Sei (D, d) ein Kolimit. Wir zeigen: d ist ein
Epimorphismus. Sei ndmlich g,4 : D — E ein paralleles Paar mit god = hod =: a. Nun ist
(E, a) ein Kokegel von (f1, f>). Also gibt es genau einen Morphismus ¢ : D — E mitpod = a.
Aber sowohl g als auch /4 sind solche Morphismen. Damit ist bereits g = h. O

Proposition 6.3.5. Sei f : X — Y ein Morphismus, fiir den ein Kernpaar existiert. Dann ist f
ein reguldrer Epimorphismus genau dann, wenn f das Kolimit des Kernpaars ist.

Beweis. Siehe [Tay99, Lemma 5.6.6]. ]
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Definition 6.3.6 (regulidre Kategorie). Eine vollstindige Kategorie ¢ heilit reguldir, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Jedes Kernpaar besitzt einen Differenzkokern in &,

2. Fiir jedes kartesische Diagramm

A— X
ol
B——Y
gilt: Ist g ein reguldrer Epimorphismus, so ist auch f ein solcher.

Bemerkung 6.3.7. Der fiir unsere Intuition wichtige Aspekt reguldrer Kategorien ist, dass
jeder Morphismus eindeutig in einen reguldren Epimorphismus gefolgt von einem Monomor-
phismus faktorisiert werden kann.

Proposition-Definition 6.3.8 (Unterobjekt). Sei X ein Objekt in einer Kategorie 4. Mono-
morphismen i : U — X und j : V — X heillen dquivalent (auch: isomorph), falls es einen
Isomorphismus k : U — V gibt, sodass i = jk ist. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Ein Unter-, Teil- oder Subobjekt von X ist eine Aquivalenzklasse K von Monomorphismen
i:U - X.

Beweis. Dass die obige Relation eine Aquivalenzrelation ist, rechnet man direkt nach. O

Konvention 6.3.9. Fiir ein Unterobjekt K von X und einen gewihlten Reprisentanteni : U —
X sprechen wir auch kurz von U oder i als einem Unterobjekt von X.

Bemerkung 6.3.10. Betrachten wir Unterobjekte von X x X, so betrachten wir also Aquiva-
lenzklassen von Morphismen i : R — X X X. Die Angabe solcher Morphismen ist aufgrund
der universellen Eigenschaft des Produkts dquivalent zur Angabe von Paaren von Morphismen

(p1,p2) mit p1,p, : R — X.

Beispiel 6.3.11. Unterobjekte in SET konnen gerade mit Teilmengen identifiziert werden; sol-
che in Gre mit Untergruppen; solche in R — Mop mit Untermoduln, solche in Rn¢ mit Unter-
ringen.

Beispiel 6.3.12. Monomorphismen gegeben durch die Inklusion von Unterrdumen zusammen
mit der induzierten Topologie sind gerade reguldre Monomorphismen von Top. Betrachte aber
zum Beispiel den Morphismus id : R, — R von den reellen Zahlen mit der diskreten To-
pologie auf die reellen Zahlen mit der iiblichen Topologie. Diese Abbildung ist stetig und ein
Monomorphismus in der Kategorie Top. Dennoch ist sie nicht durch einen Unterraum indu-
ziert. Also ist in Top ein Unterobjekt nicht das gleiche wie ein Unterraum mit der induzierten
Topologie.

Definition 6.3.13 (vollstindige Kategorie). Eine Kategorie 4 heilit vollstindig, wenn alle
Limits kleiner Diagramme in % existieren.
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Definition 6.3.14 (Kongruenz??). Sei ¢ eine vollstindige Kategorie und X € % ein Objekt.
Eine Kongruenz(relation) auf dem Objekt X besteht aus einem Unterobjekt i : R — X X X mit
den zugehorigen Morphismen py, p, : R — X und Morphismen r, s, ¢, fiir die gilt:

1. Reflexivitdt: Der Morphismus r : X — R ist ein gemeinsames Rechtsinverses von p;
und p,,

2. Symmetrie: Der Morphismus s : R — R vertauscht p; und p,: p;s = p, und p,s = py,

3. Transitivitdt: Wir haben einen Morphismus 7 : R Xy R — R, wobei R Xx R durch das
folgende kartesische Diagramm gegeben ist:

RxyR —Z3 R

o] lpl

R—— X

Seien 7y, m, : X X X — X die Projektionen. Dann gelten die Gleichungen p; = myi bzw.
P2 = i sowie p1q; = pit bzw. pagr = pat.
Bemerkung 6.3.15. Fiir unser Verstindnis soll geniigen, dass es sich bei Kongruenzen um
verallgemeinerte ,,interne‘ Aquivalenzrelationen handelt: Intern bedeutet hierbei, dass wir den

aus SEr stammenden Begriff innerhalb der Kategorie 4 selbst formulieren konnen (und nicht
als Metabegriff von auflen).

Lemma 6.3.16. Jedes Kernpaar ist eine Kongruenz.

Beweis. Ubung. O

Definition 6.3.17 (Barr-exakte Kategorie*}). Eine regulire Kategorie 4" heit Barr-exakt,
wenn jede Kongruenz ein Kernpaar ist.

Definition 6.3.18 (extensive Kategorie?*). Eine Kategorie € hei}t endlich extensiv, falls sie
endliche Koprodukte enthilt und fiir beliebige Objekte X,Y € % der Koprodukt-Funktor
CIXXE]Y - €/(X 1Y) eine Kategoriendquivalenz ist. Fiir eine Kldrung unserer Kon-
ventionen in Bezug auf Kommakategorien wie 4’/ X siehe Anhang A.

Die Kategorie ¢ heilt infinitdr extensiv, falls sie kleine Koprodukte enhilt und fiir jede kleine
Familie (X;);c; von Objekten der Koprodukt-Funktor I1,.;4/X; — € /(L X;) eine Kategori-
eniquivalenz ist.

Eine Kategorie bezeichnen wir auch kurz als extensiv, falls sie endlich extensiv ist. Dies ist
die iibliche Konvention.

Beispiel 6.3.19. Die Kategorie SET ist extensiv.

22Siehe [BvS*17].

23 Abschnitt 1 aus [TCS*17, vom 27.06.2017].

24 Abschnitt 2 aus [STB*17, vom 27.06.2017]. Dort finden sich auBerdem drei dquivalente Charakterisierungen
der gegebenen Definition.
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Bemerkung 6.3.20. Der programmatische ,,Slogan* fiir extensive Kategorien ist zu finden in
[CLW93, 149] und lautet: ,,An extensive category is one in which sums exist and are well-
behaved.*

Definition 6.3.21 (Priitopos®®). Ein Prdtopos ist eine Kategorie, die sowohl Barr-exakt als
auch extensiv ist.

Proposition 6.3.22 (Monadizitit impliziert Barr-Exaktheit*®). Sei % eine regulire, respektive
Barr-exakte Kategorie in welcher reguldre Epimorphismen spalten. Sei 7 eine Monade. Dann
ist " eine regulire, respektive Barr-exakte Kategorie.

Beweis. Siehe [TCS™17, Theorem 2.6]. O

Korollar 6.3.23. Ist G : ¥ — % ein monadischer Funktor, und ist 4" wie im vorigen Lemma
mit reguldr bzw. Barr-exakt, dann ist ¢ regulér, bzw. Barr-exakt.

Korollar 6.3.24. Ist G : 2 — SEr monadisch, so ist ¥ Barr-exakt.
Damit erhalten wir sofort fiir CprHAus eine der beiden Bedingungen fiir Pritopoi:
Korollar 6.3.25. Die Kategorie CerHAus ist Barr-exakt.

Diese Strategie funktioniert auch noch fiir eine Reihe weiterer Kategorien. Wir betrachten
folgendes Beispiel:

Proposition 6.3.26. Der Vergissfunktor G : GRp — SET ist monadisch.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum vorangegangenen. Siehe zum Beispiel [Berll, 12
f.]. O
Mithilfe unseres vorigen Korollars folgt damit sofort:

Korollar 6.3.27. Die Kategorie GRre ist Barr-exakt.

Kehren wir zuriick zur Frage, ob CerHAus sogar ein Pritopos ist. Dafiir ist nur noch zu zeigen:
Proposition 6.3.28. Die Kategorie CpTHAus ist extensiv.

Beweisskizze. Koprodukte in der Kategorie Top der topologischen Riume sind gegeben durch
disjunkte Vereinigungen. Damit ist klar, dass Top eine extensive Kategorie ist. Koproduk-
te in CprHaus sind, wie man leicht priift, einfach durch die Stone-Cech-Kompaktifizierung

disjunkter Vereinigungen gegeben. Damit zeige man die definierende Eigenschaft extensiver
Kategorien. O

Satz 6.3.29. Die Kategorie CprHAus ist ein Pritopos.?’

Beweis. Definitorische Konsequenz mit Proposition 6.3.28 und Korollar 6.3.25. m|

25Fiir eine kurze Einfithrung in den Begriff, siehe [SHC*17, 21.06.2017].
26Theorem 2.6 aus [TCS*17, vom 27.06.2017].
27Siehe auch [TSBv17, 21.06.2017].
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6.4. Abstieg

Dieser Unterabschnitt widmet sich einer kurzen Diskussion topologischen Abstiegs. Es stellt
sich im Anschluss daran heraus, dass man eine Verallgemeinerung der zugehorigen Theorie
mit dem Begriff von monadischen Funktoren formulieren kann: Eine umfangreiche Einfiih-
rung in Abstiegstheorie findet sich in [BLR90, Kapitel 6]. Dieser Abschnitt entstammt groB-
tenteils [JT94].

Wir setzen an dieser Stelle eine Vertrautheit mit grundlegenden Begriffen der algebraischen
Geometrie voraus. Der Vollstindigkeit halber erinnern wir uns an die Definition einer Garbe:

Definition 6.4.1 (Garbe). Eine Priagarbe ¥ auf X ist eine Garbe, wenn fiir alle offenen Teil-
mengen U C X und alle offenen Uberdeckungen U = | J;.; U; das Objekt 7 (U) via Restriktion
isomorph ist zum Limit des folgenden Diagramms:

[1F W) j [1FW,NU)

i€l i,jel
Dem Leser sollte bekannt sein, wie sich diese Definition iiber die Verklebung lokal definierter
Funktionen motivieren lidsst. Zur Erinnerung betrachten wir noch ein Beispiel:

Beispiel 6.4.2. Sei C die Garbe der reellwertigen stetigen Abbildungen: Fiir beliebige offene
Teilmengen U eines topologischen Raumes X ist dabei CU = {f : U — R stetig} und die
Restriktionsmorphismen sind gerade die Restriktionen von Abbildungen auf Unterrdume. Sei
U in X offen und (U,),c; eine offene Uberdeckung von U. Ist eine Kollektion stetiger Abbil-
dungen f; : U; — R gegeben, die fiir alle i, j € I die Bedingung fily.nu; = fjlu,nu; erfiillen, so
konnen wir diese bekanntlich zu einer stetigen Abbildung f : U — R verkleben. Umgekehrt
ist jede Funktion die Verklebung ihrer Restriktionen f],.

Motivation 6.4.3. Die Aufgabe, lokal gegebene Information zu globaler Information zu ,,ver-
kleben®, lisst sich auch in anderen Kontexten stellen: Zunéchst fragen wir statt nach Abbil-
dungen B — R nach stetigen Abbildungen X — B. Also arbeiten wir in Top/B. Uberdecke
B mit offenen Teilmengen B;. Nehmen wir nun f : X — B, so lisst sich die Frage stellen, ob
sich f durch eine Kollektion von Abbildungen f; : X; — B; beschreiben ldsst und umgekehrt,
unter welchen Umstidnden eine solche Kollektion zu einer Abbildung X — B verklebt werden
kann.

Unser Ziel fiir dieses Kapitels ist, eine angemessene Verallgemeinerung mithilfe unserer Mo-
nadentheorie zu formulieren.

Bevor wir uns mit diesem Spezialfall aber nidher auseinandersetzen, kommen wir zu einer all-
gemeineren Behandlung der Idee, die Kategorie Top/ B zu betrachten. Der folgende Abschnitt
folgt [JT94] und wir verzichten auf Beweise.

Definition 6.4.4. Sei B ein topologischer Raum. Sei E eine Kollektion stetiger Funktionen,
die unter Komposition mit Homdomorphismen abgeschlossen ist. Dann notieren wir die volle
Unterkategorie von Top/B, deren Objekte aus E stammen, als E(B). Wir bezeichnen E(B) als
Kategorie der E-Biindel iiber B und B als Basis- oder Grundraum.
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Der niéchste Schritt ist nun, den Grundraum B durch eine ,,Erweiterung® durch einen Raum
E iiber B zu ersetzen, um anschlieBend die Biindel {iber B via Biindel iiber £ mit gewissen
zusitzlichen Daten — den so genannten Abstiegsdaten — zu beschreiben.

Konstruktion 6.4.5. Sei p : E — B eine stetige Abbildung und sei (C,y) ein E-Biindel iiber
E. Dann ist das Faserprodukt E Xp C auf natiirliche Weise ein Unterraum des Produktraums
E x C,da E X C = {(x,c)|p(x) = py(c)}. Fiir beliebige x,y € E mit p(x) = p(y) haben wir
kanonische Einbettungen

Jxy - y_ly — EXgC,c (x,0).

Entsprechend ist
ExsC= )ity
x,yeE
Definition 6.4.6 (Abstiegsdatum). Ein Abstiegsdatum fiir (C,7y) relativ zu p ist gegeben durch
eine Familie von Homdomorphismen
fx,y . }/_1)6 - 7’_1)’,

wobei x,y aus E sind und p(x) = p(y) ist, sodass die folgenden Bedingungen gelten:

1. Funktorialitéit: Fiir alle x, y, z der selben p-Faser haben wir &, , = id und &, ; = &, ; 0 &y

2. Verklebung: Fiir alle x, y € E mit p(x) = p(y) ist die eindeutige Abbildung & : E xzC —

E Xxp C stetig, die folgendes Diagramm kommutativ werden lasst:

Exy _
ylx —— vyl

| |

EXBCTEXBC

Hierbei ist € explizit gegeben durch (y, ¢) - (y(c), &,(0)).

Bemerkung 6.4.7. Man konnte die obigen Bedingungen auch einfach von einer Familie be-
liebiger Abbildungen &, , verlangen. Wegen Bedingung 1. besitzen sie alle eine Umkehrab-
bildung, die bereits aus der Familie stammt, und wegen 2. sind sie alle stetig. Damit sind sie
bereits Homdomorphismen.

Proposition-Definition 6.4.8. Nimm als Objekte E-Biindel {iber £ zusammen mit Abstiegs-
daten (C, y, £) und als Morphismen 4 : (C,vy,&) — (C’,y’, &) nimm Morphismen 4 : (C,y) —
(C’,y") von E, die mit den Abstiegsdaten kompatibel sind, das heil3t fiir beliebige x,y der
gleichen p-Faser und ¢ € y~'x muss gelten: A€, ,(c)) = &y (h(c)).

Dies ist eine Kategorie, die wir mit Desg(p) notieren.
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Proposition-Definition 6.4.9. Ist E unter Bildung von Faserprodukten entlang p stabil, so
haben wir mit der Zuordnung von Morphismen f + idg Xz f einen Funktor

p*E(B) — E(E).

Wir bezeichnen ihn als Pullback-Funktor.

Dieser kann zum sogenannten Vergleichsfunktor
D’ E— DesE(p)’ (A’ a) = (E XB Avﬂ-]’(;)

mit der natiirlichen Projektion 7, : E Xz A — E, gehoben werden.

Bemerkung 6.4.10. Unter gewissen Stabilitdtsbedingungen (,,descent stability*, siehe [JT94,
Theorem 1.10, 256]) existiert ein zum Vergleichsfunktor linksadjungierter Funktor.

Das soll als Ubersicht vorerst geniigen. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion siehe [JT94, 249-
257].

Wir kehren des besseren Verstindnisses halber zu unserem zuvor angesprochenen Spezialfall
6.4.3 zuriick.

Nimm einen topologischen Raum B mit einer offenen Uberdeckung (U;),c;. Weiters sei ein
Raum (A, @) tiber B gegeben. Unsere Frage von zuvor lautete: Konnen wir diesen Raum durch
Riume (E;,y;) tiber den U; beschreiben?

Ein erster Schritt ist, statt mit Restriktionen mit Pullback zu arbeiten und die Zuordnung

@,0) - | | W,e™' W) - U

zu betrachten.

Damit bekommen wir ein Diagramm (ohne etwas iiber dessen Kommutativitit auszusagen!),
das dem definierenden Diagramm fiir Garben stark dhnelt:

Tor/B — []Tor/U; —= [] Tor/(U; N U))
i€l i,jel

Bei Garben fordern wir die Gleichheit der Restriktionen auf Schnitten U;NU ;. Unser Analogon
hierzu besteht darin, geeignete Isomorphismen zu verlangen: Zusitzlich zu Pullbacks entlang
den U; fordern wir Homdomorphismen iiber U; N U; mit & ; : y;'(U; N U;) — y]‘.l(Ui nU)),
sodass fiir alle i, j,k € I die Gleichungen ¢;; = id und f;,k o .fffj = fl’ . gelten. Hierbei ist
fl’.fj Ly UiNnU; N UR) — yj‘.l(U,- N U; N Uy) die Restriktion von & ;. Diese Bedingung heift
in Analogie zu jener aus der Kohomologie-Theorie Kozykel-Bedingung. Das ist es aber genau,
was wir von Abstiegsdaten fordern.

Sei nun E = L, U; in Top. Betrachte die Abbildung p : E — B, die durch die Identitét auf
jedem Summanden induziert wird. Dann ist die Kategorie [ [;.; Top/U; dquivalent zu Tor/E.
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AuBerdem haben wir den Pullback-Funktor

p* : Tor/B — Tor/E.

Was geschieht nun, wenn der Funktor p* monadisch ist? Falls das der Fall ist, so ist Top/B
dquivalent zur Kategorie der Eilenberg-Moore Algebren iiber Tor/E. Der Leser priife, dass
sich Abstiegsdaten direkt in Algebren der Monade iibersetzen und die Kozykel-Bedingung
einfach dem Assoziativgesetz fiir Algebren entspricht.

Damit sind wir am Ziel und konnen wie folgt verallgemeinern: Anstatt stetige Abbildungen
p : E — B zu betrachten, konnen wir damit beginnen, einen beliebigen Morphismus p : E —
B in einer Kategorie % mit Faserprodukten zu untersuchen.

Unsere urspriingliche Frage iibersetzt sich dann in die folgende: Fiir welche Morphismen ist
p* : € /B — ¢ /E monadisch?

Ein zweiter Verallgemeinerungsschritt ist, statt wie im vorangegangenen Beispiel die gesamte
Kategorie %’/ B zu betrachten, wie in der ersten gegebenen Konstruktion Kategorien &'(B) von
»Strukturen liber B zu betrachten. Es gibt verschiedene Moglichkeiten das zu formalisieren
(siehe [JT94, 247]), auf die wir hier nicht niher eingehen werden. Fiir unsere Zwecke soll ein
intuitiver Zugang geniigen.

Auch dann konnen wir die Kategorie Dess(p) der Abstiegsdaten relativ zu p definieren und
einen Vergleichsfunktor

®? : £(B) — Dess(p)

finden. Unter gewissen hier unterschlagenen Bedingungen, den so genannten Beck-Chevalley-
Bedingungen, ist dann die Kategorie Desgs(p) zur Eilenberg-Moore Kategorie der Algebren
der zu p* gehorenden Monade dquivalent und @7 ist eine Kategorienidquivalenz genau dann,
wenn p* monadisch ist, womit sich also herausstellt, dass unsere Verallgemeinerung gerade
die richtige Wabhl ist.

Damit haben wir also eine weitere, dieses Mal konzeptionelle, Anwendung unserer Mona-
dentheorie gefunden. Die allgemeinste Formulierung erfolgt im Kontext des so genannten
monadischen Abstiegs®, auf den wir hier nur verweisen.

28Siehe [vSBS17, zuletzt abgerufen am 05.07.2017].
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A. Freie Objekte und Kommakategorien

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige kategorientheoretische Begriffe. Der Abschnitt
dient in erster Linie der Kldarung von Notation und Konventionen.

Proposition-Definition A.0.11. Sei G : 2 — % ein Funktor. Sei X € % ein Objekt. Die
Kategorie der Objekte unter X via G, notiert X/G, besteht aus allen Paaren (Y, f) mit Objekten
Y € & und Morphismen f : X — GY. Morphismen (Y, f) — (Y’, f’) sind gerade Morphismen
g:Y — Y sodass f* = Gg o f. Das heilit, dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

X
| \
GY =+ GV

Komposition ist durch Komposition in & induziert. Dies liefert eine wohldefinierte Kategorie.

Definition A.0.12. Ist G = id4, so schreiben wir X/ Z statt X/G und bezeichnen die Kategorie
als Kategorie der Objekte unter C.

Proposition-Definition A.(0.13. Die duale Konstruktion, in der wir Morphismen f : GY — X
betrachten und die restliche Konstruktion analog durchfiihren, liefert die Kategorie G/X, die
wir als Kategorie der Objekte iiber X via G bezeichnen. Fiir G = id4 schreiben wir /X und
sprechen von der Kategorie der Objekte iiber X.

Bemerkung A.0.14. Es ist moglich, diesen Begriff noch allgemeiner zu fassen. Dafiir nehme
man Funktoren G : 9 — € sowie H : & — €. Die Kommakategorie G/H ist dann wie
folgt definiert: Objekte sind alle Tripel (X, Y, f), wobei X € Z und Y € & Objekte sind und
f : GX — HY ein Morphismus aus % ist. Morphismen (X, Y, f) — (X', Y’, f’) sind dann
gerade Paare (g, h) aus Morphismen g : X — X’ und h : Y — Y’, sodass Hho f = ' o Gg ist.
Also kommutiert folgendes Diagramm:

6x —%5 gx’

L

Die Kategorien der Objekte iiber und unter X ergeben sich hieraus jeweils als Spezialfall, in-
dem man genau einen der Funktoren G, H als Identitéit und den Definitionsbereich des jeweils
anderen Funktors als terminal wihlt.

Abschlielend wiederholen wir den Begriff des freien Objekts.

Definition A.0.15. Sei G : ¥ — ¥ ein Funktor und C ein Objekt von %'. Ein freies -Objekt
von C hinsichtlich G ist ein Objekt D aus 7, fiir welches es einen Morphismus f : C — GD
gibt, sodass (D, f) ein initiales Objekt der Kommakategorie A/G ist. Das heil3t, fiir alle Paare
(D, fHYymit D’ € Y und ' : C — GD gibt es genau einen Morphismus g : D — D’ mit
Gg@of=r.
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Bemerkung A.0.16. Dieser Begriff ist vor allem dann von Belang, wenn es sich bei G um
einen Vergissfunktor handelt — das ist der Fall, fiir den die meisten gewohnlichen freien Ob-
jekte definiert sind: Man denke an freie Halbgruppen, Gruppen, Moduln und so weiter. Da aber
der Begrift Vergissfunktor nicht formalisiert ist, ist es sinnvoll, freie Objekte fiir allgemeine
Funktoren zu definieren.
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