Chapitre IV

Le flot
des applications faiblement harmoniques

en dimension deux
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FLOT DES APPLICATIONS HARMONIQUES
EN DIMENSION DEUX

Tristan RIVIERE

Résumé: On prouve un résultat d’existence, d’unicité et de régularite partielle pour les

solutions faibles du flot des applications harmoniques en dimension deux.

I.Introduction

Soit © un domaine borné régulier de IR?; pour tout entier m > 1 on note:

HY(Q,5™ 1) = {u € H'(Q,R™) tel que |u(z)| =1 p.p. dans 2} (1)

Pour u € HY(Q,5™ 1), E(u) désigne I’énergie de Dirichlet: E(u) = / |Vul|? dz dy.
Q
On appelle application harmonique de  dans S™~! tout élément de H @, 8™1), point

critique de F pour les variations suivantes:

u est harmonique si: V¢ € C5°(£;IR™) %E (%E%) =0 (2)
|t=0

une telle application vérifie alors ’équation:

—Au = u|Vu|> dans D'(Q) (3)

Nous nous intéressons ici au flot de la chaleur associé, c’est & dire aux applications vérifiant,

pour 0 < T < oo I’équation :

9u _
ot

pour des conditions au bord et initiales données:

Au = u |[Vul|* dans D'(]0, T[xQ) (4)

u(z,t) = y(z) pourt>0et zcd

u(z,0) = UO(CE) pour z € ) (5)
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avec y(z) € H2(8Q, 5™ 1) et u(z) € H'(Q,S™ ).

Le flot des applications harmoniques a été introduit pour la, premiére fois par J. Eells et
J.H. Sampson dans [8]. Dans [10], M.Struwe et dans [3], K.C.Chang (pour le probleme avec
bord) étudient l'existence et l'unicité de solutions de (4) et (5) dans le cas d'un nombre
fini d’explosions.

Pour cela nous introduisons 'espace &:

B u € Hi, ([0,+00) x Q) t.¢. 3 To=0<Ty <...<Th <+ 6
B { t.q. Vi<n—1 uwé€ L}, ([Ti, Tiqr) ¥ W*(Q)) } (©)

Tls obtiennent alors le résultat suivant:

THEOREME 1[10],[3]. Soient «° € H'(2,5™71), ~(z) € C>(9Q,8™1), il existe u €
HY((0,+00)) solution de (4) (5) , vrifiant E(u( ,t)) < E(u®) pour tout t. u est réguliére
sur (0, +00) x Q excepté en un nombre fini de point (zk,t1)k<n. u est Iunique solution de
(4) et (5) dans € . D’autre part il existe C indpendant de u® telle que n < C E(u®).

Remarque : Nous ne donnons pas ici 'énoncé complet du théoréme démontré dans [10] et
[3]: il contient, en plus, des informations sur le comportement asymptotique de la solution

au voisinage de +oo (voir [11]).

Y. Chen, W.Y. Ding ainsi que J.M. Coron et J M. Ghidaglia donnent des exemples,
dans [4], [6] et [7], de solutions du flot en dimension deux ayant des points d’explosion: le

résultat de régularité ci-dessus est donc optimal.

Nous nous interressons dans ce travail & élargir la classe d’unicité £ a une classe plus

grande.

Désormais nous nous placons dans le cas d'une énergie suffisament petite pour que,
comme lindique le théoréme 1, il n’y ait pas d’explosions. D’aprés ce méme théoreme,
dans ce cas il y a unicité de la solution de (4) et (5) dans

H} ([0, +00) x ©) N L}, ([0, +00) x W?*(2)).

loc

Nous montrons ici que, sous ces conditions d’energie initiale petite, I’unicité reste vraie
2

sans supposer u dans L7,

,+0o0) X Q)); précisement notre résultat principal est le
0 wW?22(Q t not ltat pal est 1

suivant:
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THEOREME 2. Il existe a > 0 tel que, pour tout u® dans H'(Q,S™!) vérifiant
E(u®) < a, (4) et (5) admette une unique solution dans H} ([0, +00) x Q) pour laquelle
E(u( ,t)) < E(u®) presque pour tout temps. Cette solution est réguliére sur (0, +o00) x Q.

Un des intérets principaux qui incitait & se placer sur les L7, ([T3, Tiga) < W22((Q))

réside dans le fait que, sur de tels espaces, 'énergie E(u(.,t)) des solutions de (4) est

p . , . T U . L
décroissante en temps: on le vérifie en multipliant (4) par 5 et en intégrant en temps et

en espace. On obtient ainsi:

Wit R B(u(,t) - Bulot) = [ [ (5P dedyae (7

8%y

Oz; Oz

de sens et, sous les seules hypothéses u dans H L. ([0, +00) x ﬁ), pour une energie initiale

Dés lors que nous ne supposons plus € L?((Ty; Tig1) X ) cette opération n’a plus

quelconque, la décroissance de ’énergie en temps est un probléme ouvert.

II Démonstration du théoréeme 2

Nous utiliserons le lemme suivant:

LEMME . Soient f € L2(Q,IR™), v € H?2(8Q,5™ 1) et soit u € H(Q, ™) vérifiant:

—Au = u|Vul|?> + f dans Q
{ u [Vl an ®

u = sur OX2

alors u € H*(Q,5™™1).

Démonstration du lemme:

La démonstration est une adaptation de la preuve de F.Hélein de la régularité des

applications harmoniques entre une surface et une sphere (voir [9]).

Pours,j =1,,m ona divo(u'Vul — v Vul) =ul Aud — ! Au?
=yl fi ol fi

(9)

Comme u' f# — u? f* € L*(Q,IR), soit ¢/ € H?*(Q,R™) la solution de:

{ A¢“ f? —u? f* dans Q (10)

¢ = 0 sur 002
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On a choisi ¢¥ pour que

div(uf Vu? —w! Vu' + V¢i) =0 (11)

1l existe donc b € H1(,R) tel que

ovi _ oul o 9t

By =V % V%% T e 12)

ovii  oul L out | B4Y -
A e, +

9z “ By YV oy T oy

les b% vérifient alors

Oud ObY B Ou’ ObY
Oz Oy Oy Oz

(( )2 + (3 3y CACIR BN
= v |Vu7|2 + Vul Vg

(13)
L’équation vérifiée par u’ peut ainsi s’écrire

=, Oul ObY B Ou’l ObY
036 Oy Oy Oz

Vi=1,m —Au= — Vu.V§ + f (14)

ou encore

Vi=1,.om = Aut=[Vy; VH] = V.V + f° (15)

ol ¢¢ et b' sont respectivement les élements de H*(Q,IR™) et de H'(Q,IR™) suivant:

¢ = (¢N)j=1m et b =(0)j=1,m (16)

T OuI 9 8uj b

et Vqu = 2 5z Oy 8y P

Si finalement on pose [Vu; Vb] = ([Vu; VbY])i=1,m ’équation vérifiée par u s’écrit

{ —Au = [Vu; Vb — Vu.Vé + f dans Q (17)

u =+ sur 02

Soit w un élement de H2(Q,[R™) de trace v sur 8%, posons v = u — w on a alors

(18)

—Av = [Vo; V] = Vu.Vé+ f + Aw + [Vw; Vb dans Q
v=0 sur OQ
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Posomns

F=-VuVé+ f+ Aw+ [Vuw; Vi (19)

comme V¢ € H(Q,R™),pour tout p < +oo0, V¢ € LP(Q,IR™) et donc, pour tout
g <2, VuVé¢e LI(R™).

De la méme facon on vérifie que, pour tout ¢ < 2, [Vw; Vb] € LI(Q;IR™) donc, pour tout
g<2, feLiR™).

Pour p > 1 onnote A™! P'inverse de 'operateur A de W~1?(Q,IR™) dans WP (€, R™).J]

L’équation vérifiée par v s’écrit alors
v=ATY[Vv; VB] + f) (20)

Nous faisons appel maintenant & une methode de décomposition de la partie la moins
réguliére du second membre, utilisée par J.M.Coron [5] pour prouver la régularité des

solutions faibles du probléme des surfaces & courbure moyenne préscrite et inspirée d’un
travail de H.Brezis et T.Kato [2].

Soit ¢ € IR, fixé ultérieurement, et soit b, € C(Q, M™) tels que ||b. —b||gr(a,mmy <
e (M™ désigne les IR matrices carrées m x m) .

Posons b, = b, — b on a ainsi

v+ ATY([Vo; Vb)) = A7 ([Vo; Vo] + f) (21)

Comme pour tout p < 2 [Vuv;Vb.]+ f € LP on a

Vp<4oo  ATN[Vu; Vb ]+ F) € WHP(Q,R™) (22)

Montrons désormais que 'opérateur C : ¢ — ¢+A~1([V¢; Vb,]) est, pour e suffisament
petit et pour p > 2, une bijection de W ?(Q,IR™) dans lui méme.

1" cas: p > 2.

Soit p > 2. Posons U(¢) = A" ([V¢; Vb.]) on a C = Id +U.

1 1

i 1 .. .
Soit g tel que — + 5 = i comme p > 2, LY s’injecte continument dans W1,
p q

101



Soit ¢ € Wy?(Q,IR™); d’aprés Holder on a

NIV é; VBelllze < |IVlIze [[VEe|| 12 (23)

donc d’aprés la remarque précédente [V¢; Vb, € W—1P(Q,R™) et

11V¢; Vllw-10 < C [I[V4; VElIzs < C [IVlIze [Vhellz2 < C e llgllyrs  (24)

Comme A~ envoie continuement W~12(Q,IR™) dans T/VO1 P(Q,IR™), U envoit bien
WaP(Q,IR™) dans W, P(Q,IR™) et |||i]]] < C'e.

Ainsi pour ¢ suffisament petit Id + U est bien une bijection de Wy ?(£2,IR™) dans lui

méme. (¢ depend évidement de p).

2™ cas p = 2.

Pour montrer que C réalise une bijection de W, *(Q,IR™) dans lui méme les estimations
classiques utilisées dans le cas précedent ne marchent plus; on utilise alors la forme tout a
fait particulitre de [V¢; Vb,] c’est & dire:

=\ 0¢ Ob  9g) by
= Oz Oy Jy Oz

[Vé; Vo] = (25)

1=1,,m

On peut alors appliquer le lemme de Wente [12] (adapté au cas d’un domaine borné dans

[1]) a A™Y([V4; Vbe]) ce qui nous donne

AT ([V; Vb.]) € Wo* (4 R™)
(26)
ATV VB w2 < C || Vb2 [Vllz2 < C' e ||Vl

Donc comme dans le cas précédent l'opérateur U applique W, 2(Q,IR™) dans lui méme et

est de norme aussi petite que ’on veut pour ¢ suffisament petit; pour un tel €, C est une
p p b

bijection de W3 2(Q,IR™) dans lui méme .

Ainsi pour ¢ suffisament petit

31 ¢ e WHHQ,R™)  tel que ¢+ ATV VE]) = ATH([Ve; VB + ) (27)
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Ce ¢ est évidement le méme que celui du premier cas, il est donc en particulier dans W(} 5
pour ¢ suffisament petit; naturellement ¢ = v et donc u est dans W,

Ainsi Au € L*(Q;IR™) avec u/sq € H%(aQ,Sm_l) ce qui nous asssure que u est dans
H?(Q,5™1). Le lemme est démontré. A

Soit u solution faible de (4) et (5) dans H*(]0, T[xQ; S™~1) n L]0, T[, H*(Q))
D’aprés Fubini presque pour tout temps % € L*(Q) et u € H(Q) donc d’aprés le
lemme précédent u € H*(Q) et

+1E 5 ) (28)

Ou
5{("@ 73 (50)
L2(Q)

pp-t |u(t)lFze £ C (II [Vu(, ) 1220 +‘

On utilise I'inégalité d’interpolation suivante due a O.A.Ladyzenskaya et N.N Ural’ceva:

soit w ouvert borné régulier de IR? alors

3C'>0 telque YoeW'(w) |ollzs < C' [olids follEn (29)

On I'applique & v = Vu sur w = Q et pour presque tout temps soit:

p.p. t / |Vul* dzdy < C' / [Vu(., ) de dy |[u(.,)][%-
Q Q

<’ ”u”%w(]O,T[,Hl(Q)) (., )3

(30)

(28) et (30) donnent alors

2
u 2
5| dudy + lwnH%(ag))

(31)

en utilisant (31) on ob-

o 0
pp.t (1 -Ccc’ HUHI:w(]o,T[,Hl)) w320y < C (/Q

1
cc'
tient que / |V?u|?dz dy est dans L*([0;T]) pour tout T < +oo. Donc pour tout T <

Q

Ainsi pour E(u°) suffisament petit HuHZLm(]O,T[’Hl(Q)) <

+00o toute solution faible de (4) et (5) vérifiant les hypothéses du théoréme est dans
L3, ([0, 400) x WZZ(Q)); on peut lui appliquer les résultats de Struwe et Chang c’est

a dire le thoréme 1 . Le théoréeme 2 est démontré. A

Je tiens a remercier F.Bethuel pour avoir attiré mon attention sur cette question
et m’avoir fait des suggestions trés intéressantes ainsi que F.Helein pour des discussions

fructueuses.
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