Chapitre III

Infinité des extensions
faiblement harmoniques

pour une donnée au bord
non constante
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Construction d’un dipdle

Tristan Riviére

Résumsé: Soit Q un domaine de IR® et (52, g) une sphére de dimension deux.
On prouve ’existence d’une infinité d’applications harmoniques de { dans
(52, g) pour toute condition au bord non constante donnée.

1 Introduction

Soit O un domaine borné de IR®, soit S? la sphere unité de IR® et (T, k) une
surface homeomorphique & S? munie d’une métrique A. On notera A(X) le
volume de . On peut toujours supposer, en utilisant le Théoreme de Nash-
Moser, que ¥ est immergée isommétriquement dans un espace Euclidien IRF.
On considere alors ’espace de Sobolev suivant:

HYQ, %) = {u € H(Q, R") tel que u(z) € T p.p. z € Q}. (1)
Soit u € H(Q,X); on note E(u) son énergie de Dirichlet:
E(u) = /Q |Vu|®dz. Supposons u réguliere dans le voisinage d’un point

a de ) excepté peut étre en a, on note deg(u,a) le degré de u en a (voir [1]).
1l est parfois trés utile d’insérer, a une application réguliere de H HQ,X), des
singularités de degré non nul, tout en la maintenant dans H'(Q, ) et en util-
isant le moins d’énergie possible. Le procédé le plus basique consiste a insérer
ces singularités par couples, les deux singularités ayant réspectivement les de-
grés opposés +1 et —1 pour des raisons topologiques simples; ce procédé est
apparu pour la premiere fois dans [1] sous le nom “d’insertion d’un dipdle”.
1l s’agissait alors d’insérer un dipdle & une application constante de IR® dans

S2:
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Théoréme 1 [1] Soient p et n deuz points de IR®. Pour tout € > 0 1l existe
ue dans H'(IR®,5?) tel que p et n soient les seules singularités de u. et tel
que

a) deg(ue,p) = +1 deg(ue,n) = —1
(2)
b) E(us) < 8mlp—n|+e¢
Ce résultat est optimal: pour tout u € H'(IR®,S?) dont ’ensemble singulier
est {p,n} avec deg(u,p) = +1 et deg(u,n) = —1 on a: E(u) > 87 |p —n|.
Dans [2] F.Bethuel généralise I'insertion du dipéle & une application réguliére
d’un domaine quelconque de IR® dans S§? de la maniére suivante:

Théoréme 2 [2] Soit Q un domaine de IR, soient p et n deuz points dis-
tincts quelconques de () tels que le segment [p,n] soit inclus dans 2, soit O un
ouvert de IR® inclus dans Q et contenant [p,n] et u une application réguliére
de HY(Q,5?), alors pour tout € > 0 il existe uc € H'(Q,S?) tel que {p,n}
soit l’ensemble singulier de u. et tel que:

a) ue=u dans Q\O
b) deg(ue,p) = +1  deg(ue,n) = —1 (3)

¢) E(ue) < E(u) + 8w [p—n|+¢
Le caractere optimal du Theoréme 1 nous empéche d’espérer,dans le cas
général, une insertion de dipdle {p,n} usant moins d’énergie que 2A(X) X
|p—n], ce qui souligne I'intéret du résultat suivant, qui est notre contribution
principale dans ce papier:

Théoréme 3 Soit u une application non constante et réguliére de H'(Q, X)
et soit zo un point de Q tel que Vu(zo) # 0; alors pour tout p > 0 il existe un
bipoint (p,n), de milieu zo, et v € H'(Q, L) tels que p et n soient les seules
singularités de v et tels que

(a) v =u en dehors de B,(20)
(0) deg(v,p) = +1 deg(v,n) = -1 (4)

(¢) E(v) < E(u) +2A(Z)|p — n|
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La différence principale entre le théoréme 2 et le théoréme 3, dont la
démonstration est bien plus technique, vient essetiellement du fait que dans le
théoréme 2 le dipdle que ’on insére est préscrit ; le théoréme 3 est un résultat
asymptotique: on met & profit la non nullité du gradient en un point pour
insérer, dans son voisinage, un dipdle qui use strictement moins d’énergie
que 2A(X) x (sa longueur) (ce qui n’était pas possible avec I'application
constante dans le théoréme 1); en échange, par contre, on ne maitrise ni sa
longueur ni sa direction (autrement que par la connaissance approfondie du
gradient de u en ce point et de ses différentes normes C*).

L’idée de I’inégalité stricte (c) apparait dans [3], elle est issue d'une iné-
galité stricte similaire de H.Brezis et J.M.Coron mais en dimension deux ([4]
lemme 2); nous en donnons une justification heuristique dans la partie 2.

Notons enfin, que le théoréme 3 a été démontré dans le cas particulier de
la symétrie axiale pour ¥ = 52 par R.Hardt, F.H.Lin et C.Poon dans [5]-

L’intérét de cette inégalité stricte est multiple: dans [5] elle joue un rdle
déterminant pour décrire avec précision l’ensemble singulier d’applications
minimisant des énergies relaxées (voir ce terme dans [6]) et pour prouver un
résultat d’existence d’applications harmoniques  lieu singulier prescrit (voir
aussi [7]); dans [8] elle joue aussi un réle central nous permettant de prou-
ver existence d’applications harmoniques de H'(f2, X)) partout discontinues;
enfin, ici, sur une idée de [3], elle nous permet de prouver I’existence d’une
infinité d’applications harmoniques de H*({2, X) pour une condition au bord
fixée:

Théoréme 4 Soit ¢ une application réguliére non constante de 0B3 dans
Y, il existe une infinité d’applications de H'(Q,X) telles que

Ou Ou ou Ou Ou Ou
—Au = Au)(g5) T+ A(“)(a—y’ -a—y) + A 5,)

dans D'(Q) o)
d

u €Y  presque partout

[ w/0Q = ¢

01 A(u) désigne la seconde forme fondamentale de ¥ dans IRF prise au point
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La déduction du théoréme 4 & partir du théoréme 3 est essentiellement due &
F.Bethuel, H.Brezis et J.M.Coron [3]. Nous présentons leurs arguments dans
la section 3.

Remarque : (5) signifie simplement que u est faiblement harmonique & valeur
dans ¥ et a pour donnée au bord ¢.

L’existence d’une infinité d’applications harmoniques pour une condition
au bord donnée avait déja été démontrée moyennant des hypothéses supplé-
mentaires (voir [6] et [9]).

2 Démonstration du théoréme 3

Nous ne donnons ici qu’une idée de la démonstration qui est faite intégrale-
ment dans [8]

On peut toujours supposer zo = 0. Soit (4,7, k) une base de IR’ telle que
uz(0,0,0) = Vu(0).i % 0.

Soit ¢ suffisament petit (6 est fixé a la fin de la preuve). On transforme
u dans le cylindre Cs centré en 0, d’axe Oz, de rayon 262 et de longueur
2(6 + 6%). On note u® I’application transformée:

a) A chaque cbte z entre —§+ 62 et §— 62, on interpole “linéairement” sur
la surface ¥ Vapplication u & ’extérieur de Cs et une application conforme
qui envoie le petit disque horizontal de centre (0,0, 2) et de rayon 6% dans
une grande partie de la surface ¥ exactement comme le font H.Brezis et

J.-M.Coron dans [4] (lemme 2) pour & = §2.

b) Soient p = (0,0,6) et n = (0,0, —6). Dans le petit cylindre ¢§ (resp.
¢}) centré en p (resp. n), de rayon 26%, d’axe Oz et de hauteur 262, u® est
I’extension radiale centrée en p (resp. en n) de sa valeur au bord du petit
cylindre.

L’inégalité stricte obtenue peut se comprendre simplement de la maniére
suivante:
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a chaque céte zg dans Cj (c’est a dire pour zp entre —& + 62 et § — 8% la
densité d’énergie, E,, = /c P |Vzyul? dz dy issue des seules dérivations
sN{ 2=z

horizontales en z et en y, due & I'application conforme est
2 x (la sur face couverte par cette application con forme)
c’est & dire
2 x (l'aire de (S — wune petite portion autour de u(0)))
Lorsque ’on intégre E, sur z entre p et n on obtient Iénergie
2A(Z) |[p—n| — (une petite quantite = a > 0)

Il ne reste plus qu’a vérifier que la somme des énergies issues des dériva-

tions suivant z, de l'interpolation entre u et les applications conformes et

de I’énergie des extensions radiales dans cj et ¢f est plus petite que o. Une

étude asymptotique nous montre que ceci est vrai pour 6 choisi suffisament -
petit.

3 Démonstration du théoréme 4
Soit ¢ une application réguliere non constante de 9 dans Y. On note
Hy(0,2) = {ue HY(9,X) tel que u = ¢ sur o0}
Soient u et v deux éléments de H}(Q,X); on note
Fy(u) = E(u) + 2A(Z) L(u,v) Pénergie relaxée généralisée de U, & v
fixé, (voir [6] et [8]) ot L(u,v) désigne la connexion minimale entre u et v
(voir [1], [6] et [8]). On rappelle le résultat démontré dans [6]: les F, et

E ont mémes points critiques donc toute application minimisante de F, est
faiblement harmonique.

Deux situations sont envisageables:

a) Il y a une infinité d’applications minimisantes de E sur H $(9,2):
le probléme est trivial.
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b) Il n’y a qu’un nombre fini d’applications minimisantes de F sur H, ;(Q, ).

Soient wy, ..., w, ces applications minimisantes. D’apres les résultats de
régularité partielle de Schoen et Uhlenbeck [10] , les w; n’ont qu’un nombre
fini de singularités.

Soit zo dans Q un point distinct des singularités des w; tel que Vwy(zo) # 0.
Soit p suffisamment petit (fixé plus loin); on applique le théoréme 3 & wy,
xo et p: soit v; I'application wy a laquelle on a inséré un dipdle suivant le
théoreme 3, on a:

E(v1) < E(wy) + 2A(E) L(v1,w1) (6)

Soit u; une application minimisante de F,,: montrons que, pour p suffisam-
ment petit, uy, qui est une application faiblement harmonique de H;(Q, ¥),
est distincte de tous les w;.

Soit wy, tel que L(wg,w;) = 0, nous avons:
Fo(we) = E(wg) +24(Z) L(wg,v1)
= E(w1) + 2A(X) L(w,v1) (7)
> E(v1) = Fo,(v1) 2 Fo, (u1)
Donc wy, # u; dans ce cas.

Soit maintenant wy tel que L(wyg,wy) > 0, nous avons:

L(wg,v1) + L(vy,w1) > L{wg, wr) (8)

et donc
L(wg,v1) > L(wg,w1) —2p (9)

ainsl

Ful (wk) = E(wk) + QA(E) L(wk, ’01) (10)
> E(wy) + 2A(X) L(wy, wy) — 4A(X) p
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L(wi7 wl)

Soit p un réel tel que 0 < p < Mm{ ; ¢ vérifiant L(w;,w;) > 0},

on a L(wg,w;) — 2p > 2p > L(wy,v1); en utilisant (10) on obtient:

F'Ul (wk) > Fv1 (wl) 2 FUl (ul) (11)

Donc u; est distincte de tous les wy.

On construit par reccurence une suite u, d’applications harmoniques
toutes distinctes entre elles et distinctes des w; en prenant u,4; applica-
tion minimisante de F,,,, ol v,41 est application w; & laquelle on a inséré
un dipdle en ¢ suivant le théoréme 3, et pour p = p,41 vérifiant les inégalités
suivantes:

L{w;, o,
0 < ppy1 < Min {_(10_410_1)) i vérifie L(w;,wy) >0
. (12)
0 < pny1 < Min E(w)—Bw) ;.
167

La premiére inégalité de (12) assure, comme précédemment, que unp41 est
distincte des w;, la seconde nous assure, moyennant des vérifications simples
semblables aux estimations établies précédemment, que u,+1 7# u; pour ¢ < n.
Le théoréme est donc démontré.

Je tiens a remercier Fabrice Bethuel, Haim Brezis et Jean-Michel Coron pour
avoir attiré mon attention sur ce probléme et m’avoir permis d’insérer dans
ce travail leur preuve Théoréme 3 = Théoréme 4.
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