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Motivation

Warum bendtigen wir einen feineren Massbegriff als denjenigen, den wir mit
dem Jordanschen Mass bereits zur Verfiigung haben?

Aus Sicht der Geometrie sind wir vielleicht daran interessiert, moglichst viele
Mengen auf natiirliche Weise “messen” zu konnen. Dafiir benttigen wir ein
Mass, mit dem wir auch abzdhlbare Vereinigungen messbarer Mengen messen
konnen. Das Jordansche Mass kann dies nicht, wie das folgende Beispiel einer
verallgemeinerten Cantor-Menge zeigt.

Beispiel: Entferne aus dem Intervall II(O) = [0,1] ein zentriertes Teilintervall
le) der Ldnge 1, aus den entstehenden Teilintervallen Il(l),lél) jeweils ein
zentriertes Teilintervall Ql(l) der Ldnge 72, u.s.w., wobei wir im k-ten Schritt
aus den verbleibenden Teilintervallen Il(k_l), 1 <1< 281 jeweils ein zentriertes
Teilintervall Ql(k) der Linge vy entfernen, mit v, < 3% k € N.

oo 2k~

Set @ = U U Ql(k) die Vereinigung aller Zentralintervalle, C = [0,1] \ Q.
k=1 1=1

Dann ist C abgeschlossen, nirgends dicht, also C° = (), und es gilt

w(C) =0, H(C) > 1= 2"y,
k=1

wobet
u(C) =sup{u(E), E C C, E Elementarfigur},

bzw.
7(C) = sup{u(G), G D C, G Elementarfigur}

das innere, bzw. dussere Jordansche Mass bezeichnen. Dabei geniigt es zur Be-
stimmung des dusseren Jordanschen Masses offenbar, offene Mengen G O C zu
betrachten. Fir jedes derartige G gilt dann

§ :=dist(C,[0,1] \ G) > 0,
2ko

und fiir ko € N mit 27%0 < § folgt |J Il(k”) C G; also
I=1

2k0 k() o0

w(G) = p( 1) =13 25 gy > 1= 3 2k 1y
=1

k=1 k=1

Somit ist C und damit auch Q = [0,1] \ C nicht Jordan-messbar, falls fir ein
k € N gilt v < 37%; vergleiche Satz 9.3.1 der Vorlesung “Analysis I-II”. Das
heisst, es gibt sogar offene, nicht Jordan-messbare Teilmengen von R/

Aus Sicht der Analysis ist es beispielsweise fiir Anwendungen des Banach-
schen Fixpunktsatzes wichtig, in vollstdndigen normierten Rdumen arbeiten zu
konnen. Versehen wir jedoch den Raum CJ,,([0,1]) mit der Norm

1
1]l = / ()] dt,
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so zeigt das Beispiel der aus den Mengen (Il(k) )1<i<2x in der obigen Konstruktion
k
einer allgemeinen Cantor-Menge abgeleiteten Folge f, = 212:1 X;®, k € N, mit
1

1fi — fellr = 0 (4, k — o0) und fr — xc (kK — o0), dass der so erhaltene
Raum nicht vollsténdig ist.

Schliesslich ist die abstrakte Masstheorie auch von fundamentaler Bedeutung
fiir das Gebiet der Stochastik, da das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten nur
in der Sprache der Masstheorie moglich ist.

Literatur: Die Vorlesung stiitzt sich hauptséichlich auf die folgenden neueren
Lehrbiicher zur Masstheorie:

Amann-Escher: Analysis I1I, Birkhauser,
Evans-Gariepy: Measure theory and fine properties of functions, CRC Press,
Wheeden-Zygmund: Measure and integral, Dekker.

In diesen Biichern wird der klassische Stoff aus verschiedenen Richtungen und
mit unterschiedlichen Zielsetzungen beleuchtet. Daneben gibt es noch eine Viel-
zahl weiterer Texte und Lehrbiicher.

Dank: Die vorliegende aktualisierte Fassung dieses Skripts entstand parallel zu
meiner Vorlesung im Friihlingssemester 2013, aufbauend auf meinen Vorlesun-
gen in den Jahren 2002 und 2007. Ich danke den Studierenden meiner Vorlesung
im Sommersemester 2002 fiir die aufmerksame Fehlersuche in der ersten Ver-
sion dieses Skripts. Den Studierenden meiner Vorlesung im Sommersemester
2007, insbesondere Frau Sabrina Gross, mochte ich ebenfalls danken fiir weite-
re Anregungen und wertvolle Hinweise, welche in die Version vom April 2008
eingegangen sind.

Trotz aller Miihe fanden sich aber auch in der Fassung von 2008 noch Fehler
und Ungenauigkeiten, die ich nun hoffentlich beheben konnte. Dabei haben mir
wiederum die Kommentare der Studierenden sowie der Assistierenden geholfen,
was ich dankbar vermerke.

Ziirich, im Juni 2013



v



Inhaltsverzeichnis




INHALTSVERZEICHNIS 1
(5.1 Differenzierbarkeit des Lebesgue-Integrald . . . . . . . ... ... 75
5.2 Differentiation von Radon-Massed . . . . ... .......... 78
5.3 Differentiation absolut. stetiger Funktionen . . . . . . . ... . .. 84
[5.4 Lebesgue-Zer eg]]nd .......................... 89
5.5 Der Satz von Radon-Nikodyml . . . . . .. ............. 90

6__Anhang 97
[6.1 Ein wenig Funktionalanalysid . . . .. .. ... ... ... . ... 97
6.2 Alternativer Beweis von Satz[B.40 . . . . . . ... ... ... .. 99
6.3 Masstl ~cho Boerifie i dor Wahrschemlichkeitsthoorid 100



INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

o-Algebren und Masse

1.1 Der abstrakte Rahmen

Sei X eine beliebige Menge, 2% die Potenzmenge von X.

Definition 1.1.1. Eine Abbildung j1: 2% — [0, 00] heisst ein Mass auf X, falls

qgilt:
i) u(0) =0,
i) p(A) <> oo u(Ax), sofern A C G Ag.

k=1

Beispiel 1.1.1. i) Sei X # (). Definiere p: 2% — [0, 0] durch
w(@) =0, p(A) =1, falls A # 0.
Dann ist p ein Mass auf X.
ii) Das Zahlmass
w(A) = #A < oo, die Anzahl der Elemente von A,

definiert ein Mass auf jeder Menge X.

Bemerkung 1.1.1. Die Eigenschaft ii) aus Definition [LT.1] impliziert insbe-
sondere die o-Subadditivitét

oo

H(U Ap) < Z,U(Ak)'
k=1 k=1

Bemerkung 1.1.2. Weiter folgt die Mlonotonie des Masses
w(A) < u(B), falls A C B.

Beweis. In ii) wihle A} = B, Ay, = 0 fiir £ > 2 und beachte i). O
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Bemerkung 1.1.3. Das dussere Jordansche “Mass” auf R ist kein Mass geméss
der obigen Definition. Betrachte dazu

A=QnI0,1] = {qu; k e N}, Ap = {qr},k €N,

mit A C |J A und (A) =1 £ >0, m(Ag) = 0.
k=1

Definition 1.1.2. (Carathéodory) A C X heisst u-messbar, falls fiir alle B C
X gilt
w(B) = (BN A) + p(B\ A). (1.1.1)

Bemerkung 1.1.4. Wegen der Subaddivitidt des Masses ist (LITI]) dquivalent
zur Bedingung
u(B) 2 u(B O A) + (B \ A). (1.1.2)

Beispiel 1.1.2. i) Sei X # ), und sei pu: 2% — [0, 00] wie in Beispiel [LT.TH)
definiert. Dann ist A C X genau dann p-messbar, wenn A = () oder A = X.
ii) Beziiglich dem Z#&hlmass ist jede Menge messbar.

Beweis. i) Falls A C X p-messbar, so gilt gemiiss Definition [[T.2] fiir die
Testmenge B = X die Gleichheit

1= u(X) = (X 1 A) 4+ (X \ A) = p(A) + p(A°),
und die rechte Seite ist strikt grosser als 1, falls ) # A # X.

ii) ist klar. O
Bemerkung 1.1.5. Manche Autoren bezeichnen eine o-subadditive Mengen-

funktion zunéchst als Ausseres Mass, deren Einschrinkung auf die Familie der
messbaren Mengen als Mass.

Definition 1.1.3. Eine Familie A C 2% heisst Algebra, falls gilt
i) X € A,
i) Ac A= X\A=A°c A,

iii) Ay,...,An € A= |J A € A
=

=i

A heisst o-Algebra, falls #i) auch fiir abzihlbare Vereinigungen gilt.

Bemerkung 1.1.6. Ist A o-Algebra, so gilt auch

w) Ay e A,k e N= (] A € A.
k_

=1

Beweis. Mit ii), iii) folgt dies sofort aus der Darstellung (| Ax = ( U Az)
k=1 k=1
nach de Morgan. O
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Beispiel 1.1.3. i) Sei X # (). Dann ist A = {0), X'} eine Algebra.

ii) Fiir jede Menge X ist die Potenzmenge A = 2% eine o-Algebra.

Satz 1.1.1. Sei u: 2% — [0,00] ein Mass. Dann ist
Y ={AC X;A ist u-messbar}
eine o-Algebra.
Beweis. i) X € ¥, da fir B C X gilt
(BN X)+pu(B\X) = pu(B)+ u®) = u(B).

it) Fir A € ¥ folgt A° € 3, da fiir B C X gilt
BNAS =B\ A, B\ A°=BnA,
also
w(BNAS) + pu(B\ A%) = u(B\ A) + u(B N A) = u(B).
i1) Selen Ay,..., A, € ¥. Mit Induktion nach m zeigen wir |J;-_, Aj € X.
m=1: ok.

m—1=m: Sei A = Uzzll Apg. Nach Induktionsannahme ist A p-messbar. Fiir
B C X gilt daher u(B) = u(B N A) + u(B\ A). Da auch A, bzgl. u messbar
ist, gilt andererseits

w(B\A) = p((B\A)NAp) + p((B\ A)\ A).
Mit BN(AUA,;,,)=(BNA)U((B\A)NA,) folgt
B) =u(BNA)+uB\A)
= u(BNA)+u((B\A)NAp) +p(B\A)\ An)
2 (BN (AUAR)) +pu(B\ (AU An));
also ist |J;-, Ax = AU A,;, nach Bemerkung [LT.4] messbar.
w) Selen Ay € X, k € N. Wir zeigen, A = (J;—; Ar € E. OBdA diirfen wir

1(

- - k-1
annehmen A NA; = 0 (k #1). (Sonst betrachte A1 = Ay, Ay, = A\ J A € %,
=1

ke N, mit Up2, Ax = Up", Ax.) Da jedes A; messbar, gilt fiir alle m die
Identitéat

w(B 0 A = n(B0 A 1 Aw) + (B0 40\ An)

k=1 k=1 k=1

- . (1.1.3)
=u(BNAy) +uBN | A)=...=> wBnA).
k=1 k=1

Mit der Monotonie von p (nach Bemerkung [[LT.2]) und iii) folgt

p(B) = (BN Ap) +pu(B\ [ A4r) =D (BN Ag) + (B \ A).
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Grenziibergang m — oo und o-Subadditivitat liefern:
> BN AL) + p(B\A) > p(BNA)+ p(B\ A);
k=1

also ist A messbar nach Bemerkung [LT.4 O

Definition 1.1.4. Falls pu: 2% — [0,00] ein Mass auf X,%. die o-Algebra der
u-messbaren Mengen, so heisst (X, 3, u) ein Massraum.

Satz 1.1.2. Seien A € X,k € N. Dann gelten die folgenden Beziehungen.

) AN A =0 (k£1) = u(kf_jl AN =3 w(Ar)  (o-Additivitit).

k=1
ZZ) Ay CAy C...C Ax CAk+1 C :u( U Ak):hmk_,oou(Ak)
k=1
m) A1 D...DALD Ak+1 D, /L(Al) <0 = M( ﬂ Ak) = limg_ 0 /L(Ak)
k=1

Beweis. i) Aus (IL.I3) folgt mit B = X fiir alle m € N

iu (1.1.4)

k=1

ECS

Mit Monotonie und o-Subadditivitéit folgt
p(lJ Ar) = limp U =" u(Ar) > u(| Ax).
k=1 k=1 k=1

ii) Zerlege disjunkt A = U Ay = U Ay, wobei Ay = Ay, A, = Ay \ Ag_1,
k=1
k> 2. Mit i) und (LIA) folgt

A) =3 p(Ap) = lim Y p(Ay) = lim p(An).
=1 k=1

111) Betrachte A = Ay \ A, k € N, mit ) = A, c A5 C .. .. Beachte
(A1) = u(Ax) + p(Ax), k €N,

Mit (LI, Teil ii) des Beweises und Bemerkung folgt
w(Ar) — hm w(Ag) = hm w(A U

= p(Ar\ ﬂ Ag) = p(Ar) = ([ Ar)-
k=1 k=1
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Beispiel 1.1.4. Sei X = N, und sei p das Zdhlmass, A, = {k,k+1,...},

k € N. Dann gilt Ay D Agi1, u(Ax) = 0o, k € N, aber fiir A:= (] Ay = 0 gilt
k=1

1(A) = 0. Die Annahme p(A;) < oo in Satz[[LT2ist daher im Allg. notwendig.

Definition 1.1.5. N C X heisst uy-Nullmenge, falls u(N) = 0.

Satz 1.1.3. Sei N eine u-Nullmenge. Dann ist N beziiglich . messbar.

Bewets. Fiir beliebiges B C X gilt
W(BON) + u(B\ N) < u(N) + u(B) = u(B).

Die Behauptung folgt mit Bemerkung [[LT.4] O

1.2 Konstruktion von Massen

Sei X # ) beliebig.
Definition 1.2.1. K C 2% heisst Uberdeckungsklasse fir X, falls
i) ek,

Z’L) El(Kj)jEN cK: X = L_Jl Kj.

J

Beispiel 1.2.1. i) Die offenen Intervalle I = [];_,]ak,bi[ mit a < b, € R
bilden eine Uberdeckungsklasse fiir X = R", desgleichen die abgeschlossenen
oder die halboffenen Intervalle; vergleiche Definition [[L3.11

ii) Jede Algebra A C 2% auf einer Menge X ist Uberdeckungsklasse fiir X, da
0, X € A

Satz 1.2.1. Sei K eine Uberdeckungsklasse fir X, X: K — [0, 00] mit A(0) = 0.
Dann wird durch

p(A) = inf{>_NK;); K; e K, Ac | K;} (1.2.1)
Jj=1 Jj=1
ein Mass auf X definiert.

Beweis. Offenbar ist p wohldefiniert, u > 0, u(0) = 0.

Sei AC |J Ag. Zue >0, k € N wihle (Kji)jen C K mit Ay C |J Kjx und
k=1 j=1

> MK k) < p(Ag) + 27",

j=1
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Da A von den abzéhlbar vielen Mengen Kj, j, k € N, iberdeckt wird, folgt

u(A) < 37 NER) <> u(Ar) +e.
k=1

Gik=1
Mit e — 0 folgt die o-Subadditivitéit von p. O
Beispiel 1.2.2. Sei X # 0, K = {0, X}, und sei X\: K — [0, 00] gegeben mit

A(@) =0, A(X) = 1. Dann stimmt das von A gemiéss Satz [[L2ZT] induzierte Mass
1 offenbar {iberein mit dem in Beispiel [LT.1li) definierten Mass mit

w(@) =0, u(A) =1, falls A # 0.

Falls €K = A C 2% eine Algebra und A: A — [0, 0] endlich additiv, so stellt
sich die Frage, ob das von A geméss Satz[[.2.1] induzierte Mass p eine o-additive
Erweiterung von A definiert. Eine notwendige Bedingung hierfiir finden wir in
der folgenden Definition.

Definition 1.2.2. Sei A C 2% eine Algebra. Eine Abbildung \: A — [0, c]
heisst ein Pramass, falls gilt:

i) A0) =0,
i) NA) = Yoo MAg) fir jedes A € A, welches eine disjunkte Zerlegung

o0

A= |J Ay besitzt mit A, € A, k € N.
ki

=i

\ heisst o-endlich, falls eine Uberdeckung X = |J S existiert mit Sy, € A und
k=1

A(Sk) < oo fiir alle k. (OBdA diirfen wir (Sk)ken disjunkt annehmen; verfahre

sonst wie im Beweis von Satz[L 11, Teil w).)

Bemerkung 1.2.1. Analog zum Beweis von Satz[[.T.T] Teil iv) erhalten wir in
der Definition des vom Pramass A geméss (L21]) induzierten Masses

w(A) = inf{i AMAg); A C D Ap, A, € A} (1.2.2)
k=1 k=1
fiir jedes A und jede Uberdeckung A C U, A durch Wahl von A = A,
A = A\ kL_Jl A; € A, k> 2, eine Uberdeckung mit disjunkten Mengen, wobei
MAg) < )\(ZZ;) = MAr \ Ax) + A(Ag), k € N, gemiiss Definition [[Z2

Satz 1.2.2. (Carathéodory-Hahn Erweiterungssatz) Es sei \: A — [0, 0] ein
Primass auf X, p wie in (L2:2) erklirt. Dann gilt:

i) u: 2% — [0, 00| ist ein Mass;
it) w(A) = A(A) fir alle A € A;
iii) Jedes A € A ist pi-messbar.
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Beweis. i) Dies folgt unmittelbar aus Satz [[2.1] und Beispiel [L21lii).

i) Fiir beliebiges A C X gilt offenbar p(A4) < A(A). Fiir A € A zeigen wir nun
auch die umgekehrte Ungleichung.

Sei dazu A C Jpo; Ak mit Ay € A, k € N. Geméss Bemerkung [L2.] diirfen wir
annehmen, dass Ay N A; =0 (k #1). Setze A, = Ay, N A € A, k € N. Offenbar

ist die Familie (Ak)keN disjunkt mit A = | Aj,. Da X Priimass, folgt
k=1

-3 £ 3
k=1 k=1
Nach Ubergang zum Infimum beziiglich (Ay)ren folgt

AA) <inf{> AAR); A C | J Ax, Ak € A} = pu(A)
k=1 k=1
i1) Sei A € A, und sei B C X beliebig. Zu ¢ > 0 withle By, € A, k € N, mit
B C U B, und

k=1
> A(Bk) < u(B)+¢
Da A, By € A, gilt fiir alle k € N die Beziehung
)\(Bk) = )\(Bk NA)+ )\(Bk \A)

Mit BNAC (U (BxkNA)), B\AC (U (Br\ A)) folgt nach Definition von
k=1 k=1
w(BNA)+ u(B\ A) < Z (BN A)+ Y A(Bx \ A)
k=1 k=1

= i)\(Bk) S M(B) +e.

k=1

Mit e — 0 folgt die Behauptung aus Bemerkung [[LT.4l O

Satz 1.2.3. Sei \: A — [0, 0o] wie in Satz[L.2.2 zusditzlich o-endlich, p das von
X induzierte Mass, ¥ die o-Algebra der p-messbaren Mengen, und sei ji: 2% —
[0, 00] ein Mass mit fij, = \. Dann gilt i, = p; das heisst, die Carathéodory-
Hahn Erweiterung ist eindeutig.

Beweis. i) Sei A C |J A mit Ay € Ak € N. Mit der o-Subadditivitit von f

k=1
folgt:

<D AAR) =D MAx
k=1 k=1

nach Ubergang zum Infimum beziiglich (Ak)ken also

fi(A) < p(A).
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i) Falls A € X, gilt auch die umgekehrte Ungleichung. Betrachte dazu zunéchst
AC S e Amit A(S) < oo. Mit i) erhalten wir

A(S\A) < p(S\A) < p(S) = A(S) < oo (1.2.3)
DaAeX SeAcCX, folgt mit Subadditivitdt von fi zudem
(A) + (S \ A) < p(A) + p(S\ A) = u(S)
= A(S) = [u(S) < a(A) + a(S\ A).
Damit gilt iiberall Gleichheit, und mit i) und (LZ3) folgt u(A) = a(A).

Im Allgemeinen sei X C UZO:1 Sk, wobei (Sk)ren disjunkt, S € A, A(Sk) < oo,
k € N. Betrachte die disjunkte Zerlegung A = |J;—, Ak, Ay = AN Sy, k € N.
Wie soeben gezeigt, gilt fiir alle m die Gleichheit

ﬁ(@ Ap) = M(O Ag).
k=1 k=1

Mit der Monotonie von i gemiiss Bemerkung[[.T.2lund mit Satz[[.T.2lii) erhalten
wir dann

fi(A) > Tlim fi(

m— 00

Ap) = Tim (| Ar) = n(A),

m— 00

TCs

wie gewiinscht. |

Bemerkung 1.2.2. i) In Satz[[LZ3bleibt offen, ob jedes A € ¥ auch beziiglich
[ messbar ist.

ii) Die Eindeutigkeitsaussage ldsst sich im Allgemeinen nicht verbessern, wie
das folgende Beispiel zeigt; vergleiche auch die Ubungen.

Beispiel 1.2.3. Sei X =[0,1] C R, A = {0, X}, und seien das Prdmass A\: A —
[0, 00] wie in Beispiel [L2.2] gegeben, p das davon induzierte Mass mit () = 0,
u(A) = 1 fiir alle A # (. Gemiiss Beispiel [LT2li) gilt ¥ = {0, X} = A. Das
im n#ichsten Abschnitt konstruierte Lebesguesche Mass £! ist ebenfalls eine
Erweiterung von A mit £! # u, da z.B. £1(]0,1/2]) = 1/2 # u([0,1/2]) = 1.

1.3 Das Lebesgue-Mass
Das Lebesgue-Mass erhalten wir durch Erweiterung des Elementarinhalts von
Quadern und Elementarfiguren.
Definition 1.3.1. i) Fiir a = (a1,...,ay),b= (b1,...,b,) € R™ setze
Ja,b[ = [ [1ax. bel, falls ax, < b, 1 <k <mn,

k=1
la,b[ =0, sonst;

analog definieren wir Intervalle [a,bl,]a,b], [a,b], etc. Im Falle (halb-)offener
Intervalle Jag, by| fir ein k € {1,...,n} lassen wir a, = —oo oder by, = +00 zu.
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it) Der Elementarinhalt eines Intervalls ist

vol([a, b]) = vol(Ja, b[) = vol(]a, b]) = vol([a,b]) = --- =
ﬁ (b, — a) < 00, fallsap < by, 1 <k <mn,
= q k=1
0, sonst.

i1i) Eine Elementarfigur ist die Vereinigung endlich vieler disjunkter Inter-
valle I, ..., I, mit Elementarinhalt

vol(|J In) = _ vol(I).
k=1 k=1

Bemerkung 1.3.1. Offenbar bilden die Elementarfiguren im R™ eine Algebra,
und vol ist endlich additiv, o-endlich, nicht negativ und daher auch monoton.

Bemerkung 1.3.2. Der Elementarinhalt vol definiert sogar ein Préamass auf
der Algebra der Elementarfiguren in R™. Falls eine Elementarfigur I sich darstel-
len liisst als disjunkte Vereinigung I = (J;—; I von Elementarfiguren I, k € N,

so gilt
vol([ Z vol(Iy)

Beweis. Wegen I O |J I, und der Monotonie sowie der endlichen Additivitét
k=1
von wvol gilt fiir alle m € N

vol(I) > vol " 3 vol(I).
= k=1

Mit m — oo folgt “>”.

Umgekehrt seien oBdA I und Iy, k € N, Intervalle mit > peq vol(Ix) < oo sowie
0 € I. Sei I der Abschluss von I, I* = IN[—L,L]", L € N. Offenbar gilt

vol(I*) = vol(I) (L — o).

Sei € > 0 vorgegeben. Beachte, dass I C (14 &) = J,—, (1 + ¢)I. Betrachte
offene Intervalle I, O (1 + €)1, mit

vol(I) < (1 +¢)"vol(Iz) +e-27% ke N.
Endlich viele Intervalle Iy, 1 < k < m = m(L), iiberdecken die kompakte Menge
I und

m

vol(I'*) < vol( i i (14+¢)" Zvol Iy) +e
k k=1

c=1 k=1 k=1

Mit € — 0, L — oo folgt die Behauptung. O
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Definition 1.3.2. Das Lebesguesche Mass L™ ist die Carathéodory-Hahn
Erweiterung des Elementarinhalts.

Satz 1.3.1. Jede offene Menge G C R"™ ist abzdihlbare Vereinigung disjunkter
Intervalle I;,1 € N, nach Satz[L 11l und[1.2.2 also L™-messbar.

Beweis. Unterteile R™ durch sukzessiv verfeinerte achsenparallele Gitter der
Maschenweite 27%, k € N, in disjunkte halboffene Kuben Ilk der Kantenlidnge
27% Wihle im k-ten Schritt diejenigen Kuben Ilk C @G aus, die zu allen in
den Schritten 1 bis k — 1 ausgewéhlten Kuben disjunkt sind. Die so erhaltene
abzéhlbare Schar disjunkter, achsenparalleler Kuben schopft G aus. O

Folgerung 1.3.1. Die o-Algebra der £"-messbaren Mengen umfasst die von
den offenen Mengen des R™ erzeugte Borelsche o-Algebra B.

Definition 1.3.3. Fin Mass yu auf R™ heisst Borelsch, falls jede Borelmenge
p-messbar ist.

Damit kénnen wir Folgerung [[.31] auch so ausdriicken: £™ ist ein Borel-Mass.
Satz 1.3.2. Fir alle A C R™ gilt
LM(A) = inf LM(G).
GDA,G offen
Beweis. “<” folgt unmittelbar aus der Monotonie, da fiir jedes G D A gilt

Lr(A) < £7(G).

“>7: 7Zu g > 0 wihle Intervalle (I});eny mit A C |J [; und
=1

ivol([l) < LM(A) +e.

=1

Weihle offene Intervalle I D I; mit

vol(I}') < vol(I;) +¢-27" 1 € N.

Setze G = |J I. G ist offen, A C G, und
=1

LM(G) < vol(If) < vol(l) + & < L"(A) + 2¢.
=1 =1

Grenziibergang € — 0 liefert die Behauptung. O

Definition 1.3.4. Ein Borelmass i auf R™ heisst Borel regulér, falls zu jedem
A C R"™ eine Borelmenge B D A ezistiert mit u(A) = p(B).

Folgerung 1.3.2. L™ ist Borel regulér.
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Beweis. OBdA sei L*(A) < oo. (Sonst wihle B = R"™.) Wihle G}, offen geméss
Satz [[L32 mit G O A und

L(Gy) < LM(A)+1/k,k e N;
insbesondere L™ (G1) < L"(A)+1 < oo. OBdA gelte zudem Gy, D Gj41, k € N.

Setze B = [\ Gj. Dann ist B Borelsch, und mit Satz [ T2 folgt
k=1

£7(B) = lim L"(Gy,) = L"(A).

k—o0

Satz 1.3.3. Fir A C R" sind dquivalent:
i) A ist L™-messbar,
it) Ve >0 3G D A, G offen : L"(G\ A) <e

Beweis. i) = ii) Sei zunéchst L"(A) < co. Zu € > 0 wihle G D A, G offen
gemiss Satz mit

LMG) < LM(A) +e.
Da A bzgl. L™ messbar, folgt nach Wahl von B = G im Messbarkeitskriterium,
Definition [[T2] die Gleichung

LM(G) =LY (GNA) + LG\ A) = L7(A) + LG\ A),

also
LG\ A) = L(G) — L(A) < e.
Falls £7(A) = oo, setze Ay = AN [—k, K"k € N, mit A = () Ap. Zue > 0
k=1
wihle Gy D Ag, G offen mit

En(Gk \Ak) <eg- 2_k, k e N.

Dann ist G = |J G, offen, G D A, und
k=1

MENA) < LM\ A) <
k=1

da
G\A=|]J(Gr\4)C UGk\Ak
k=1 k=1

it) = i) Zu e > 0 wihle G D A, G offen mit
LMG\A) <e.

Da G nach Satz [[L3 T bzgl. L™ messbar, folgt fir B C R™ unter Beachtung der
Bezichung B\ A C (B\ G) U (G \ A) mit Monotonie und Subadditivitit des
Masses (Bemerkung [LT.1] und [[LT.2))

L'(B)=L"(BNG)+ L"(B\G)
> LM (BNA)+ LB\ A)—L'G\ A).
Mit € — 0 und Bemerkung [[.T 4] folgt, A ist £L™-messbar. O
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Folgerung 1.3.3. A C R” ist genau dann L"-messbar, falls sich A gut von
innen und aussen “einschachteln” ldsst im Sinne:

Ve >03F C ACG, F abg., G offen: L"(G\ A)+ L"(A\ F) <e. (1.3.1)

Beweis. Aus (L31) folgt offenbar Bedingung ii) in Satz und damit die
Messbarkeit von A. Sei umgekehrt A und damit auch A° bzgl. L™ messbar. Zu
e > 0 wihle Q D A°, Q offen mit

LMO\ A% <e
gemiss Satz Setze F' = Q¢ C A. Dann ist F' abgeschlossen mit
LMA\NF)=L"(ANQ) =L\ A°) < &,

und (L3.1)) folgt mit Satz L33 O
Vielleicht noch handlicher ist die folgende dquivalente Umschreibung von (L31]).

Folgerung 1.3.4. A C R" ist genau dann L£"-messbar, falls gilt
Ve >03F C ACG, F abg., G offen: L*"(G\ F) < e. (1.3.2)

Beweis. Wir benutzen die aus der Zerlegung G\ F = (G\ A) U (A\ F) fiir
F C A C G folgenden Inklusionen und die Monotonie des Masses.

(C31) = ([C32): Dies folgt aus G\ F C (G\ A) U (A\ F).
([C32) = ([C3J): Beachte (G\ A) C G\ F, sowie (A\ F) C G\ F. O
Zum Abschluss vergleichen wir das Lebesgue-Mass mit dem Jordanschen “Mass”,

wobei nach Definition eine beschréankte Menge A C R™ Jordan-messbar heisst,
falls p(A) = T(A) = p(A), wobei

u(A) = / X4 du =sup{vol(E); E C A, E Elementarfigur},
Y_Rn

n(A4) = / Xa dp = inf{vol(E); A C E, E Elementarfigur}.
R’Vl

Satz 1.3.4. Sei A C R" beschrdnkt.
i) Es gilt stets p(A) < L"(A) < (A).
i) Falls A Jordan-messbar, so ist A auch L™-messbar, und L™(A) = u(A).
Beweis. i) Offenbar gilt
L"(A) = inf{_vol(Iy); A C | I, I Intervalle}
k=1 k=1

< inf{vol(E); AC E = U Iy, I, Intervalle} = (A).
k=1
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Weiter gilt fiir jede Elementarfigur £ C A:
vol(E) = £7(E) < £7(4),
also auch
1(A) < £7(A)
i4) Falls A Jordan-messbar so gilt u(A) = fi(A) = p(A), also wegen i) auch
£7(A4) = p(A).

Fiir den Beweis der Messbarkeit sei o0BdA L£"(A) < oo. (Sonst betrachte die
Jordan-messbaren Mengen A, = AN [k, k|", k € N.) Da A Jordan-messbar
gibt es zu € > 0 Elementarfiguren I, I mit I. C A C I¢ und

vol(If) —e < u(A) < vol(I) + &.
OBdA sei G := I¢ offen. Es folgt
LMG\A) < LI\ 1) = vol(If\ I.) = vol(IF) — vol(I;) < 2e,

und A ist £"-messbar nach Satz [1.3.3] O

Satz 1.3.5. Das Lebesgue-Mass ist invariant unter Bewegungen ®: R™ 3 z —
xo + Rx € R™, wobei R € O(n).

Beweis. i) Sei I ein Intervall. Dann ist ®(I) nach Satz[[34 bzgl. £™ messbar
mit
LYD(D)) = p(@(])) = p(I) = L"(I)

aufgrund der Bewegungsinvarianz des Jordanschen Masses pu.

ii) Sei G C R™ offen, G = |J I; mit disjunkten Intervallen Iy, k € N. Dann
k=1

®(I;) mit disjunkten L£"-messbaren Mengen ®(1},),
1

ist ®(G) offen, ®(G) =

TCg

also nach 1)
LMO(G) =D LYD(Ix) =D L) = L"(G).
k=1 k=1

ii1) Fiir beliebige A, G C R™ gilt:
ACG, Goffen & ®(A) C (G), P(G) offen;
also nach Satz und ii)

LM(D(A)) = inf LM(P(G)) = inf LM(G) = LT(A).
Aca,G offen ACG,G offen
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1.4 Grenzen der Messbarkeit

Wie allgemein ist unser neuer Massbegriff? Ist vielleicht jede Menge messbar?
Betrachte dazu das folgende Beispiel einer nicht £'-messbaren Menge A C [0, 1]
nach Vitali.

Beispiel 1.4.1. (Vitali) Sei £ € R\ Q, und
G={k+1¢ k,leZ}
die von 1 und £ erzeugte additive Gruppe G C R. Fiir x,y € R setze
r~ysrz—yeqG.
Offenbar definiert ~ eine Aquivalenzrelation auf R. Es sei
X={z]=2+G; 2R}

die Menge der Aquivalenzklassen. Jedes [z] stellt einen “Orbit” dar fiir die
Operation von G auf R, représentiert durch den Punkt = der Bahn.

Mit dem Auswahlaxiom erhélt man eine Menge A derartiger Représentanten,
so dass jede Aquivalenzklasse [y] genau einen Repriisentanten 2 € A besitzt mit
[y] = [z]. Da Z C G, diirfen wir zudem A C [0, 1] annehmen.

Satz 1.4.1. Die oben definierte Vitali-Menge A ist nicht L'-messbar.

Beweis. Da ¢ ¢ Q enthilt G N [—1, 1] unendlich viele Punkte. Sei (gi)ren eine
Abzghlung von G N [—1,1], und sei Ay = A+ g, C [-1,2], k € N.
Behauptung 1: Es gilt: A, NA; =0,k # 1L
Beweis. Sei x € Ay N A;. Dann sind

T—ghL,r—g €A

Représentanten fiir [z]. Aus der Eindeutigkeit der Repréisentanten folgt sodann
T — gr = x — g;; das heisst, gr = ¢;, und somit k = 1. [l

Behauptung 2: |J A; D [0,1].
k=1

Beweis. Sei y € [0,1]. Wéhle z € A mit [y] = [z]; das heisst, y — 2 € G. Da
0 <zx,y<1, folgt

alsoy—x =g, firein k €N, y =z + g € Ag. O

Falls A £'-messbar wire, und damit wegen Satz [[3.5] auch jedes Ay, so folgt
aus Satz [LT.21und der Monotonie des Masses p = £! die Abschiitzung

1= ci(o,1)) < 21| 40 = 3 £ (4 < £1(-1,2) = 3.
k=1 k=1
Andererseits gilt wegen Translationsinvarianz von g
L(Ar) = L1(A), kN,

was zu einem Widerspruch fiihrt. O
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Bemerkung 1.4.1. Allgemein zeigt die Konstruktion von Vitali, dass es fiir
jedes translationsinvariante Mass p auf R mit ([0, 1]) > 0 nicht messbare Men-
gen gibt. Durch eine leichte Abwandlung des obigen Beispiels kann man sogar
zeigen, dass jede Menge Q C R mit u(2) > 0 eine nicht messbare Teilmenge
enthilt; vergleiche Wheeden-Zygmund, Cor. 3.39, S. 47.

Vitali’s Konstruktion beruht auf der Betrachtung der Operation einer geeigneten
unendlichen Gruppe von Translationen auf R. Solch eine Gruppe ist notwendig
kommutativ. Mit nicht kommutativen Gruppen von Kongruenzabbildungen in
R3 oder auf der Sphire

S? ={zeR>|z| =1} CR?

kann man noch viel erstaunlichere Dinge erreichen.

Betrachte zum Beispiel die von der Identitdt und den Rotationen f und g er-
zeugte (multiplikative) Gruppe

G={f"g"f"g"...g"; k,a;,bi, € No,1 <i <k},

wobei f der Rotation um 180 ° um die Polachse entspricht und g der Rotation

um 120 ° um eine zur Polachse um 45° geneigte Achse. Beachte f = f~!,¢% =

¢~ 1'; aufgrund der Wahl der Achsen bestehen keine weiteren Relationen.

Jedes h € G'\ {id} besitzt eine eindeutige gekiirzte Darstellung h = fa1gb .. ..
Zerlege disjunkt

G={idfUAUBUC,
wobei A aus allen h € G besteht, deren gekiirzte Darstellung b = f*1 g% ... mit

f beginnt, B aus denjenigen h beginnend mit g, C' aus denen beginnend mit
g? = g—'. Wir erhalten somit ebenfalls disjunkte Zerlegungen

A= f{id}U fBU fC, B = g{id} UgA, C = g*{id} U g*A4;

das heisst, A ist (bis auf einzelne Punkte) “kongruent” zu 2 Kopien seiner selbst!

Auf dieser Beobachtung aufbauend, zeigt Hausdorff, dass man fiir eine geeignete
Folge (z)ken die Sphiire S?\ {xy; k € N} = S* disjunkt in 3 Teile zerlegen kann,
die zueinander paarweise kongruent sind, von denen einer aber eine kongruente
Kopie der Vereinigung der beiden anderen umfasst (Hausdorff-Paradox)!

Banach-Tarski entwickeln das Hausdorff-Paradox weiter und zeigen, dass man
die Vollkugel in endlich viele disjunkte Teile zerlegen kann, aus denen man zwei
zur urspriinglichen Kugel kongruente Kugeln zusammensetzen kann. — Natiirlich
konnen diese Teilmengen nicht messbar sein!

Literatur:

R. M. French, Math. Intel. 10.4 (1988), 21-28.
S. Banach-A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), 244-277
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1.5 Lebesgue-Stieltjes Mass

Sei F': R — R monoton wachsend und stetig von links, das heisst

F(xzo) = lim F(z),Vzo € R.

ztzo
Fiir a,b € R setze

F(b) — F(a), fallsa <b

0, sonst.

Ar([a, b)) = {

Es sei Ar das von A\r nach Satz [[L2.1] induzierte Mass auf R mit
Ap(A) = inf{> Ap([ar, brl); A C | [an, bi[}-
k=1 k=1

Ist Ar Borelsch oder sogar Borel regulér? Ein einfaches Kriterium dafiir liefert
der folgende Begriff.

Definition 1.5.1. FEin Mass p auf R™ heisst metrisch, falls fir alle A, B C R
mat
dist(A, B) = inf{|la —b|;a € A,b€ B} >0

gilt
u(AU B) = u(A) + u(B).

Satz 1.5.1. (Carathéodory-Kriterium fiir Borelmasse) Ein metrisches Mass
auf R™ ist Borelsch.
Bewets. Es geniigt zu zeigen, dass jedes abgeschlossene F' C R™ p-messbar ist.
Sei FF C R™ abgeschlossen, B C R" beliebig. Zu zeigen ist

w(B) > u(BNF)+ u(B\F). (1.5.1)
OBdA sei p(B) < oo. Fiir k € N setze

F, = {z e R™; dist(z, F) < —}.

> =

Da p metrisch und

dist(B\ Fy, BN F) > = > 0,

Bl

folgt mit der Monotonie von p
W(BOF) +u(B\ Fy) = u((BNF)U(B\ Fy)) < u(B).
Die Ungleichung (L5.1) erhalten wir somit aus
Behauptung 1: u(B\ Fx) —» u(B\ F) (k — o0).
Beweis: Fiir k € N setze

Ry ::(lﬁ,\AFk+1)rW13.
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Die Mengen (Rj)ren sind disjunkt mit

B\F=B\F.U|JR,VkeN.
=k

Aus der Monotonie und o-Subadditivitit von u folgt somit fiir beliebiges k € N
W(B\ F) < u(B\ F) < u(B\ F) + 3 ul(R).
1=k
Behauptung 1 folgt somit durch Grenziibergang k — oo aus
Behauptung 2: Y7, u(R;) < oc.

Beweis: Beachte
diSt(Ri,Rj) >0, falls j > i+ 2.

Da p metrisch, folgt mit Induktion

m m
ZH (Rax) = U ak) < u(B
k=1

und

ZM Ropy1) = U Ropt1) < u(B).
k=1

Addition der Ungleichungen und Grenziibergang m — oo liefert

o0

u(Ry) < 2u(B) < o,
=1

wie gewiinscht. |
Satz 1.5.2. Das Lebesgue-Stieltjes Mass Ap ist Borel requldr.

Beweis. i) Wir zeigen zuniichst, Ap ist metrisch. Mit Satz [[L51] folgt, Ap ist
Borelsch.

Seien dazu A, B C R mit
§:=dist(4,B) >0

Zu ¢ > 0 wihle ag, by € R,k € N, mit AUB C | [ak, bg[ und
k=1

> Ar(lax, bi[) < Ap(AUB) + ¢
k=1
Beachte, dass fiir beliebige c = ¢y < ¢1 < ... < ¢y, = d gilt

Ar(le,d]) = F(d) = F(e)

m m
E F(ci—1) E ([c1=1, @)

(1.5.2)
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Allenfalls nach weiterer Unterteilung der Intervalle [ag,by[ diirfen wir daher
annehmen, dass gilt

b —ar <9, keN;

es gilt also fiir jedes k € N entweder AN [ay, br[= 0 oder B N [ay, bx[= 0. Die
Uberdeckung ([ak, bi[)ken zerfdllt somit in eine Uberdeckung von A und eine
Uberdeckung von B. Es folgt

Ar(AUB) < Ap(A)+ Ar(B)
< > Ap(anbD+ D> Ar(lan, b

kiar br[NAZ0 kiar br [N B0

<> Ap(lak, b)) < Ap(AUB) +e.
k

Mit € — 0 folgt die Behauptung.

i1) Wir zeigen, Ar ist Borel reguliir. Sei A C R, oBdA mit Ap(A) < oo. (Sonst
wihle B = R.) Fiir j € N wiihle Folgen (aj,)ken, (b],)ken mit

Ac |Jlal,bil=: B
k=1
und
j

iAFGaLb?;D < Ap(A) + L
k=1

Setze B = (| B;. Mit B, ist auch B Borelsch, A C B, und mit B C B; folgt
j=1

AF(A> < AF(B) < AF(B]')

= oo 1
<" Ar((af WD < Ar(A) + -
k=1 J
fiir beliebiges j € N. Mit j — oo folgt
Ap(A) = Ap(B);
also ist Ap Borel regulér. O

Die Menge der halboffenen Intervalle ist keine Algebra. Jedoch gilt analog zu
Satz [[.2.2

Satz 1.5.3. Fira <b gilt

Arp([a, b)) = F(b) = F(a) = Ar([a, b])-

Beweis. Offenbar gilt fiir a < b nach Definition

Ar(la, ) < Ar(la,b]) = F(b) — F(a).



1.6. HAUSDORFFMASS 21

Sei [a,b[C | [ak, bi[- Da F von links stetig, existieren zu ¢ > 0 Zahlen 6, d;, > 0
k=1
mit
Fb)—F(b-9)<e,
F(ak)fF(ak *5k) <€'27k,]€ € N.
Endlich viele Intervalle |ay — 0, bi[,k = 1,...,m, o0BdA mit ax — 0 < bi_1 fiir

jedes k > 1, tiberdecken das kompakte Intervall [a,b — §]. Mit (L5.2) und der
Monotonie von F folgt

F(b—6) - ;i F(ay, — 63)),
also 7
F(b) — F(a) < F(b—6) — ki F(ay — 6;)) + ¢
2 ak))+25—;)\p [ak, b[) + 2e.

Nach Ubergang zum Infimum beziiglich ([ax, b[)x und € — 0 folgt die Behaup-
tung. ([l

Beispiel 1.5.1. i) Fiir F(z) =z, x € R, gilt Ap([a,b]) = Ar([a,b]) = b—a fiir
alle a < b in R; also Ap = L1.

ii) Falls F(z) = 1 fir « > 0, F(z) = 0 sonst, so folgt Ap([a,b]) = 1 fiir
a <0 <b, Ap([a,b]) = 0 sonst, und Ar = d;p}.

1.6 Hausdorffmass

Fiir s > 0, 0 > 0 und beliebiges A C R"™ setze

MH3(A) =inf{> ri; Ac | Br(@r),m <5}

k=1 k=1

Nach Satz [[2.7] definiert Hj ein Mass auf R™. Weiter gilt offenbar
H;, (A) < H;z,(A), falls 62 < 61.
Also existiert fiir jedes A C R™ der Limes

H*(A) = limH5(A) = sup H5(A). (1.6.1)
610 5>0

Definition 1.6.1. H® heisst s-dimensionales Hausdorff-Mass.

Die Bezeichnung ist gerechtfertigt, da gilt:
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Satz 1.6.1. Fir s > 0 ist H® ein Borel requlires Mass auf R™.
Beweis. i) Wir zeigen, H® ist ein Mass. Sei s > 0. Offenbar gilt 7*(f)) = 0. Sei
A C |J Ar C R™. Da H;3 fiir jedes 6 > 0 ein o-subadditives Mass ist, liefert

(EHE[IIC)_(iie Ungleichung
S w0 <Y w
k=1 k=1
Die o-Subadditivitdt von H?® folgt nach Grenziibergang 6 — 0.
it) Wir zeigen, H® ist metrisch und damit Borelsch Seien A, B C R™ mit
o = dist(A, B) > 0. Jede Uberdeckung AU B C U B, (zg) mit 7, < 6 < dg

zerfallt in 2 Teile, welche die Mengen A, bemehungswelse B iiberdecken. Analog
zum Beweis von Satz 1.5.2 folgt fiir § < §p die Abschéitzung

H5(A)+H3;(B) < H;(AUB) < H*(AU B).
Nach Grenziibergang § — 0 folgt
H(A) +H*(B) < H*(AUB)
und damit die Behauptung.

iii) Wir zeigen, H° ist Borel regulir. Sei A C R™. OBdA sei H*(A) < oo.
(Sonst ist G = R™ Borelsch mit A C G und H*(A4) = H*(G).) Zu é§; = 1/1 wihle

Uberdeckung A C U Bry, (k) =: Gy mit 7y < §; und
k=1

1 ) 1
Hi,(Gr) < M5, (A) + 7 SH(A) + 7.

Dann ist G := (] G; Borelsch mit A C G und
=1

HH(G) = lim #45,(G) < lim H3,(Gr) < HO(A).

Der Vollstédndigkeit halber definieren wir

HO(4) {#A, falls A endlich

00, sonst

das Zahlmass auf R™.

Mit Hilfe der Skala von Massen H?®,s > 0, konnen wir nun die “Dimension”
einer beliebigen Menge A C R" erklidren. Dazu bendtigen wir

Lemma 1.6.1. Sei A CR" und 0 < s <t < oco. Dann gilt:
i) H*(A) < oo = H'(A) =0,
i) H'(A) > 0= H*(A) = .
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Beweis von Lemma [1.6.1l. i) Sei H*(A) < oco. Fiir 6 >0, AC | By, (zx)
k=1
mit r, < 0 gilt

o0 oo
A < rh<d Ty
k=1

k=1
also nach Ubergang zum Infimum beziiglich B,, () auf der rechten Seite
HE(A) < §5HG(A) < §F5HE(A).
Mit § — 0 folgt H!(A) = 0.

i1) Dies ist die Kontraposition von i). O
Beispiel 1.6.1. Sei Q = [-1,1]™ C R™. Dann gilt
27"L(Q) < H"(Q) < 27" L(Q).

Beweis. Zu gegebenem § > 0 wihle k mit r := 27%"1,/n < 4. Zerlege Q
mittels eines achsenparallelen Gitters der Maschenweite 2% in Wiirfel @; der
Kantenlédnge 2"“, 1 <1< 20tDn Jeder Wiirfel Q@ ist enthalten in der abge-
schlossenen Kugel vom Radius r mit demselben Mittelpunkt. Es folgt

/HSL(Q) < 2(k+1)nrn _ nn/? _ 27nnn/2£n(Q)

Umgekehrt folgt aus der o-Subadditivitit von £" fiir jede Uberdeckung der
Einheitskugel B;(0) mit Kugeln B, (zx) vom Radius rp < d, k € N, die
Abschétzung

=L" Bl Z rk ZCk = Wn Z Tk
=1 k=1
also
HI(Q) > HF(B1(0 mf{z ri; B1(0) C U By (x),m <6} > 1.
k=1
Mit & — 0 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.6.1. Tatséchlich gilt £"(A4) = w,H™(A) fiir alle £-messbaren
A C R™. (Siehe zum Beispiel Amann-Escher, Korollar 5.22, S.52; beachte jedoch
die unterschiedlichen Normierungen.)

Beispiel 1.6.2. Fiir A C R", s > n gilt H*(A) = 0.

Beweis. Sei s > n. Uberdecke R” mit Wiirfeln @Q;, [ € N. Lemma [L6.1] und
Beispiel [L6.] ergeben H*(Q;) = 0, | € N. Mit Satz [[T2folgt H*(R™) =0. O

Definition 1.6.2. Die nach Lemmall 6.1 und Beispiel [[.6.2 eindeutig definier-
te Zahl
dimy (A) = inf{s > 0;H°(A) =0} <n

heisst Hausdorff-Dimension von A.
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Beispiel 1.6.3. (Cantor Staub): Sei Ag = [0,1]? C R%. Zerlege Ay mittels eines
achsenparallelen Gitters der Maschenweite 1/4 in 16 Teilwiirfel. Es sei A; die
aus den 4 Teilwiirfeln entlang der Geradensegmente {(x,y) € Ao; y =2 £1/2}
bestehende Teilmenge, A die durch analoge Verfeinerung jedes der Teilwiirfel

von A; entstehende Menge, usw. Schliesslich sei A = (] Ag. (Vergleiche z.B.
k=1

Amann-Escher, S. 39.) Dann gilt: dimy(A) = 1.

Beweis. Wir zeigen, 3 < H'(A) < g

Jede Menge A}, besteht aus 4 Quadraten Q; der Kantenléinge 4~%. Die 4* Bille
vom Radius r, = 4752 /2 um die Quadrate Q; iiberdecken Ay, also auch A.
Es folgt

H5(A) < Hs(Ar) < V2/2
fiir alle & > ko mit g, < 6.
Sei m: R? — R die Projektion 7(x,y) = x. Beachte 7(A) = [0,1]. Sei A C

U By, (zk) mit 2z = (zk, yx), rx < 0, k € N. Dann erhalten wir
k=1

[0,1] = CU7T v (21) :ka—rk,xk-i-rk[
k=1 k=1
also
1_,61 01 Z k—?“k,.%'k—l—?‘k[):QZTk.
k=1 k=1
Die Behauptung folgt. |

1.7 Radonmasse

Sei p ein Mass auf R™.
Definition 1.7.1. Das Mass p heisst Radonmass, falls p Borel requldr ist
und falls p(K) < oo fir jede kompakte Menge K C R™.
Beispiel 1.7.1.
i) L™ A sind Radonmasse auf R", beziehungsweise R.
it) H® fiir s < n ist kein Radonmass.

iii) Falls n Radonmass, A C R™ p-messbar, so ist auch u| A mit
(4 A)(B) := u(AN B), BCR",

ein Radonmass.

Beweis. Offenbar ist v := u|A ein Mass, und fiir kompaktes K C R" gilt
V(K)=pu(ANK) < pu(K) < o0.
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i) v ist Borelsch. Sei C' C R™ Borelsch. Fiir B C R gilt

v(B)

wANB) =pu(ANB)NC)+pu((ANB)\ C)
AN (BNC)) +pu(An(B\C))
v(BNC)+v(B\C).

Also ist C bzgl. v messbar, v Borelsch.

i1) v ist Borel regulér. Sei B C R™. OBdA sei u(B) < oo. (Betrachte sonst
B N Q) fiir eine disjunkte Zerlegung R™ = U Q) in Wiirfel Q;, | € N. Beachte,

dass u(Q) < oo, da p Radonsch.) Wihle C bzw D Borelsch mit ANB C C,
bzw. B\ A C D und

(AN B) = u(C), u(B\ A) = u(D) < pu(B) < oc.
Da A p-messbar, AN B C ANC, folgt
0<u(C\A) =p(C)—pu(CNA)=pANB) - p(ANC) <0
also
v(C)=p(ANC)=u(ANB) =v(B).
Analog folgt wegen B\ A C D\ A die Beziehung
V(D) = u(D N A) = (D) — u(D\ A) < u(D) — (B \ A) =0.
Schliesslich ist C'U D =: E Borelsch mit B C F, und
v(B) <v(E) <v(C) +v(D) = v(B),

wie gewiinscht. O

Fiir allgemeine Radonmasse p gelten Charakterisierungen des Masses analog

Satz [[.3.2]

Satz 1.7.1. Sei p ein Radonmass auf R™.
i) Fiir jedes A C R™ gilt

n(A) = inf (@)
ACG, G offen

it) Fir p-messbares A C R™ gilt

u(A) = sup u(F) -
FCA, F kompakt

Es folgt unmittelbar
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Satz 1.7.2. Fir A C R" sind dquivalent:

i) A ist pu-messbar;

o0
i) A besitzt eine Darstellung A = (| G \ N, wobei Gy offen, k € N, und
k=1
w(N) =0 (“Gs-Menge”).

iii) A besitzt eine Darstellung A = | FxUN, wobei Fy, abgeschlossen, k € N,
k=1
und u(N) =0 (“F,-Menge”).

Beweis. Die Implikationen ii) = i) und iii) = i) sind klar nach den S#tzen

[CLTT und I3l da u Borelsch.

i) = ii) OBdA sei u(A) < co. (Betrachte sonst A N Q, fiir eine disjunkte Zer-
legung von R™ in Wiirfel Q;, | € N.) Wihle G offen geméss Satz [Tl mit
A C Gy und

1
wGr) < p(A) + 7.k eN.
Setze N = [\ Gk \ A. N ist p-messbar. Mit Satz 1.1.2 folgt fiir k € N
k=1

oo

u(N) = u(() Gr) = w(A) < p(Gr) = n(A) <

k=1

> =

Mit k — oo folgt u(N) = 0.

i) = iii) Wieder sei 0BdA p(A) < oco. Wihle Fj, kompakt geméss Satz [[7.1] mit
F,. C Aund

w(A) < u(Fy) + ! k e N.

Ea

Setze N = A\ |J Fj. N ist u-messbar. Es folgt
k=1

w(N) = n(A) (| Fi) < pl4) — p(F) < 7. keN.
k=1

Mit k — oo folgt die Behauptung. |

Fiir den Beweis von Satz [[7.]] benstigen wir ein Lemma.
Lemma 1.7.1. Fir jede Borelmenge B C R"™ gilt:

Ve >0 3G D B, G offen: (G \ B) < €. (1.7.1)

Beweis. Setze
G = {B C R"; B Borelsch, (LTI gilt fiir B}.

Wir zeigen, G umfasst die Borelalgebra B.
i) Offenbar gilt: G C R™ offen = G € G.
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ii) Wir zeigen, By € G,k e N= |J B, € 4.
k=1
Zu ¢ > 0 wiahle Gy D By offen mit

wW(Gr\ Br) <e-27% keN.

Dann ist G = |J Gj, offen mit G O |J By, und wegen

k=1 k=1
G\ U By = U(Gk\UBl C U Gk\Bk
k=1 k=1 =1 k=1
gilt
(G U By) < Z (G \ By) <
k=1 k=1

iii) Wir zeigen: By € G,k € N= (| By € G.
k=1

27

OBdA sei u(B1) < 00. (Zerlege sonst R™ = |J @; in disjunkte Wiirfel Q; und

=1

betrachte (Bj N Ql)keN fiir festes [ € N) Zu ¢ > 0 wihle Gy wie in ii). Fiir

K € Nist dann GK = ﬂ Gy, offen mit ﬂ By, € GE und
k=1 k=1

W(G") < u(Gr) < oo

Beachte

m Gk\ ﬂ By, C U(Gk\Bk)
k=1 k=1 k=1

(Fiir z € ﬂ Gr \ ﬂ By, wihle k € N mit 2 € By. Dann gilt x € Gy \ By.) Mit

Satz 1.1. 2 folgt daher

A g (G*\ ﬂ Bi)=u([)Gr\ () Br)
=1 k=1 k=1
< (G(Gk\Bk» > (G \ Be) < =
k=1 k=1

iv) Wegen 1) und iii) enthélt G jede abgeschlossene Menge

F=)Uy(F),

k=1

wobei

= U Bs(z) offen.
z€F
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v) Setze
F={BegG;B°=R"\Beg}

Dann enthélt F alle offenen Mengen. Nach Definition gilt zudem
BeF=DB‘eF.

Schliesslich gilt fiir By € F, k € N, nach iii) und der de Morganschen Regel
(U Bo)e =) Bi€g;
k=1 k=1

o0

mit ii) also |J Br € F. Somit ist F eine o-Algebra, die die offenen Mengen
k=1

umfasst, und

BCcFcCg,
wie gewiinscht. O

Beweis von Satz[1.7.1 i) Zu A C R™ wihle B Borelsch mit A C B und
w(A) = p(B). Dies ist moglich, da u insbesondere Borel regulér. Fiir offenes
G D B gilt nun

w(A) = w(B) = u(G) — u(G \ B).
Damit folgt die Behauptung aus Lemma [[.7.1

ii) Sei A C R™ bzgl. 1 messbar. OBdA sei A C A C Q, wobei Q ein offener

oo

Wiirfel. (Betrachte sonst A N Q; fiir eine disjunkte Zerlegung R™ = (J @Q; in
I=1
Wiirfel @, I € N.) Mit i) erhalten wir

w@Q\ A) = inf @) = inf w(G).
Q\ACG, G offen Q\ACGCQ, G offen

Fiir offenes G C Q mit Q\ A C G ist F = Q \ G C A kompakt; umgekehrt
liefert jedes kompakte F' C A ein offenes G = Q \ F mit Q \ A C G. Ersetzen
wir im letzten Ausdruck G durch @\ F, so folgt

Q) — p(A) =@\ A) = u(@Q) — sup p(F),

FcA, F kompakt

und damit die Behauptung. |

Weiter folgt aus Satz [L7.1] analog zu Satz [[.3.3] das folgende Messbarkeitskrite-
rium fiir ein allgemeines Radonmass.

Satz 1.7.3. Sei p ein Radonmass auf R™. Fir A C R™ sind dquivalent:
i) A ist p-messbar;
it) Ve > 0 3G D A, G offen: u(G\ A) < e.
Beweis. Wie Satz mit Satz [L7.1] anstelle von Satz O



Kapitel 2

Messbare Funktionen

2.1 Definition und elementare Eigenschaften

Sei 1 ein Mass auf R™, 2 C R™ p-messbar. Viele der in diesem Abschnitt ent-
wickelten Begriffe und Resultate lassen sich jedoch auch in einem viel weiteren
Rahmen untersuchen; vgl. Amann-Escher.

Definition 2.1.1. f: Q — [—00, 00| heisst u-messbar, falls gilt:

i) f71({+o00}), f~1({—o0}) sind u-messbar,
i) f=1(U) ist p-messbar fiir jedes offene U C R.

Bemerkung 2.1.1. Aquivalent zu ii) sind folgende Bedingungen:
i) f~1(B) ist u-messbar fiir jede Borelmenge B C R.
i) f71(] — 0o, al) ist p-messbar fiir jedes a € R.
(Analog, falls f=1(] — o0, al), f~*(Ja,ool), f ~([a, 0o]) u-messbar fiir a € R.)

Beweis. ii) = iii) : G = {B C R;f7!(B) p-messbar } ist eine o-Algebra,
welche die offenen Mengen umfasst.

iv) = iii): (] — 00,a])qer erzeugt die Borel-Algebra B. O
Bemerkung 2.1.2. Versieht man R = [~oc, 0o] mit der von den offenen Teil-

mengen von R und den Umgebungen [—o0, a[, ]a, 0], a € R, von F00 erzeugten
Topologie, so ist f: 2 — R bzgl. 4 messbar genau dann, wenn gilt

v) f~H(U) ist p-messbar fiir jedes offene U C R,
beziehungsweise, falls gilt
vi) f~([~o0, al) ist p-messbar, Va € R.

Beweis. vi) = i) Benutze die Darstellungen f~1({—o0}) = () f~1([~o0, k[),
kEZ

29
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FH({+o0}) =\ kLgJZf‘l([*oov k[).-
vi) = iv) f7H(] = o0,al) = f7H([—o0,al) \ f T ({—00}). O

Beispiel 2.1.1. Seien f: ) — R p-messbar, g: R — R stetig. Dann ist g o f
p-messbar.

Satz 2.1.1. i) Seien f,g: Q@ — R p-messbar. Dann sind die Funktionen f + g,
fg, lfl, fAg=min{f, g}, fVg=max{f, g} ebenfalls u-messbar, und, falls
g9(x) #0, auch f/g.

ii) Seien fr: Q — [—o00,00] u-messbar, k € N. Dann sind die Funktionen
inf fx, sup fx, iminf fx, limsup fi ebenfalls p-messbar.
k k k—oo k—o0
Beweis. i) Da f, g punktweise endlich, sind alle angefiithrten Funktionen er-
kléart. Die pu-Messbarkeit von f + g folgt aus der Darstellung

(f+9) ([~oosa) = |J  fH(=o0,r) g™ ([o0, 5]

r,s€Q, r+s<a

Da die Funktionen s ++ s%, s — —s, s — s/2 auf R stetig sind, folgt die u-

Messbarkeit von f - g aus der Darstellung

frg=z[(f+9)7— -9

N =

und Beispiel 21111
Weiter gilt

~(1.0D.a <0,

(] = 00,0]),a = 0,
~1(] — 00,0[U]2, 00]),a > 0.

Y
Q|
~
L
—
|
S
-
|
Q@ Q@ «

Setze
sT = max{s,0}, s~ = max{—s,0} = (—s)*.
Dann folgt aus der Stetigkeit der Abbildungen

+

S8, s >S5
und den Darstellungen
[fl=F"+1
fhng=f—(-1)",

fVg=f+@-n"*

die pu-Messbarkeit dieser Funktionen.

i) Seien fj: 8 — [—00, 00| p-messbar, k € N. Die Messbarkeit der angegebe-
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nen Funktionen folgt aus den Darstellungen

(inf fi) ™' ([=o0,al) = |J £ (=00, al),

keN

k=1
0o oo - 1
up o)™ (=oesal) = U () 7 (100070
liminf fi = sup(inf f),

k—o0 leN k>l

limsup fi = mf(sup f)-

k—o0

O

Man kann g-messbare Funktionen durch “Treppenfunktionen” approximieren.

Satz 2.1.2. Sei f: Q — [0,00] p-messbar. Dann gibt es p-messbare Mengen
A C Q, k€N, so dass
f=2 jxa

k=1

)_n

Notation: Hier und im folgenden bezeichnet x 4 die charakteristische Funktion
einer Menge A C R™ mit xa(z) =1, falls x € A, xa(z) = 0 sonst.

Beweis. Setze
A ={z; f(z) =1} = f([1, ).

Ay ist p-messbar. Definiere induktiv die p-messbaren Mengen

A = A{z; f(z l Z XA}kf23

o

Offenbar gilt fiir jedes x € € die Abschéitzung

=1
> ; TXAw (2.1.1)

was sich im Falle sup{k; = € A}} = oo sofort aus der Definition der Mengen Ay,
ergibt. Andernfalls betrachte kg = max{k; z € Ai} und benutze, dass x € Ay,.

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung machen wir eine Fallunterscheidung.
i) f(z) = oo. Dann gilt @ € Ay, fiir alle k, und Y77, x4, (z) = 00 = f(2).
it) f(z) = 0. Dann gilt @ ¢ Ay, fiir alle k; also Y~ | +xa4,(z) = 0= f(z).

iii) 0 < f(x) < oco. Dann gilt ¢ A fiir unendlich viele k. Falls ndmlich

x € () Ag, so folgt
k>ko

=3 gt > @)

im Widerspruch zur zuvor bewiesenen Ungleichung (Z.1.T).
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Fiir eine Folge von Indizes k — oo mit © ¢ Ay gilt nun nach Definition von Ay,

=1 1
0<f(z) =D =xa,(x) <.
— ) k
Jj=1
Grenziibergang k — oo liefert die Behauptung. O

Bemerkung 2.1.3. i) Beachte, dass die Konvergenz

b
fk:z;XAj%f

j=1

monoton ist. Falls f beschréinkt ist, so kann man sogar gleichméssige Konver-
genz

sup | f(z) = fr(x)] = 0 (k — o0);
zeigen (Ubung). Vergleiche auch Satz 2211

ii) Durch Approximation von f+, f~ nach Satz 2.1.2 kann man analog jede -
messbare Funktion f:  — [—00, 00] durch Treppenfunktionen approximieren.

Definition 2.1.2. Die Aussage A(x) gilt fiir p-fast alle z € Q, bzw. u-fast
tiberall (u-almost everywhere, u-a.e.), falls

w{z € Q; A(z) gilt nicht}) = 0.

Definition 2.1.3. Eine Abbildung F = F(x,y): 2 x R — R bezeichnen wir als
eine Carathéodory-Funktion, falls gilt

i) fir alle y € R ist x — F(x,y) p-messbar,

it) fir p-fast alle x € Q ist y — F(x,y) stetig.
Beispiel 2.1.2. Sei F' = F(z,y): @ x R = R eine Carathéodory-Funktion,
u: Q@ — R p-messbar. Dann ist f(z) := F(z,u(z)) ebenfalls y-messbar.
Beweis. OBdA sei F(z,-) € C°(R) fiir alle x € Q.

Die Behauptung folgt offenbar, wenn wir zeigen, dass fiir jedes a € R gilt

{2:f(z) < a} = {2: F(z,u()) < a}
- ﬂ ﬂ U({x,F(z,y) <a+ %}ﬁ{z; lu(z) —y| < %})

I=1k=1yeQ
“c”: Zuz € f1([~o0,a]),l € N wihle ko € N mit
_ 1
By g, (u(z)) C F(z,-) (] — 00,a+ 7D-

Es folgt

1
Vk € N3y € Byp(u(z)) NQ: F(r,y) <a+ 7
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also = € (p2; Uyeg - - - fiir jedes I und damit 2 € (2, N2y Uyeq - - -
“O7: Fir ¢ € (1,21 Npey Uyeg - - - withle zu gegebenem [ € N eine Folge (YL ) ken
in Q mit

1 1
lu(z) —y| < E%O(k%oo), Vk: F(x,yl) <a+ T

Da F(xo,-) nach Annahme stetig, ergibt Grenziibergang k — oo die Beziehung

1
Vi: F(z,u(z)) <a+ 7

Mit [ — oo folgt die Behauptung.

Alternativ kénnen wir u durch Treppenfunktionen gemiss Satz [2.1.2] approxi-
mieren und anschliessend Satz 2.T.1] anwenden. O

Falls p1 Borelsch ist, so liefert die (Halb-)Stetigkeit ein handliches Kriterium fiir
die Messbarkeit einer Funktion.

Beispiel 2.1.3. Sei f: Q — R stetig, p Borelsch. Dann ist f p-messbar.

Beweis. f~1({£oo}) = () ist u-messbar. Falls U C R offen, so ist f~1(U) offen,
also pu-messbar, da u Borelsch. O

Beispiel 2.1.4. Eine Funktion f: Q — R heisst nach oben halb-stetig (ober-
halbstetig, upper semi-continuous) falls gilt

limsup f(x) < f(xo), Yao € Q.

Tr—rTo
Topologisch ldsst sich dies dquivalent ausdriicken durch die Bedingung
f([a, o0]) ist abgeschlossen, Va € R,

oder
FY([~o0, al) ist offen, Va € R;

also ist f bzgl. u messbar, falls p Borelsch.

Analog sind in diesem Falle unterhalbstetige f: Q — R mit

liminf f(x) > f(xg), Vao € Q,

Tr—rTo

stets p-messbar.

2.2 Die Satze von Lusin und Egoroff

Sei nun p ein Radonmass auf R™, Q C R™ py-messbar mit u(Q2) < cc.



34 KAPITEL 2. MESSBARE FUNKTIONEN

Satz 2.2.1. (Egoroff). Seien fi: Q@ — R pu-messbar, k € N, f: Q — R p-
messbar und p-a.e. endlich. Weiter gelte fi(x) (k—> : f(z) fir p-a.e. x € Q.
—00

Dann folgt: ¥§ > 0 IF C Q, F kompakt: p(Q\ F) < und

sup i) = £(@)] 0 (k = o0);
das heisst, (fi)ren konvergiert auf F gleichmdssig gegen f.

Beispiel 2.2.1. i) Die Voraussetzung () < oo ist im allgemeinen nétig, wie
das Beispiel

(k—00)

fe=XByo) — f=1L"—ae inR"
zeigt.

ii) Das Beispiel der Folge (fi)ren mit fr(z) = 2%, 0 < o < 1 zeigt, dass man
im Allgemeinen nicht 6 = 0 wéhlen kann.

Beweis von Satz[Z.2.1. Sei § > 0. Fiir ¢,j € N setze

o0

Ciy = J{z € % fu(@) — f)] > 27},

k=j

Ci,j ist p-messbar, da f, fr p-messbar sind, und es gilt C; (j41) C Cyj, Vi, J.
Da weiter gilt fr(z) = f(z) (kK — o0) fiir u-fast alle z, und da () < oo, folgt
mit Satz

lim u(Ci ) M( N C’m-) =0, Vi e N.

j—o0 -1
Also existiert fiir jedes ¢ ein N(7) € N mit

#(Cingy) <6-2771

Setze A =Q\ U C; n(;)- Dann gilt
i=1

und fiir alle ¢ € N nach Definition von C; n ;)

sup | fr(z) — f(x)] <27% Vk > N(i).
T€EA

Wihle nun F' C A gemdéss Satz [[L7.1] wobei F' kompakt mit u(A\ F) < §/2.
Damit gilt auch
WO\ F) < u(@\ A) + (A \ F) < &

wie verlangt. |

Satz 2.2.2. (Lusin). Sei f: Q — R p-messbar und u-fast tiberall endlich. Dann
gilt: V6 > 0 IF C Q, F kompakt: p(2\ F) <6 und f,: F' — R ist stetig.
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Beispiel 2.2.2. Falls Q = [0,1] C R, f = x[o,1]\q; S0 ist floane: 0,1]\Q—R
auf dem eingeschréinkten Definitionsbereich stetig, als Funktion auf [0, 1] jedoch
stetig in keinem Punkt. Weiter zeigt dieses Beispiel, dass man zu § = 0 im
allgemeinen kein kompaktes F' geméss Satz finden kann.

Beweis von Satz[2.2.2. i) Wir zeigen, der Satz gilt fiir Treppenfunktionen
I I
g:ZbiXB“ Q= UBi; B;nB; =10 (i # j).
i=1 i=1
Zu § > 0 wihle F; C B; kompakt geméiss Satz [L7.1] mit
w(Bi\F) <6-27% 1<i<I.

Mit den Mengen B; sind auch die Mengen F; disjunkt; da diese zudem kompakt
sind, folgt dist(F;, F;) > 0 (¢ # j). Damit ist g lokal konstant, also stetig auf
I

F:= | F; C Q. Weiter ist F C  kompakt, und
i=1

I

W@\ F) = p <U<Bi\m>> <> ulB\F) <6

i=1
it) Seien fr: Q@ — R Treppenfunktionen mit
fl@) = lim fr(z), z € Q,
k—o0

entsprechend Satz [Z.1.2] wobei
kg I
fe= Z -XA; = ZbikXBikak €N,
— ] —
J i
Iy,
mit By N Bji =0 (i # j), U Bixr = Q und mit
i=1

1
bip = Z =, 1<i<I, keN.
BikCA]‘]

Zu § > 0, g = fi, wihle kompakte Mengen Fj, C ) gemiss Teil i) mit
pQ\ Fp) <6-271 fi ¢ Fr — R stetig, k€ N.
k
Wihle weiter Fy C 2 kompakt geméss Satz 2.2.1 mit

p(Q\ Fo) <6/2, sup [fr(z) — f(z)] — 0.
z€Fy (k—00)

Schliesslich sei F' = [ Fi C Q. Beachte, F ist kompakt mit

k=0
W@\ F) < (G(Q\m)) <> @\ R <8
k=0 k=0

und wegen F' C Fy folgt gleichméssige Konvergenz
sup |fr(z) = f(2)] = 0 (k — o0).
x€

Die Stetigkeit von fk‘F, k € N, liefert nun die Stetigkeit von fj.: F' — R. |
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2.3 Masskonvergenz

Sei p nun wieder ein beliebiges Mass auf R™, @ C R™ p-messbar, und seien
f, fr: Q@ = R p-messbar, k € N, und sei f u-fast iiberall endlich.

Definition 2.3.1. (fi.)ren konvergiert gegen f im Mass, fr © f (k — 00),
genau dann, wenn gilt:

Ve > 0: u({z € Q; |f(z) — fu(x)] >¢€}) = 0 (k — o0).

In welcher Beziehung stehen die Begriffe “Masskonvergenz” und “punktweise
Konvergenz p-a.e.” zueinander?

Satz 2.3.1. Sei u(Q) < oo. Falls f, — f p-a.e., so gilt auch fr, 5 f.
(k—00) (k

—00)

Beweis. Wir argumentieren wie im Beweis von Satz 2211 Zu vorgegebenem
€ > 0 setze

¢y = Ule € lfula) - (@) > <}, jEN.
k=j

Mit f und fj ist jedes C; ebenfalls py-messbar, und es gilt C;11 C Cj, j € N,
w(Cy) < u(Q) < oo. Falls fr(z) = f(z) (k = oo) fiir p-fast alle z, so folgt mit
Satz 1.2

oo

e € 11e) — @] > ) <€) = (165) =0 (5= o).

j=1
wie gewiinscht. O

Die Umkehrung von Satz 231 gilt jedoch nicht.

Beispiel 2.3.1. Sei Q = [0,1[C R, i das Lebesgue-Mass,

Jo = Xppzzn prren ), KEN,
P

PiCEnE)

wobei fiir jedes k der Index n € Ny so gewihlt ist, dass 2" < k < 2"+, Es gilt

pl{ € 051 fula)] > 0)) = 5 < 2 =50 (k = o)

also
fkifEO(k—H)o).

Jedoch gilt fiir jedes z € Q, n e N, k € N:

1, falls k = [2"x] + 2™,
fr(@) = s . i
0, alle iibrigen k € {27,...2 -1},

wobel [s] = sup{n € N; n < s}; also ist (fx(z))ren divergent.

Vielleicht iiberraschenderweise gilt hingegen:



2.3. MASSKONVERGENZ 37

Satz 2.3.2. Falls fi, & f (k — 00), so gibt es eine Teilfolge A C N mit

e = f prae. (k— 00, k€A).

Beweis. Fiir k,l € N setze
Apg = {z € O filz) — f(2)] > 275}
Beachte, dass fiir alle k € N gilt:
w(Ag) = 0 (I — o).
Fiir k € N wihle (k) € N mit
Ak o)) < 2770

= U Ak

k>l

Setze

mit
p(B) <> (App) <271 €N,
k>l
Weiter gilt Byy1 C By, I € N. Da u(B;) < 0o, folgt mit Satz

Iz <ﬂ Bl) = lim p(B;) =0.

Schliesslich existiert fiir jedes x ¢ ﬂ Byeinl € Nmit z ¢ B; = Ukzl Aok
also x ¢ Ay, o) fiir alle & > [, und das bedeutet

Es folgt
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Kapitel 3
Integration

In diesen Abschnitt sei nun u stets ein Radonmass auf R, Q C R™ p-messbar.
Die beschriebenen Konstruktionen sind jedoch in einem viel weiteren Rahmen
moglich; vgl. Amann-Escher.

3.1 Definition und elementare Eigenschaften

Nach Satz 2.1.2 kénnen wir jede p-messbare Funktion durch Treppenfunktionen
approximieren. Verallgemeinernd definieren wir:

Definition 3.1.1. g: Q — R heisst o-Treppenfunktion, falls im(g) abzihlbar
15t.

Der Einfachheit halber schreiben wir im folgenden stets Treppenfunktion statt
o-Treppenfunktion. (Evans-Gariepy: “simple function”)

Wir definieren das Integral einer Treppenfunktion g. Beachte, dass wir nicht
voraussetzen, dass u(2) < oo oder dass |g| < oo p-fast iiberall.

Definition 3.1.2. i) Flir eine p-messbare Treppenfunktion g: Q — [0, 00| setze
[odu= 3" anlg™({a})) < oo, falls g < o0 pae.
Q2 0<a<oco
und setze fQ gdu = oo sonst.

i) Fir eine p-messbare Treppenfunktion g: Q — R mit fQ g du < oo oder
Jo g™ dp < oo setze

= + — - = -1 -a.e.
/diu /Qg dp /Qg dp=Y_ ap(g~'({a})), falls |9 < oo p-a.e.,

0#a€R

und setze [, gdp = £oo, falls p(g~*({£o0})) > 0.

39
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Ahnlich dem Riemann-Integral konnen wir nun das p-Integral einer y-messbaren
Funktion f definieren. Definition B.I.2lii) schrinkt jedoch die Klasse der zur
Definition des obereren, bzw. des unteren pu-Integrals zugelassenen Vergleichs-
funktionen ein.

Definition 3.1.3. i) Fiir u-messbares f: Q — R seien

Zf dp = inf{/Q gdu; g ist u-messbare Treppenfunktion mit
/ngdu<oo und g > f p-a.e. } €R

/Qf dp = sup{/diu; g ist p-messbare Treppenfunktion mit

- /Szg+du<ooundg§fu-a.e.}eﬁ

oberes und unteres u-Integral von f. Offenbar gilt stets fﬂf dp < Ef du.

it) Falls Ef dp = fo du, so heisst f uneigentlich p-integrabel mit

/QfdquduAfduEE

(Evans-Gariepy nennen derartige f einfach “u-integrable”.)

Beispiel 3.1.1. Jede p-messbare Funktion f > 0 ist uneigentlich integrabel.

Beweis. OBdA sei f_Qf dp < oo; insbesondere also f(z) < oo fiir p-a.e. z € Q.
Wir nehmen zunéchst an, p(2) < oo. Zu vorgegebenem ¢ > 0 setze

A ={x e Q; ke < f(x) < (k+ 1)}, k € No.

Definiere die Treppenfunktionen

o0

€= EZkXAm g :EZ(k+1)XAk7
k=0 k=0

mit e < f < g p-a.e. Offenbar gilt

/Qedug/gfdusAfdug/ﬂgduﬁ/ﬂedﬁeu(@)-

Mit € — 0 folgt die Behauptung.

Fiir allgemeines p-messbares € betrachte eine Zerlegung R™ = (J;2, @Q; in dis-
junkte Wiirfel Q;, [ € N. Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es Treppenfunktionen
e, g 2NQ; —Rmit g < f < g auf Q; :=QNEQ; und

/ gzdﬂé/ erdp+ 27 .
97} Q
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Dann sind e =), €;, g = >, g1 p-messbar mit e < f < g, und

/gduﬁ/edquE.
Q Q

Die Behauptung folgt nach Grenziibergang ¢ — 0. O

Definition 3.1.4. Ein pu-messbares f: Q — R heisst u-integrabel, falls

!ku<m.

(Evans-Gariepy nennen derartige f “u-summable”.)

Beispiel 3.1.2. i) Ist f p-integrabel, so ist f auch uneigentlich p-integrabel.
ii) Falls f =0 p-a.e., so ist f p-integrabel, und fQ fdu=0.

Beweis. i) Zerlege f = fT—f~.Da0 < f* <|f|, sind die Funktionen f* nach
Beispiel B.I1] uneigentlich p-integrabel mit fQ frdu < oco. Zu vorgegebenem
€ > 0 gibt es daher Treppenfunktionen 0 < e* < f* < g% p-a.e. mit

OS/eid,ug/fidug/gidug/eidu+5<oo.
Q Q Q Q

Da die Mengen A* = {x; f¥(x) > 0} p-messbar sind, diirfen wir zudem an-
nehmen, dass e = g% = 0in Q\ AT Dann sind e := et — g™, g := g7 — e~
Treppenfunktionen mit e < f < g p-a.e., und es gilt

/e@g/f@g/f@g/gws/?w+%.
Q Ja Q Q Q

Mit € — 0 folgt die Behauptung.
ii) ist offensichtlich. (Wihle e = g = 0.) O

Satz 3.1.1. Seien f1, fo: Q — R uneigentlich p-integrabel. Falls fi > fa p-a.e.,

so folgt
/ﬁ@z/ﬁw
Q Q

Bewets. Beachte, dass mit ¢ > f; und f; > fo p-a.e. auch gilt g > fo p-a.e.
Wir erhalten also

Aﬁ@lﬁ@@fﬁ@zlﬁméﬁm

wobei wir das Infimum bilden {iber y-messbare Treppenfunktionen g > fi p-a.e.
mit [, 9~ dp < oo. O

Korollar 3.1.1. Seien fi, fo: Q@ — R uneigentlich p-integrabel mit fi = fo
pu-a.e. Dann gilt: fQ fidp = fQ fadp.
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Satz 3.1.2. (Tchebychev-Ungleichung) Sei f: Q — R pu-integrabel. Dann gilt

Va > 0: p({z € Qi |f(@) 2 a}) < a”? / £ dp.
Q

Beweis. Wihle f1 = |f|, fg = AX{zeQ;|f(x)|>a} in Satzm |

Korollar 3.1.2. Seien f, fr.: @ — R pu-integrabel mit

tim [ 15~ 71 du=0.
k— o0
Q

Dann gilt fx (kﬁ> : f, und fr = f p-a.e. (k = oo,k € A) fiir eine Teilfolge
— 00

ACN.

Beweis. Mit Satz 3.1.2 folgt fiir jedes € > 0 die Abschétzung

p({z € Q| fu(z) — f(2)] > €}) < 519/|f"°’ —fldp (kjoo) 0

also fr & f (k — 00). Der zweite Teil der Behauptung folgt aus Satz 2.3.2. [

Satz 3.1.3. Seien f,g: Q — R p-integrabel, A\ € R. Dann sind f + g sowie Af

p-integrabel, und
/(f+g)du:/fdu+/gdu,
Q

Q Q

/(Af)du=/\ﬂ/fdu-

Q

Beweis. o) Offenbar gelten die Behauptungen fiir Treppenfunktionen f =
Dok kXA 9 = >k bexs,: @ = R. (Dabei diirfen wir oBdA annehmen, dass
A, = By fiir alle k € N. Sonst betrachte (Ak n Bl)k,leN-)

i) Nach Satz ZTdlist f + g p-messbar. Zu £ > 0 wihle Treppenfunktionen
fe<f<[f9:-<9g<g°

mit [,(f%)” du < 00, [o(fe)T dp < oo und

/fsdu—/fdu<6, /fdu—/fadu<s,
Q Q Q Q

und analog fiir g. Dann sind f. + g, f¢ + ¢° Treppenfunktionen mit

fetge<fH+g< f+yg°
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und [, (fe +go)T dp < oo, [(f + ¢°)” dp < oo, sowie
/Q(f+g)du§/Q(fEJrga)du:Q/fEduﬂL/gEdu

Q
g/fdu—i—/gdu—i—%.
Q

Q

Analog
/Q(f+g)du2/fdﬂ+/gdu*2€-
- Q

Q
Da e > 0 beliebig, folgt zunéchst, dass f + g uneigentlich p-integrabel ist mit

/(f+g)du=/fdu+/gdu-
Q Q Q

Angewandt auf die Funktionen |f| und |g|, liefert dies

[1r+slaus [0+ lahan= [ 151 du+ [lg] au < oo
Q Q Q Q

also ist f + g sogar eigentlich p-integrabel.

it) Zu € > 0 wiihle Treppenfunktionen f. < f < f¢ wie in Teil i). Falls A > 0,
sind dann Afe, Af¢ Treppenfunktionen mit

Afe SAF<SAfT

und [ (Af€)dp = X [(f¢)” du < oo sowie [,(AMfo)T dp =X [,(fo)T dp < oo;
analog erhalten wir fiir A < 0 Treppenfunktionen

AfESAf < Afey
mit [ (AfS)Tdp < oo sowie [,(Af:)”du < oo, wobei wir beachten, dass
AFE)T = [M(fE) ™, bzw. (Afe)™ = [M(fo)T. Falls A > 0, folgt

Z()\f)duﬁ/()\fé)d,u:)\/Qfsdug)\/ﬂfd’u_i_)\g

Q

sowie

Jonduz=x [ rau-e
Jo Q
Analog, falls A < 0. Also ist Af uneigentlich u-integrabel mit

[ona=n [ ran

/le du=|A|/9|f| dht < oo,

und
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Korollar 3.1.3. Sei f: Q — R p-integrabel. Dann gilt | [, f dp| < [ |f] dp.

Beweis. Mit — |f| < f < |f] folgt die Behauptung aus Satz B.I1l und Satz
. 1.0l O

Lemma 3.1.1. Sei f: Q — R p-integrabel, und sei Q; C Q p-messbar. Dann
sind f1 = flo, dber 1, bzw. fxq, dber Q p-integrabel, und es gilt

lfl dp = Q/(fxm)du-

Bewesis. f; und fxq, sind offenbar p-messbar auf ihrem jeweiligen Definitions-
bereich.

o) Fiir jede Treppenfunktion ¢ < f sind g1 = 9o, » beziehungsweise gxq,
Treppenfunktionen mit g1 < f1, beziehungsweise gxq, < fxq,, und es gilt

/91 dp = /(ngl)du;
o Q
analog fiir Treppenfunktionen h > f.
i) Zu £ > 0 wihle Treppenfunktionen g < f < h mit

/hd,u—/fdu<€, etc.

Q Q

Dann folgt mit g1, h1, etc. wie oben

frdp — flduﬁ/hlduf/gldﬂ
o, Ja,

01 (951
:/(hl *91)du:/(h*9)xul dp
(971 Q
S/(h*g)du:/hdu*/gdu<2€,
Q Q Q

sowie .
/me dp — /me dp < /(h — g)xa, dp < 2,

Q Ja Q

also sind die Funktionen f; und fxq, uneigentlich p-integrabel. Weiter gilt
fldu—/ fxeon dué/ hldu—/gmldu=/(h—g)m du < 2e
o Q o Q Q

und analog

fldu—/ [xo, dp > /91 du—/hml dp > —2e.

ol Q

Da ¢ > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O
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Korollar 3.1.4. Fiir p-integrables f: Q — R und Q1 C Q mit () = 0 gilt

stets
/ fdu=0.
Q
Beweis. Da fxq, = 0 p-a.e. folgt die Behauptung aus Korollar B.1.0] O

Satz 3.1.4. Sei f: Q — R p-integrabel, Q@ = Q U Qy disjunkt zerlegt in p-
messbare Mengen Q1 und Q5. Dann gilt

Q/fdu/fdu+/fdu-

Q1 Qo

Bewets. Mit der Darstellung
= Fxe, + fxe,
folgt die Behauptung direkt aus Satz [3.1.3 und Lemma B.1.1] O

Falls p = L", so konnen wir das soeben definierte Lebesgue-Integral mit dem
uns bereits bekannten Riemannschen Integral vergleichen.

Eine prézise Charakterisierung Riemann-integrabler Funktionen liefert der fol-
gende Satz.

Satz 3.1.5. (Lebesgue) Sei Q = Q C R™ ein Wiirfel. Eine beschrinkte Funktion
f: Q — R ist Riemann integrabel genau dann, wenn L™(Af) =0, wobei

Ay ={xg € Q; f ist nicht stetig in xo}.

Beweis. i) Sei L"(Ay) = 0. Zu ¢ > 0 wihle G D Ay offen mit L7(G) < e.
Die Menge K = @Q \ G ist kompakt, f ist stetig in jedem Punkt 2 € Q \ G. Zu
x € Q\ G wihle r = r(z) > 0 mit

osco (o) f = su — inf < g,
@@/ Qrmmef Qr(r)ﬂQf

wobei @, () den offenen Wiirfel um z bezeichnet mit Kantenlidnge 2r. Endlich
viele Wiirfel Q; = Q(5,)(:),1 < i < N, tiberdecken K. Deren Komplement

R=Q\ Uzj\il Q; C G ist eine Elementarfigur mit Jordanschem Mass
u(R) = L"(R) < L™"(G) < e.

Sei P die Elementarfigur P = Uf\il Q;, und setze M = supzeql|f(x)|. Definiere
Riemannsche Treppenfunktionen e, g: @ — R mit

e(x) = max{i(gff; z € Qi}, g(x) = min{sup f; z € Q;}, fallsz € P,
i Qi

und mit e(z) = —M, g(z) = M fiir x € R. Dann gilt e < f < g in @, und
g —e < ¢ auf P. Mit der Notation fs? f dx fir das untere Riemannsche Integral,
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ete., und da pu(P) < u(Q), folgt

R R
/ fdx—/ fdxg/(g—e)d,u<5u(P)+2Mu(R)SE(/L(Q)—FQM).
Q JQ Q

Da ¢ > 0 beliebig, ist f somit R-integrabel.
i) Sei L™(Ay) > 0. Beachte Ay = Jro Ayk, wobei
7={r€@Q;¥r>0: oscq, () [ >e}, €>0.

Nicht alle AY* sind L™-Nullmengen; sonst wére auch Ay eine £"-Nullmenge
im Widerspruch zu unserer Annahme. Also existiert ko € N mit

£r(ay*) > o.

Seien e,g: @ — R Riemannsche Treppenfunktionen mit e < f < g in Q. Be-
achte, dass L"(A.) = 0 = L"(4y), und fir jedes x € A}/ko \ (Ac UA) gilt in
einem offenen Quader um z die Ungleichung g — e > 1/kg. Setze N = A, U A,
mit £7(AY*\ N) = £7(AY*). Mit Definition folgt so die Abschitzung

K
1. 1 1/k
d—/ed :/ —e)dp > — inf Ap) > —L"(AY ™) >0,
/qu L cm Q(g)ukoAk;u(k) PG

wobei wir das Infimum bilden bzgl. disjunkten Elementarfiguren Ag, 1 < k < K,
mit A}/ko \N C Ule Ap. Also ist f nicht R-integrabel. O

Korollar 3.1.5. FEine beschrinkte, eigentlich Riemann-integrable Funktion
f:Q — R auf einer beschrdinkten, Jordan-messbaren Menge Q@ C R™ ist stets
auch L™-messbar sowie L™-integrabel, und die Integrale sind gleich.

Beweis. OBdA sei Q@ = Q = Q ein Wiirfel. (Setze allenfalls f fort durch
f(x) =0 fir z € Q\ Q.) Nach Satz BLH gilt £L*(Ay) = 0. Die auf @ \ Ay
eingeschrankte Funktion f ist stetig, also £"-messbar. Damit ist dann aber
auch die urspriingliche Funktion f £™-messbar.

Je zwei Riemannsche Treppenfunktionen (R-Treppenfunktionen) e < f < g
sind auch zuléssige L"-messbare o-Treppenfunktionen geméss Definition
Mit dem unteren und oberen Riemannsche Integral von f erhalten wir so die
Abschétzungen

R
/ fdz = sup{ / gdz; g < f, g R-Treppenfunktion } < / facr
Jo 9 =

- "R
< /f ac" < inf{/ hdzx; f <h; h R-Treppenfunktion } = / fdx.
Q Q Q

Falls also f R-integrabel ist mit fé%f dx = f;:’f dx = [, fdx , so folgt

Lfdﬁ” Zfd/;” = | fd
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3.2 Konvergenzsitze

Seien p, ) weiterhin wie oben vereinbart.

Satz 3.2.1. (Fatou’s Lemma): Seien f: @ — [0,00] u-messbar, k € N. Dann
qilt
/lim inf fr dp < lim inf/fk du.
k—o0 k—o0
Q Q

Beachte, dass fi sowie f = liminfy_ .o fx > 0 nach Satz[21.1] p-messbar und
daher nach Beispiel 311 uneigentlich p-integrabel sind.

Bewets. Es geniigt zu zeigen, dass
/gdu < liminf/f;c du (3.2.1)
k—o0
Q Q
fiir jede Treppenfunktion g = 7% a;jxa; mit g < f = liminfyec fi.
OBdA seig >0, a0 =0, a; > 0 fiir j > 1, A; N A; = 0(i # j). Fixiere 0 < t < 1.

Fir j € N gilt
A; = Bjn,
k=1

wobei
B, ={z € Aj; fi(x) > ta; fir i > k}.
Da offenbar fiir alle j, k € N ebenfalls gilt
Bjk C Bjk+1,
folgt mit Satz
lim u(By) = p(A)).

k—o0

Fiir festes J, k € N erhalten wir zudem mit Satz [B.1.4t

/fkdﬂ>2/fkdu>2/fkdu>tzagu ko)

J= 1B]k

Grenziibergang k — oo liefert
hmmf/fkd,u>t2a]u ),VJ € N.

Nach Grenziibergang J — oo ergibt dies

hmlnf/fkdu>t2a]u /gdu.

Q

Die gewiinschte Ungleichung (32.1]) folgt mit ¢ — 1. O
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Beispiel 3.2.1. Das Beispiel p = L",Q = R", fr = —k™"XxB,(0), k¥ € N, zeigt,
dass die Bedingung f; > 0 im allgemeinen notwendig ist.

Beispiel 3.2.2. Seien f, fi: Q — R p-integrabel, k € N, mit

/|fk—f| di — 0k — o0),
Q

und sei H > 0 eine Carathéodory Funktion geméss Definition 2.1.21 Dann gilt:

/H(:L', f(@)du(z) <liminf | H(z, fr(x))du(z) =: 1.
Q

k—o0
Q

Beweis. Wihle eine Teilfolge A mit I = limy—ociken [o H (2, fu(x)) du(z).
Nach Korollar folgt zuniichst
fr 5 f (k= o0,k € A);

fiir eine weitere Teilfolge A C A konvergiert nach Satz[2.3.21dann fj sogar p-a.e.
gegen f, falls k — oo, k € A. Da H(x,-) fiir p-a.e. x € Q stetig ist, folgt

H(z, fr(z)) —  H(z, f(x)) pae x € Q.
(k—o00,kEN)

Satz B.2.1] liefert dann

[ s@ydn < tmine [ e fu@) dn = st [ He. fu) dn
Q Q Q

k—oo,kEA

wie gewiinscht. |

Satz 3.2.2. (Beppo Levi, Monotone Konvergenz): Seien fr: Q — [0,00] p-
messbar mit f1 < ... < fr < fre1 < ..., Vk. Dann folgt

/lim fodp = lim /f;c du.
k—oo k—o0
Q

Q

Beweis. Mit Satz 3.1.1 folgt

/ fydu < / lim fidp,Vj.
k— oo
Q

Q
Also
lim sup/fk du < / lim fx du.
k—o0 k—o0
Q Q
Die noch fehlende Ungleichung liefert Satz 3.2.1. O

Bemerkung 3.2.1. Umgekehrt kann man Satz B2I] auch aus Satz her-
leiten. Sei dazu (fx)ren wie in Satz B2l Fiir

Ik luzlkfl
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gilt 0< g1 <...<gr1<gr < fi >k eN), und
. T < '
kli?;ogk th_l}g.}ffk, /ngdu_lnzli/ﬂfzdﬂ
Nach Satz B.2.2 gilt also

/lim inf fr. dy = / lim gy dp = lim /gk dp < lim inf/f;C du.
k—o00 k—o0 k— o0 k— o0
Q Q Q Q

Satz 3.2.3. (Lebesgue, Dominierte Konvergenz): Sei g: @ — [0,00] pu-
integrabel, und seien f, fr: @ — R p-messbar mit |fx] < g,k € N, und

fx — f p-a.e. Dann gilt
(k—o0)

[sdn= [ rau] < 15~ g1 du =00 ).
Q Q Q

Beweis. Beachte |f| = limgoo |fi] < g < 00 pra.e. in Q. Insbesondere ist
|f — f] < 2g p-ae. fiir jedes k € N wohldefiniert und p-integrabel. Da

29— |fr — f| >0 pae inQ, keN,

folgt mit Satz 32T und Satz 313

/2gdu= /1iminf(2g— |fre — f1) dp
k—o0

Q Q
<timinf [ (29~ |fi~ fdp = [ 2gau—timsup [ |~ f] d,
k—o0 k—o00
Q Q Q
also
i [ 1= 7l du=0.
k— o0
Q
Die noch fehlende Ungleichung liefern Korollar BT und Satz O

Eine optimale Konvergenzbedingung liefert der Satz von Vitali, siche unten.
Anwendung 3.2.1. (Differenzieren unter dem Integral) Sei f = f(x,y): R X
[0,1] = R gegeben mit

i) Fliir festes x ist y — f(x,y) dber [0,1] Lebesgue-integrabel;

i1) % existiert und ist beschrinkt. (Lokal gleichmissige Beschrinktheit in x
gendigt.)
Dann ist y — %(m, y) fiir festes © € R beziiglich y iiber [0, 1] Lebesgue-integrabel,

und
1

1
d 0
i [rewa) = [Fana.
0

0
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Beweis. Fiur x € R, h # 0 gilt nach Satz

1
f(:chh,y)dy*b/’f(w,y

h

Ot —

Jdy 1
7/ Y dy.
0

Fiir jede Folge hy, — 0 gilt
(k—o0)

flathy) = fwy) | Of

hy (k—00) %

gr(y) = (x,y),
wobei mit dem Mittelwertsatz folgt

lg| < Sup‘g‘ =:C, Vk e N.
oz

Nach Satz[Z I Tlist % (x,-) beziiglich y € [0, 1] Lebesgue-messbar und integrabel,
und nach Satz [B.2.3] gilt

1 1 af
| awar = [ Faa

Dies gilt fiir jede Folge hy — 0 (k — o). Also existiert

1 1
L [flx+hy)dy— [ flz,y)dy 1
d 0
| [ ay) = m ® -t - [
0 h#0 0
O
3.3 Absolutstetigkeit des Integrals
Sei f: Q — R p-integrabel. Fiir y-messbares A C € setze
A) = dp. 3.3.1
()= [ fan (33.1)

Gemiiss Satz [I14 wird hierdurch eine (o-)additive (Ubung) Mengenfunktion
v = p|f erklirt, das “unbestimmte Integral von f”. Falls f > 0 p-a.e., so
definiert die Carathéodory-Erweiterung von x| f ein Radonmass (Ubung). Daher
bezeichnen Evans-Gariepy die Mengenfunktion p| f als “signed measure”.

Beachte weiter, dass | A = p|xa in dieser Terminologie.

Wegen Korollar B.1.4] gilt fiir alle A C Q
w(A)=0=rv(A4) =0. (3.3.2)

Es seien X, X, die o-Algebren der bzgl. i1, bzw. v messbaren Mengen A C R"™.
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Definition 3.3.1. Eine Mengenfunktion v mit 3, C X, und der Eigenschaft
B32) heisst beziiglich p absolut stetig, v < p.

Die Bezeichnung wird gerechtfertigt durch den folgenden

Satz 3.3.1. Sei f: Q — R p-integrabel. Dann gilt:

Ve>030>0VACQ, A p-messbar: M(A)<6:>/|f| du < e.
A

Beweis. (Indirekt). Annahme, fiir ein € > 0 existieren y-messbare Ay C Q mit

H(Ay) < 2"“,/|f| du>e kel
Ak

Setze By = Jp—; Ag mit Biy1 C B; C...Q und

p(Br) <> p(Ag) <27

M8

B
Il
-~

sowie

/IfI du=/|f|xBlduza, Vi € N.
B Q

Setze A = (0,2, B;. Mit Satz erhalten wir
w(A) = lim u(Br) = 0.
l—o00

Weiter gilt
g1 = fIxs, = [flxa (I = o0)

und

lgi] < |f] inQ, VI €N.
Mit Satz B.2.3] folgt

o1t dn=tim [ g = pin [ 111 d =
A l— o0 l—o0
Q By

im Widerspruch zu (8:32). O
Abstrakt kénnen wir den Satz 331 auch wie folgt formulieren.

Satz 3.3.2. Seien u,v: 2% — [0, 00] Masse mit v < p, wobei v(X) < co. Dann
gilt:
Ve>030>0VAeX,: u(d) <do=v4) <e.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz B3] unter Verwendung
von Satz [LT.2 fiir abstrakte Masse. O



52 KAPITEL 3. INTEGRATION

3.4 Der Satz von Vitali

Nun kénnen wir ein optimales (notwendiges und hinreichendes) Konvergenz-
kriterium formulieren.

Seien f, fr: Q — R p-integrabel, k € N.

Definition 3.4.1. Die Familie (fx) hat gleichgradig absolutstetige Inte-
grale, falls gilt:

Ve>030>0Vk e NVACQ, A u-messbar: u(A) <6:/|fk| dp < e.
A
(3.4.1)

Satz 3.4.1. (Vitali): Falls p(Q2) < oo, so sind dquivalent

i) fr & f (k= 00), und (fi)ren hat gleichgradig absolutstetige Integrale;
ZZ) limk_,oo fQ |fk — f| du =0.

Beispiel 3.4.1. Die Voraussetzung p(2) < oo ist im allgemeinen notwendig,
wie das Beispiel Q = R", = L", fi, = k™"xB,(0) 5 F=0 (k= o) zeigt. (fx)
hat gleichgradig absolutstetige Integrale, jedoch gilt [o, |fx| du = ¢ > 0 mit der
von k unabhingigen Konstanten ¢ = £"(B1(0)), wihrend [, fdup = 0.

Beweis. ii) = i): Falls [, |fr — f| du — 0 (k — o0), so folgt fi (ki : f nach
—»00
Korollar [3.1.3

Zum Beweis von ([B.4.1]) wihle zu vorgegebenem & > 0 ein geeignetes kg = ko(g)
mit

[ 15 £l d < 2, = ko
Q
und dazu § > 0 so, dass fiir alle y-messbaren Mengen A C 2 gilt

u(A)<5;>/|f| dp <, 1;1}%);0/|ka dp <,
A A

wobei wir fiir 1 < k < kg Satz B3] benutzen. Nach Wahl von kg folgt

A/IkadMSA/IfI du+!|fkf| dp < 2=

fiir k > ko, falls p(A4) < §, und damit (FZ4I).
i) = ii): Sei fr & f (k — 00) mit gleichgradig absolutstetigen Integralen.

Widerspruchsweise nehmen wir an

k—o0

1imsup/|fk — fldu > 0.
Q
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OBdA diirfen wir (allenfalls nach Auswahl einer geeigneten Teilfolge) sogar an-
nehmen

liminf/|fk — fldp>0.
k—o0
Q
Nach Satz existiert eine Teilfolge A C N, so dass fr — f p-a.e., falls
k— 00,k € A.
Zu £ > 0 wihle § > 0 so, dass fiir A C Q mit pu(A4) < 4 folgt

[ifdu<e [Inldu<e vien
A A

Zu diesem § withle F' C Q nach Satz 22T mit u(Q\ F) < J, so dass
sup | fx(z) — f(x)] = 0 (k — 00,k € A).
xEF

Bestimme kg mit

sup | fu(x) — f(@)] < m Yk > ko k € A.

Es folgt fiir k > ko, k € A die Abschétzung

!|fk—f|du: / +F/

Q\F
< [nd+IsDdu+ [ sup o) - )] du <3,
e
Q\F F
Da & > 0 beliebig gew#hlt war, folgt der gewiinschte Widerspruch. O
Beispiel 3.4.2. Sei pu(2) < oo, F = F(z,y): & Xx R — R eine Carathéodory-
Funktion gemiiss Definition Mit Konstanten C' € R, 1 < p < oo gelte

zusitzlich
|F(z,y)] < C(1+|y”) p-ae x€Q, yeR.

Seien weiter u, ug:  — R p-messbar mit
/|u|p dp < oo, /|uk|p dp < o0, /|u;€ —ul” duy — 0 (k — o).
Q Q Q

Dann folgt
/F(m,uk(:n)) dp — /F(m,u(m)) du (k — o). (3.4.2)
Q Q

Beweis. Setze
f(z) := F(z,u(z)), fr(x) = F(z,ur(x)), k € N.

Nach Beispiel 214l sind die Funktionen f, fi: Q — R p-messbar, k € N. Weiter
gilt nach Voraussetzung

/ f@)] dp<C / (1 + Ju(@)]?) dyt < oo
Q Q
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also ist f p-integrabel, ebenso fi, k € N. Zum Beweis von [B.4.2]) verifizieren
wir die Voraussetzungen in Satz [3.4.T11).

Behauptung 1: fi 5 f (k — o).
Bewetis. Wir argumentieren éhnlich wie im Beispiel [3.2.2)
1) Mit der Tchebychev-Ungleichung Satz B2l folgt fiir jedes € > 0

p{ws fuk () — u(@)] > e}) = p({; fux(z) — u(@)[” > €"})

< 5_p/|uk($) —u(x)[” dp — 0 (k — 00);
Q

also gilt up 2 u (k — 00).

i) Sei A C N eine Teilfolge. Nach Satz gibt es eine weitere Teilfolge
A C A mit 3

up = u pa.e. (k— 0o,k € A).
Da F(z,-) € C°(R) fiir p-a.e. x € €, folgt

fe(z) = F(z,up(z)) = F(z,u(z)) = f(z) (k= co,k € A)
fiir p-a.e. z € Q, nach Satz [Z3T] also
fe 5 f (k— oo,k € A).
Da dies fiir jede Teilfolge A C N gilt, folgt die Behauptung. |

Behauptung 2: Die Integrale ([ |fx| du)ren sind gleichgradig absolut stetig.

Beweis. Zu ¢ > 0 wihle 6 > 0 mit

M(A)<5:>/|u|pdu<€
A

und wéahle kg € N mit

/|uk—u|p du < e, Vk > ko.
Q

Mit der punktweisen Ungleichung
Jul” < (Jul + Juk — u])? < 2P (Jul” + Jug, — u]”)

folgt fiir jedes p-messbare A C Q:

[15 duw<c [+ ) du < Cua) +22C [Qul + s = up)
A A A

< OO+ 2PCe +2PCe < C(1 + 2P h)e,

falls u(A) <6 <e, k> ko. O
Damit ist Satz B4 anwendbar, und B.4.2) folgt. O
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3.5 Die Riaume LP(Q,p), 1 <p < o0

Die LP-Riume sind fiir die Analysis noch wichtiger als die Réume C°(Q2), C1(Q), ...
Es seien weiterhin u, 2 wie zu Beginn dieses Abschnitts vereinbart.
Definition 3.5.1. Fiir u-messbares f: @ = R, 1 < p < oo sei

1/p

I lze @ = /Iflp dp| < oo,
Q

und

1|z () = 1 = ess sup,eq | f(2)]
= inf{C € [0, 0]; |f| < C p-a.e.} < co.

Fir 1 <p < oo setze

LP(Q,pu) ={f: Q= R; f ist p-messbar, ||f||rr,u < oo}

Bemerkung 3.5.1. Fiir f € £L(Q, ) gilt |f(2)| < ||f]|p(,p fiir p-a.e. .

Beweis. Betrachte eine Folge (Cy) mit Cy | || f||zoq,u) (kK — 00). Setze Ay =
{z;|f(x)| > Cx}, k € N. Da nach Definition p(Ag) = 0 fiir alle k, hat auch A =
Ur Ay das Mass pu(A) = 0, und es gilt [f(2)| < ||f]|p=(q,p firallex € Q\A. O

Beispiel 3.5.1. Sei = B;(0) C R™, u = L™ das Lebesguesche Mass.
Fiir a > 0 gilt nach Korollar [3.1.5]

1Y’ ' Cu_ | falls p < 2
B.(0) \ 7] all Jg 00, sonst.

Fiir a > 0, p > 1 gilt daher

n
genau dann, wenn p < e

Wir wollen nun aus £P (2, ut) einen normierten Raum erzeugen. Die Schwierigkeit
besteht darin, dass fiir f,g € LP(Q, u), 1 < p < oo gilt

f=gupae =|f—gllrw =0;
das heisst, || - || zr(q,) ist nicht definit.

Mittels einer Aquivalenzklassenbildung kénnen wir jedoch aus £P(£2, 1) in kano-
nischer Weise einen Raum erzeugen, auf welchem || - ||z»(q, ) eine definite Norm
induziert. (Die iibrigen Eigenschaften einer Norm miissen jedoch noch bewiesen
werden.)
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Fiir f,g € LP(Q,p), 1 < p < 00 setze
f~g& f=gpae < |[f—gllrauw =0
und definiere die Aquivalenzklasse

[f1={g9€ LV (Qn);g~ f}
Schliesslich setze
LP(Q, ) = {[f]; f€L(Qu)}
sowie

I e = giﬂgc llgllzr .y = Iflle@.p, € LY, p).

Konvention: Im folgenden identifizieren wir [f] mit einem beliebigen Vertreter
f € [f]. “Funktionen” f € LP(Q, ) sind damit im allgemeinen nur bis auf u-
Nullmengen erkldart. Man kann jedoch stets auch einen punktweise definierten
Représentanten f € LP(Q, u) fixieren. Oft schreiben wir LP = LP(Q, u), etc.

Satz 3.5.1. Der Raum LP(Q, ) ist fir 1 < p < oo ein vollstindiger normierter
Raum.

Bewetis. Die positive Homogenitét der Norm ist klar; zu zeigen sind die Dreiecks-
ungleichung und die Vollstdndigkeit. Wir stellen zunichst die benotigten Hilfs-
mittel zusammen.

Lemma 3.5.1. (Young’sche Ungleichung). Seien 1 < p,q < oo Zahlen mit
1—17 + % = 1. Dann gilt:

X
ab < a——i——,Va,bZO.
p q

Beweis. OBdA sei b > 0. Die Funktion

aP
arrab——,a>0
p

nimmt bei ¢* = b7 7 ihr Supremum an; also gilt fiir alle a
P P » 1 ba
ab— L <sup <aba—) =br-1 <1—> =—.
P a>0 p p q

Bemerkung 3.5.2. Fiir eine konvexe Funktion H: R — R mit H(a)/a — oo
fiir |a] — oo wird durch

O

H* (b) = sup(ab — H(a)

eine konvexe Funktion H* definiert, die zu H konjugiert konvexe Funktion.

|6l |al”

Nach Lemma B.51]ist somit b — =~ die zu a — - konjugiert konvexe Funk-
tion; Zahlen 1 < p,q < oo mit 1/p+ 1/q = 1 heissen daher konjugiert.
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Korollar 3.5.1. (Héldersche Ungleichung) Seien 1 < p,q < oo konjugiert,
feLP(Qu), ge LYQ,u). Dann gilt: f-g € L*(Q, pn), und

Ifgllr < [Ifllzellgllza-

Beweis. OBdA sei p < q. Der Fall p = 1,q = oo ergibt sich unmittelbar aus
der Abschitzung
Ifal < |fl-llgllLe p-ae.

und Satz [3.1.1] sowie Satz B.1.3

Fiir 1 < p,¢ < oo nimm zunéchst an, dass ||f||z» = ||g9]|r« = 1. Aufgrund von
Lemma 35T gilt

i e 1 1
/lfglduﬁ/(ﬁjtﬂ) dp=-+-—1,
Q Q p q p q

f

wie gewiinscht. Fiir allgemeine f, g # 0 betrachte f =7 9= g |

lgllra

Qe

Korollar 3.5.2. i) Es scien f € LP, g € L% mit % B=
fgeL”, und |[fgllr <IIfllzellgllza-
ii) Falls 1(Q) < oo, so folgt L¥ C L" fir 1 <r < s < oo.

+ = < 1. Dann gilt

Q=

1
P

Beweis. i) Die Aussage ist klar, falls p = ¢ = r = oo. Fiir r < oo folgt die

Aussage aus Korollar B5.1] da |f|” € LP/",|g|" € LY/" mit ﬁ + q/% =1.

i) Da pu(Q) < oo, folgt g = 1 € L5-=. Beachte 1 =14 57 Die Aussage

s

folgt somit aus i). O

Korollar 3.5.3. (Minkowski Ungleichung): Sei 1 < p < oo, und seien f,g €
LP = LP(Q, p). Dann gilt f 4+ g € L?, und

I1f +gllze < [fllze + llgllzr-

Beweis. Der Fall p = 1 ergibt sich aus Satz B.I.1l Satz B.1.3 und der punkt-
weisen Abschétzung |f + g| < |f|+ |g|- Ebenso folgt die Behauptung fiir p = oo
aus der Abschiitzung |f + g| < ||fllo< + ||g||L~ p-a-e.

Firl <p<ooseiq= ﬁ der zu p konjugierte Exponent. Aus der Abschitzung

((f +9)@)" <2°(1f(@)" + lg(@)]"), prae. x €,

folgt f+g € L? sowie | f + g["~" € L. OBdA sei f+g # 0. Korollar 5.1 liefert
17+ olli = [ 170117+l aus [1r115 400" det [ lollf +9P™" dn
Q Q Q

— -1
< (1fllee + llgllze) 11 +glP Mz = (1fllee + llgllze) 11F + gll7s "

Nach Kiirzen von ||f + g||%," # 0 erhalten wir das gewiinschte Resultat. O
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Lemma 3.5.2. (Volistindigkeit von LP(2, ) Sei (fr)ken eine Cauchy-Folge
in LP = LP(QQ, ). Dann existiert f € LP? mit || fr — f|lz» — 0 (k — 00).

Beweis. i) Fiir p = oo ist (f;())ken fir p-a.e. © € Q eine Cauchy-Folge, also
existiert f(z) := limg— oo fx () fiir p-a.e. x € Q. Die Behauptung folgt aus der
Abschitzung

(&) = F(@)] = Jim [ fula) = fl@)] < imsup | = fllo= =0 (k= o)

gleichméssig fiir p-a.e. x € Q).
i4) Sei p < oo. Wir konstruieren zunéchst eine konvergente Teilfolge (f,(x))ren-

Wiéhle ¢(k), k € N, so dass
[1fi = fnllze < 27F, VI,m > @(k).

Setze -
F = |fotsr) = fom) -
k=1

F ist p-messbar nach Satz 2Tl F > 0, also ist F (uneigentlich) integrabel,
ebenso FP. Satz und Korollar B.5.3] liefern

1/p

1 p
/IFlp dp ) = lim /(Z‘fsa(k+1)fsa(k)|> dp
Q k=1

Q

1/p

l 0o
= lim || S N fothrry = ol e <D N orsr) = Fowlloe < 0o
k=1 k=1

Das heisst, F' € LP; insbesondere gilt F' < co p-a.e., und
-1

fi=lm foqy = Hm Y (Fomrn = fom) + fo)
k=1

=0

existiert p-a.e. in Q. Weiter gilt:

‘fffg;(l)‘: < F, VlieN.

Y Fotesr)y = Fo)
k=l

Insbesondere folgt damit auch f € LP, und mit Satz [B.2.3] erhalten wir
tin [ (7= fo|” du =0
=0 ®
Q

das heisst, f,q) — f in LP (I — 00).

Es ist nun leicht einzusehen, dass auch die ganze Folge (fi) gegen f konvergiert.
Fiir alle k € N und [ > (k) gilt

I[fi = flle < |1fi = foulloe + [ fom) — fllLe
<275+ | f oy — fllLo-
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Also folgt

limsup || fi — fllzr < (27k+||f<,a(k)*f||Lp):0-

lim
=00 k—o00
O

Definition 3.5.2. Ein Banachraum X heisst separabel, falls X eine abzdhl-
bare dichte Teilmenge enthdlt.

Satz 3.5.2. Sei 1 < p < oco. Dann gilt:
i) LP(Q), p) ist separabel;
ii) CO(Q) liegt dicht in LP(S, ).

Dabei bezeichnet C9(Q2) den Raum der stetigen Funktionen f: ) — R mit
kompaktem “Trager”

supp(f) = {z € & f(z) # 0} CC Q.

Bemerkung 3.5.3. Fiir p = oo gelten die Aussagen von Satz[3.5.2 nicht: Offen-
bar ist C°(€2) ein abgeschlossener, echter Teilraum von L>(, 11). Das folgende
Beispiel zeigt, dass L°(, 1) im allgemeinen auch nicht separabel ist.

Beispiel 3.5.2. Sei @ = [0,1], p = L' Fiir 0 < ¢t < 1 setze f; = Xjo, mit
[|ft — fsllr= = 1 (s # t). Die Menge (ft)t>o0 ist iiberabzihlbar. Gébe es eine
abzéihlbare Menge (e;)ren mit infy, || f; — ex|[L~ < 3 fiir alle ¢t > 0, so wire die
Abbildung, welche k € N das eindeutige ¢ = t(k) mit || f; —ex|[L~ < 3 zuordnet,
surjektiv. Dies ist aber unméglich.

Beweis von Satz[3.5.2. Nach dem Weierstrassschen Approximationssatz lie-
gen die Polynome dicht in C°(Q) fiir jedes Q@ CC R™. Somit folgt i) aus ii). Wir
fiihren den Beweis jedoch unabhéngig und erhalten auf diesem Wege auch einen
elementaren Beweis fiir die Aussage ii).

i) Es sei E die abzihlbare Menge

N

E= {Z arXQ,; or € Q, Qr C R™ ist Teilwiirfel
k=1

eines dyadischen Gitters mit Kantenlinge 27'}.
Wir zeigen: E liegt dicht in LP(2, ). Sei f € LP(Q,u), f = fT — f~, f£ > 0.
OBdA sei f = f*. Nach Satz ist f monotoner Limes von Treppenfunktio-

nen fi = 37, 1xa,. Mit Satz BZF folgt || fx — fl[L» — 0 (k — 00). Es geniigt

daher, die folgende Behauptung zu zeigen.
Behauptung: x4 € E fiir jedes y-messbare A C Q mit u(A) < oo.
Beweis. Nach Satz [[L7.1] gilt

WA=t ()
Aca, G offen

Wihle Gy, D A, Gy, offen, Gi4+1 C G, mit

1
wGr) < p(A) + 4, keN.
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Da (xq, — xa) € {0, 1}, folgt
1
/lXGk _XAlp dM:,u(Gk\A) < A —0 (/C—)OO)
Q
Daher diirfen wir A als offen voraussetzen. Nach Satz [[L3.1] gibt es disjunkte

dyadische Wiirfel I; mit A = (J;2, I;, und p(A) = 3,2, u(L;) nach Satz
Es folgt

k
lIxa =Y xullr =0 (k = o0),
=1
und offenbar gilt ), x1, € E, Vk. O

it) Wegen 1) geniigt es zu zeigen, dass fiir jeden Wiirfel Q CC R™ stetige
(sogar glatte) Funktionen fj, existieren mit f (k—> : xq in LP(Q, ). Die fi
—00

erhélt man leicht durch “Abglétten” der “Kanten” von xq. (|

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 3.5.4. Die Riume LP(Q, ), 1 < p < oo, beziehungsweise L($, p),
L*>°(Q, i) unterscheiden sich auch durch ihre “Geometrie”. So ist die 1-Kugel in
LP(Q, i) strikt konvex fiir 1 < p < oo, fiir p = 1 oder p = oo hingegen nicht.
(Vergleiche die p-Normen in R2.)

Die strikte Konvexitdt der Normkugel hat auch etwas mit dem folgenden Kri-
terium fiir Konvergenz in LP(, 1) zu tun. Dieses gilt zwar auch im Falle p = 1,
nicht hingegen fiir p = oo, wie die Betrachtung einer Folge (f, )xen mit ¢ | 1/2
(k — o00) aus Beispiel zeigt.)

Satz 3.5.3. Seien f, fr € LP(Q, n), k € N,1 < p < co. Es sind dquivalent:
i) Ilfe = fllLe = 0 (k — 00);
i) fr & f (k= 00), und || frllee = || f|ze fiir k = oo.

Beweis. i) = ii): Masskonvergenz folgt analog Korollar B.T.3l Die Dreiecksun-
gleichung, Korollar B.5.3] liefert

I fellze = £ lee | < [1fx = Fllze-

ii) = i): Beachte, dass 27 |fi|" + 27 |f|" — |fx — f|” > 0. Mit Fatou’s Lemma,
Satz [3.2.1] erhalten wir fiir jede punktweise konvergente Teilfolge

241 [ 117 dye = tmmsup [ 15~ 17 o
2 k—oo F
_ 1ikrginf/(2p fel? + 20 [ F17 = | fi — fI7) du
Q
> /hknig}f@? |ful? + 28| f1P =[x = fI7) dp = 2PF! / |fP dp.
Q Q

Mit Satz [2.3.2] enthélt somit jede Teilfolge von (f) eine normkonvergente Teil-
folge. Die Behauptung folgt. O



Kapitel 4

Produktmasse, Mehrfache
Integrale

Die Integration stetiger Funktionen f: R — R ist durch das Auffinden von
Stammfunktionen moglich. Durch die Auflésung von Gebietsintegralen in mehr-
fache eindimensionale (Riemann-)Integrale wird das Problem der Integration
stetiger Funktionen in hcheren Dimensionen gelost.

Sei z.B. f € C%[a,b] x [c,d]). Dann ist f iiber I: = [a,b] X [c,d] R-integrabel,

und
e /ab ( /jm,w dy> .

Ein #dhnliches Prinzip gilt auch, wenn wir einen allgemeineren Massbegriff zu-
grunde legen.

4.1 Der Satz von Fubini

Seien X,Y irgendwelche Mengen, und seien p, bzw. v Masse auf X, bzw. Y.

Definition 4.1.1. Das Produktmass u x v: 2X*Y — [0, 00] wird fiir S C
X XY erklirt durch

(u x v)(S) = inf { ZM(Ai)V(Bz‘)§ S C U A; x By,

=1

A; C X p-messbar, B; CY v-messbar, i € N}.

Bemerkung 4.1.1. Falls man fiir messbare A C X, B C Y als Produktinhalt
(A x B) = pu(A)(B)

61
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definiert, so entspricht die obige Definition der Konstruktion gemiss Satz [[L.2.11
(Indem man X additiv auf (endliche) disjunkte Vereinigungen derartiger Mengen
A x B (“Elementarfiguren”) ausdehnt, erhilt man sogar ein Primass, wie wir
im Beweis von Satz [£1.1li) sehen werden; also ist p x v die Carathéodory-
Erweiterung von A nach Satz [[22])

Beispiel 4.1.1. Falls X = RF, Y = R! und falls u = £F, v = £' das k-, bzw.
I-dimensionale Lebesgue-Mass, so gilt offenbar u x v = L™, n = k + 1 (Ubung).

Dies ist im wesentlichen die Situation, die wir im folgenden betrachten wollen.
Der folgende Satz 4. 1.T] gilt jedoch fiir allgemeinere Masse.

Satz 4.1.1. (Fubini). Seien p, v Radonmasse auf X = RF, bzw. Y =R!, pxv
deren Produktmass auf X XY =R", n=k+ 1. Dann gilt:

i) Fiir p-messbares A C X, v-messbares B C'Y ist A X B messbar beziiglich
w X v, und
(1 x V)(A x B) = u(A)w(B).

it) Sei S C X XY messbar beziiglich pn x v mit (u X v)(S) < oco. Dann ist die
Menge Sy = {z; (x,y) € S} fir v-a.e. y bzgl. p messbar, und die Abbildung

Y (5,) = /X sl i)

ist v-integrabel mit

(s x1)(8) = [

s ) = [ ([ xste) dute)) avto)
Y y \Jx
FEine analoge Aussage gilt fiir S, = {y; (z,y) € S}, ete.

iii) X v ist ein Radonmass.

i) Fiir (u x v)-integrables f: X x Y — R sind die Abbildungen

yH/Xf(w,y)du(év),

bzw.

2 /Y f(z,y) dv(y)

bzgl. v, bzw. p integrabel, und es gilt

| tawar= [ ([ i) duew = [ ([ s ) o).

Zum Beweis von Satz [£.1.1] definiere

F={SCXxY; Serfillt (@I1I), @12},

wobei
x — xs(x,y) ist p-messbar fiir v-a.e. y, (4.1.1)
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und

y— / xs(z,y) du(z) = p(Sy) ist v-messbar. (4.1.2)
b'e

p(S)Z/Y (/X xS(w,y)du(w)) dv(y).

Unser Ziel ist nun, fiir (4 X v)-messbare S C X x Y die Aussagen S € F und
p(S) = (u x v)(S) zu zeigen, insbesondere fiir S = A x B.

Fiir S € F setze

Definiere dazu die Familien

Po={Ax B; AC X p-messbar, B CY v-messbar},

! :{U Sj; Sj € Po}, sz{ﬂ Rj; Rj € P1}.

j=1 j=1
Lemma 4.1.1. P, C F, k=0,1,2.
Beweis. o) Offenbar gilt Py C F, und

p(Ax B)=u(A)v(B) fir Ax BePy. (4.1.3)
i) Fiir Ay x By, As X By € Py gilt

(A1 X B1)N (A2 x By) = (A1 NA2) x (B1 N By) € Po.
Ebenso kann man
(A1 x B1) \ (A2 x Ba) = ((A1 \ A2) x B1) U ((A1 N A2) x (By \ B2))

als disjunkte Vereinigung von Mengen in Py darstellen. Damit konnen wir jedes
S € P, als disjunkte Vereinigung S = Uj’;l Sj, Sj € Py schreiben.

Wir zeigen, Py C F, und fiir § = [J;2, S; mit disjunkten S; € Py gilt

=" p(S)). (4.1.4)

j=1

Fiir jedes y ist nach Satz [2.1.7] die Funktion

k
x> xs(r,y) = lim Y s, (7,9)
j=1

p-messbar. Mit Satz und v-Messbarkeit von y — [y xs,(z,y) du(z) fiir
alle j folgt, die Abbildung

yH/XS:cydu Z/mwydu)
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ist v-messbar. Schliesslich erhalten wir nach erneuter Anwendung von Satz[3.2.2)
die gewiinschte Identitét (E1.4)

o) = [ ([ xstendnte)) aviy

-/ i [ xs @ dnta) | aviy)

Z/(/xSxy)du )) vty zp

i) Wir zeigen, Po C F, und fir R = (;2, R; mit R; € P1 und p(R;) < oo
(j €N) gilt

Dw

p(R) = lim p(

k—o0

) (4.1.5)

OBdA sei Rj1 C Rj, j € N. (Sonst betrachte die Familie (R;);en mit Ry = Ry,
RJH =Rj N R], J > 1.) Mit der gleichméssigen Schranke x g, (x,y) < Xr,,
j €N, liefert SatzB.2.3] die Identitit

p(R) :/Y </X Jim xr, (@, y) du(z )> dv(y)
[ ([ e duto)) vt
=i [ ([ v duto) ) avty) = i 1)

das heisst, (£1.5]), wie gewiinscht. O
Lemma 4.1.2. Fir alle S C X XY gilt

(uxv)(S) =inf{p(R); SC RE Py}.

Beweis. Fiir jede Uberdeckung S C (J;=; A; x B; =: R gilt analog (&14)

<D plAix By =3 p(An(By)

also
inf{p(R); S CR e P} < (uxv)S).

Weiter kénnen wir jedes derartige R wie im Beweis von (£I14) disjunkt in der
Form R = U;i1 A x B zerlegen mit

p(R) = p(4] = (4] > (% v)(S).

Jj=1 Jj=1
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Beweis von Satz[{.1.1.1). Sei A x B € Py. Nach Definition von p x v und
@EIL3I) gilt:

(4 x ¥)(A % B) < u(A(B) = p(A x B) < p(R)
fiir alle R € P; mit A x B C R. Mit Lemma [£.1.2] folgt
(e xV)(Ax B)=inf{p(R);Ax BC R € P1} =p(Ax B)=pu(A)v(B).

Schliesslich zeigen wir, A x B ist (u X v)-messbar. Sei dazu T C X x Y beliebig,
R € P; mit T C R. Wie im Beweis von Lemma [T Tli) gezeigt, kénnen wir

R=R\(AxB)URN(Ax B)
disjunkt in P; zerlegen. Mit Lemma T2 und [@I4) folgt:

(1 x V)T (Ax B)) + (1 x )TN (A x B))
< p(R\ (A x B)) + p(RN (A x B)) = p(R).

Wiederum mit LemmaZ T2 folgt nach Ubergang zum Infimum beziiglich R > T,
R € Py, die Abschétzung

(kxv)(T'\ (Ax B)) + (pxv)(T'N (A% B)) < (nxv)(T);

also ist A x B beziiglich p X v messbar. O

Bemerkung 4.1.2. Mit (£.13) und (.I7) folgt fiir S = Ax B =J;2, S;, mit
disjunkten S; € Py, die Gleichung

MA x B) = p(A)w(B) = p(A x B) = p(S) = 3 _ p(S:) = D_A(S)-

Also ist A ein Pramass auf der von Py erzeugten Algebra der Elementarfiguren.
Behauptung i) folgt somit auch aus Satz [[L2.2]

Mit der Familie Py sind nun auch P; und Pz Teil der o-Algebra der (p x v)-
messbaren Mengen, und fiir R = ()2, R; € P2 mit R; € Py, p(R;) < o0 (j € N)
gilt

(1 x )(R) = p(R) (4.1.6)
nach Satz [[LT.2] beziehungsweise (£1.3]) - (£1.5).

Lemma 4.1.3. Fir jedes S C X XY gibt es R € P, mit S C R und

p(R) = (1 x v)(R) = (1 x ¥)(S).
Beweis. OBdA sei (ux v)(S) < oo. (Sonst setze R = X xY.) Fiir j € N wiihle
S C R;j € Py gemiss Lemma T2 mit

(1 1)(S) < pUR) < (0 x)(S) + 5.
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OBdA sei Rj1 C Rj, j € N. (Sonst betrachte die Familie (R;);en mit Ry = Ry,
Rj+1 = Rj+1 N Rj, j > 1) Setze

R= ﬂ R; € Py
j=1
mit S C R. Die Behauptung folgt aus (Z.1.5)). O

Beweis von Satz[{.1.1.4i). Sei S C X x Y beziiglich (11 x v) messbar mit
(u x v)(S) < oco. Wihle R € Ps gemiiss Lemma LT3 mit S C R und

(nxv)(S) = p(R).
Wir unterscheiden nun die folgenden Fille.

a) Es sei (u x v)(S) = p(R) =0. Da 0 < xs < xg, folgt in diesem Fall S € F,
p(S) = 0, wie gewiinscht.

b) Falls (1 x v)(S) = p(R) > 0, betrachte R\ S mit

(nx v)(R\S) = (ux v)(R) — (1 x v)(S) =0.
(Beachte (i x v)(R) = p(R) gemiss [@I1H6).) Nach Lemma T3 gibt es T € P
mit R\ S C T und p(T) = (u x v)(R\ S) = 0. Wie in a) folgt
p(R\S) = p(T) = 0;
das heisst,
1(Sy) = u(Ry) fir v-ae. y,
und

(03 0)(8) = p(R) = [ n(Ry)av(y) = [ (S,)dv(s) = o()

Y
O

Beweis von Satz[{.1.1].4i7). Jede offene Menge S C R", n = k + [, ist nach
Satz [[31] eine abzihlbare Vereinigung von Intervallen, also (u x v)-messbar
nach Teil i); das heisst, p x v ist Borelsch.

Da pu, v Borel regulér, gelten die Aussagen von Lemma 1.2l und Lemma 1.3
auch, falls man P; ersetzt durch

Po = {A x B; A, B Borelsch},
P = {U Sji Sj € Po}, Pa= {ﬂ Si; S; € Pr}.
Jj=1 j=1

Da P enthalten ist in der Borelalgebra von R, ist u x v Borel reguldr nach
Lemma [4.1.3]

Fiir kompaktes K C R™ wihle einen abgeschlossenen Wiirfel Q = Q1 x Q2 mit
K C Q. Es folgt

(W(K) < (nxv)(Q) = p(Q1) - ¥(Q2) < <.
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Beweis von Satz[{.1.1.iv). Fiir f = xg folgt iv) aus ii).

Falls f > 0, schreibe f gemiss Satz 2.1.2 als (monotonen) Limes von Treppen-
funktionen

=1
[ = -Xs;, Sj (1 x v)-messbar.

Aufgrund von ii) und der Linearitdt des Integrals gilt die Behauptung fiir die
Partialsummen f; = Z?Zl %ng, k € N. Nach Grenziibergang k¥ — oo und
Anwendung von Satz folgt die Behauptung fir f.

Beliebiges f zerlegen wir f = f* — f~. O

Bemerkung 4.1.3. Eine Menge S C X x Y, welche (£ 1.1]) und ({I1.2)) erfiillt,
muss nicht (p x v)-messbar sein. Betrachte dazu das folgende Beispiel.

Beispiel 4.1.2. Sei X =Y =R, u = v = L! das Lebesgue-Mass, A C [0,1]
nicht messbar, und setze

S ={(z,y); |z —xaly) <1/2, y €0,1]}.

S ist nicht p x v-messbar; jedoch ist S, p-messbar fiir alle y, und p(S,) = 1.

Bemerkung 4.1.4. i) Falls f: X x Y — [0,00] bzgl. u X v messbar ist, so
ergibt der Beweis von Satz [L1.Jliv) zusammen mit Satz B22 dass f bzgl.
(1 x v) integrabel ist, falls eines der iterierten Integrale existiert (Tonelli).

ii) Im allgemeinen kann eines der iterierten Integrale existieren, ohne dass f
1 X v-messbar sein muss oder ohne dass f bzgl. p X v integrabel ist. (Betrachte
zum Beispiel f = xg mit S wie in Beispiel £.1.2] bzw. f(x,y) = sin(y)/x auf
10,1] x [0, 27] mit fOQW f(z,y)dy = 0 fiir alle z €)0,1].)

4.2 Faltung

Wesentlich fiir das Folgende ist die Translationsinvarianz des zugrundeliegen-
den Masses. Daher sei in diesem Abschnitt stets p = L™, das n-dimensionale
Lebesguesche Mass.

Wie in Abschnitt 3.5 schreiben wir fiir Q@ C R", 1 < p < oo der Einfachheit
halber LP(Q2) = LP(Q, L™) oder auch nur LP?, falls der Integrationsbereich aus
dem Zusammenhang klar ist.

Lemma 4.2.1. Sei f: R® — R messbar beziiglich L™. Dann ist die Funktion
F(z,y) = f(z —y): R" xR" - R
messbar beziiglich £2™.

Beweis. Mit der Substitution z —y =: z erhalten wir fiir a € R die Darstellung

F([=o0,a]) = {(z,y); flx—y)<a}
={(z,x —2); f(z)<a} =TR" x{z; f(z) <a})
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mit T(z,2) = (2,2 — 2). Offenbar ist T: R*™ — R®" Lipschitz stetig, und
R™ x {z; f(2) < a} ist £L>"-messbar nach Satz [L.1.1l

Die Behauptung folgt somit aus dem folgenden Lemma O
Lemma 4.2.2. Sei T': R™ — R" Lipschitz stetig mit
|T$—Ty| §L|$—y|, I??JERna

und sei A C R™ L™-messbar. Dann ist TA L™-messbar.

Beweis. i) Sei N C R™ L"-Nullmenge. Zu ¢ > 0 wihle G D N offen mit
1(G) < e gemiss Satz [[71] und zerlege

G =

s

I;
1

j
in Wiirfel I; der Kantenlénge I,, j € N, gemiss Satz [3.1l Es folgt

TN cTG=JTIL,
j=1
und fiir jedes j ist T'I; in einem Wiirfel der Kantenlédnge

enthalten. Somit erhalten wir

w(TN) < u(TG) Z (TI;) <CL" Zl‘ = CL"u(G) < CL"e.
= =

Da e > 0 beliebig gewihlt war, folgt (T N) = 0; insbesondere ist TN bzgl. L™
messbar.

ii) Sei A C R™ L"-messbar. Nach Satz hat A die Darstellung

A= GFkUN
k=1

mit kompakten Mengen Fy, k € N, und u(N) = 0. Mit F}, ist auch T'F}, kompakt
fiir jedes k£ und somit insbesondere L£™-messbar. Also ist auch

TA= U TF, UTN
k=1

nach i) und Satz [[T1] £L™-messbar. O

Satz 4.2.1. Seien f, g € L*(R™). Dann ist die Funktion f x g: R™ — R mit
(fxg)(z) = L fle—y)g(y)dy = ; f(2)g(x = 2) dz

messbar, und f * g € L*(R™) mit

F* glley < Il llgller
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Bemerkung 4.2.1. Beachte, dass die so definierte “Faltung” symmetrisch ist:
frg=gxf.

Beweis. Gemiiss Lemma E2.1] ist die Funktion F(z,y) = f(z — y)g(y) £*"-
messbar.

i) Seien f,g > 0. Dann ist F (uneigentlich) £?"-integrabel. Aus Satz [L1.1]
und Bemerkung T4 folgt sodann

If * gl :/n ( - f(:c—y)g(y)dy) dw:/n ( - f(w—y)g(y)dw) dy

- / P“”(/Rn fz=y) dw)] dy = [1/1]:lgl 1

da [;. f(z—y)de = ||f]|p fir alley € R™.

ii) Fiir allgemeine f, g folgt mit i) zunéchst |F(x,y)| = |f(z — v)| |9(y)| €
LY(R?*"), mit Satz BT also f x g € L*(R™). Mit Korollar erhalten wir
schliesslich

1 gl = /Rn ’/Rn flx—y)gly) dy
</ (/ @ =y)lla) dy) dz = ||1£1 %lglllzr = |I£1lz: gl

O

dx

Korollar 4.2.1. Sei L? = LP(R™), 1< p < oc.
i)fel', ge P = fxge LP, und

1 gllee < If1lzrllgllzr-

i) felP, geld, 1<ty l=i14 1o fugelL” und

141
P q

1 gller <[ fllzellgllza-

Beweis. i) Der Fall p = 1 entspricht Satz[L2ZTl Fiir 1 <p <oosei 1l < g < o0
zu p konjugiert. Mit Korollar B.5.1] und Satz [£2.1] schitzen wir ab

/n |(f>kg)(z)|17 dx = /n . f(SC*y)g(y) dy| dx
S/n / @ = y)|7 |f(x— 9|7 lg(y)| dy| da
€L cLp

<ot [ ([ - llsr ) ao

: L+s
< ANEAF gl e < NI " Nl
Der Fall p = oo folgt unmittelbar aus Korollar 3511

i) OBdA sei p < ¢. Mit 1+% = %+l < 1+% erhalten wir p < g < 7.
Der Fall » = oo entspricht der Holderschen Ungleichung, Korollar B5.1t den
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Fall p = 1 haben wir unter i) bereits erledigt. OBdA diirfen wir also annehmen
1 <p<gq<r<oo. Schreibe

[ 156~ w1t dy = / =)' " ) @ =)l gl dy

eLs eLt eLr

mit s = 5, t = L. Beachte
= -

1 1 1 1 1 1 1 1
—+—+—=—+(———)+(———):1.
r s t r p r q r

Die verallgemeinerte Holdersche Ungleichung (vergleiche Ubung 10.3) zusam-

1 e 1
men mit der Abschétzung || |f|" * |g|? ||}, < ||f||zp||g||iq liefern somit

Vol = </ (/ £ = w)llgw)] dy>T dx)w

=2y A=
<|LAze " Mlgllza "I * 19" Ly < [ fllellgllzs,

wie gewiinscht. O
Anwendung 4.2.1. (Lésung der Laplace-Gleichung)

Fiir u € C*(R") sei

Au=S" 2 g oad
U—Z 02 iv grad u.
=1

Zu f € C§°(R™) suchen wir eine Losung v € C*°(R™) der Laplace-Gleichung
— Au = fin R™ (4.2.1)

Zur Motivation des Folgenden betrachten wir zunéchst das einfachere Problem,
eine vorgegebene Funktion u € C§°(R™) aus Au zuriickzugewinnen.

Partielle Integration mit dem Satz von Gauss liefert die folgende fundamentale
Identitét.

Satz 4.2.2. Fiir glatt berandetes, beschrinktes Q C R™, o, ¢ € C?(Q) gilt

R e _ _ W _ 9
/Q (A% — PpAyp) dx = /Q div(eVy — V) dr = /a . (w o an> do,

wobei n die dussere Normale an ) bezeichnet und % =n-Vi.

Wiéhlen wir zu gegebenem u € C§°(R"™) in Satz[.22ein offenes 2 mit supp(u) =
{z;u(r) # 0} C Q, so folgt mit 1 = u fiir beliebiges ¢ € C?(R") die Gleichung

—/uAgadx:—/cpAudx.
Q Q

Falls es uns gelingt, eine Funktion ¢ = ¢ zu finden, welche in einem geeigneten
Sinne die Gleichung
—Ag =do
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erfiillt, so erwarten wir eine Darstellung der Form
u=gx*(—Au)
durch Faltung mit der Grundlésung g. Dabei ist dg die Dirac-Distribution mit

do(u) = u(0) fiir alle u € C3°(R"™).

n = 1: Setze .
o@) = 1l ze R
Mit
Ag(z) = ¢"(x) =0 fiir alle z # 0
und
g (—e)—4g'(e) =1firallee >0

erhalten wir

(-8 ao) = = [ w@hglao ) o

— 00

—  lim </_ o (2)g(z0 — 7) dz + /OO o (2)g(x0 — ) d:c>

—00 xo+e

- 5113%(9/(_5) —g'(e))u(zo) = u(o).

n > 3: Setze

1

(n — 2) a1 |a" > =:c(n)|z[*™", @ #0.

g(z) =

Dabei bezeichnet a,,—; das (n — 1)—dimensionale Volumen der Sphiire S™~ 1.

Beachte, g € L},, nach Beispiel B.5.1] also g € L'(K) fiir jedes kompakte K C
R™, und

V(2" = (2 —n)z|z| ™", z#0,
A(lz]*™) =0, z #0.
Fiir allgemeines f € C§°(R™) und n > 3 machen wir den Ansatz
u=fx*g.

Satz 4.2.3. v € C>°(R") lost EZT).

Beweis. Betrachte zunéchst zo ¢ supp(f) = {z; f(z) # 0}. Geméss Anwen-
dung B.2.1] gilt

Bup.iy =By, [ 9l — )@ dy= [ (Bg)e0—0)1(0)dy =0 = f(s0)
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Fiir allgemeines x beniitze die Symmetrie der Faltung. Mit Anwendung B.2.1]
erhalten wir dann

Au,_, =47, /Rn fx—y)g(y) dy = - Af(z—y)g(y) dy,_,,

— lim Af(z—y)g(y)dy,,_,, -
0=0 JRn\ B (0)

Beachte
Apflz—y) =By f(z —y),
wobei der Index auf die Variable verweist, beziiglich der differenziert wird. Es

folgt:

AUy, = lim s 0) Ay f(wo —y)g(y) dy.

Anwendung von Satz mit @ = R"\ Bs(0), n(z) = —z/lz|, p = g, ¥ =
f(zo — -) liefert

. y 1 (n—2)
—Auy,_, = c(n) lim = Vf(xo —y)—= + = f(z0 — y) do(y)
le=20 =0 JaB5(0) <|y| ly| ? |y '
= c(n)(n —2) - an-1f(x0) = f(xo)-
O
Bemerkung 4.2.2. Im Falle n = 2 ist die “Grundlésung” gegeben durch
1 1
=—1 — .
g(z) = 5 log (le)

Beachte

1

V10g<—> 5, ©#0

2| |z|

Es folgt
Ag=——div |2 0, 2£0
9= or Iz ’ ’
sowie
oo
9B5(0) On
wobei wie oben n(z) = — 127 die dussere Normale auf O(R™ \ Bs(0)) bezeichnet
9,

und 32 =n-Vy.

Sehr wichtig fiir die Anwendungen ist der folgende Satz von Calderon-Zygmund,
den wir ohne Beweis zitieren.
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Satz 4.2.4. (Calderon-Zygmund, Hausdor(f-Young): Fir 1 < p < oo und u =
fxg mit f € LP NC5(R™) gilt
V2u = V3gx f € LP(R"). (4.2.2)

Falls zudem p < n, bzw. p < n/2, so erhalten wir zudem die Abschitzungen

1 ~1 1 11
Vu=VgxfeL'(R"), —=—— - —1==——, (4.2.3)
T n P P n
bew. 1 2 1 1 2
we IR, ~=2"24 - 1=--_2 (4.2.4)
¢ n | p p n

(mit Abschitzungen fir die entsprechenden Normen).

Bemerkung 4.2.3. Wire g € L[;?, Vg € L[;?, Vig € LlloC7 so erhiel-
ten wir diese Aussagen aus Korollar 2.1lii); jedoch verfehlt g diese Regula-
ritdt knapp. Zum Beweis der obigen Aussagen benttigen wir statt dessen die
Hausdorff-Young-Ungleichung und die Theorie der singuléren Integraloperato-

ren der Harmonischen Analysis.
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Kapitel 5

Differentiation von Massen

5.1 Differenzierbarkeit des Lebesgue-Integrals

Die Motivation fiir die Ergebnisse in diesem Abschnitt liefert das folgende Bei-
spiel.

Beispiel 5.1.1. i) Sei f: R — R stetig, zp € R, und sei F(z) := ffo f(&)d¢
eine Stammfunktion zu f. Dann gilt F € C1(R), und
1 x+h
F'(z) = lim - f(&)d¢ = f(x), Va.
h—0h [,

i) Allgemein gilt fir f € C°(R") in jedem Punkt x € R™

. 1
flz) = lim T (B @) /BT(I) f(y) dy.

Gelten analoge Formeln auch, falls wir nur f € L (R™) (also f € L*(Q) fiir
jedes beschrinkte Q C R™) annehmen, oder falls wir £™ durch ein allgemeines
Radonmass p ersetzen? — Im folgenden betrachten wir zunéchst den Fall = L™,

LY(R™) = LY(R", L"), etc.

Satz 5.1.1. (Lebesguesches Differenzierbarkeitstheorem): Sei f € Li (R™).
Dann gilt fir a.e. x € R™

. 1
f(z) ZE%mLT(E)f(y)dy-

Bemerkung 5.1.1. Man kann Kugeln durch Wiirfel ersetzen.

1
loc

Zum Beweis von Satz [B.1.1] benstigen wir die zu f € L
tion

(R™) assoziierte Funk-

*(): =su 71
fr@): = s /B W),

0]
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Definition 5.1.1. f* heisst Hardy-Littlewood Maximalfunktion.

Bemerkung 5.1.2. Nach Satz B3] ist fiir festes r > 0 die Abbildung

1
T B @) /BM W)l dy

stetig. f* ist daher nach unten halbstetig, also messbar nach Beispiel
Jedoch gilt f* € L*(R™) nur im “trivialen” Fall f = 0.

Die Maximalfunktion fiir ein f € L!(R™) ist hingegen “fast” in L'(R™) im
folgenden Sinn; vergleiche Satz (Tchebychev-Ungleichung).

Satz 5.1.2. Sei f € LY(R™). Dann gilt mit C = 5" fir alle a > 0 die
Abschdtzung

(£ @) > a}) < 1l

Wir folgern nun zunéchst Satz 5.1.1 aus Satz 5.1.2.

Beweis von Satz[5.1.1. OBdA sei f € L'(R"). (Betrachte sonst zu vorgege-
benem z € R™ die Funktion g = fxp,(x) € L'(R™).)

Nach Satz gibt es fr € CJ(R™) mit

fx — fin LY(R™).

(k—o0)

Schitze ab (mit lim = lim sup und D%T(z) fly)dy = m fBT(m) f(y) dy, etc.)

F|f, @) TR 1w - el
<Tn [ 15w - Rl o+l 1R) - @) dy| i) - 1)
=0 /B, (z) =9\ B (2)

< (f = fu)" (@) + [fe(@) = f(2)|, VE €N,

da fi stetig und somit lim, o ‘J%T(I) [fi(y) — fr(2)] dy‘ = 0 fiir alle = gemiiss
Beispiel 5.1l Fiir € > 0 folgt

Ac = {z; Tim . [f(y) = f(@)] dy > 2€}
CH{a; (f = fi)" (@) > e} U Ifi(@) — f(2)] > e}
Diese Abschiitzung gilt fiir alle k € N, also nach Satz und Satz
(s (f = fo)" () > e}) + n({z; [(f — fr)(2)] > €})
If = feller = 0 (k — o0).

,U(As) <

|Q =

<
5
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Damit ist

A= {z;Tim [f(y) = f@) dy > 0} = | ] Aipn
k=1
ebenfalls eine Nullmenge, und es folgt

f(z) — lim fly)dy

r—0 B, (Z)

< lim ]{3 6 = @) dy=0

r—0

fiir fast alle z. O

Wir haben sogar die folgende stéirkere Aussage bewiesen:

Korollar 5.1.1. Sei f € LL _(R™). Dann gilt fiir fast alle v € R"™ die Beziehung

loc

lim |f(y) — f(2)] dy =0. (5.1.1)
=0 /B, (x)

Definition 5.1.2. Ein x € R™ mit (511) heisst ein Lebesgue-Punkt von f.

Zum Beweis von Satz [B.1.2] benttigen wir ein weiteres Hilfsmittel.

Satz 5.1.3. (Vitali-Uberdeckungssatz): Es sei F eine Familie von Kugeln B =
B, (z) C R™ mit Durchmesser diam B = 2r < dy. Zu jeder Kugel B = B,.(x) sei
B= Bs,-(x) die 5-fach vergrdsserte Kugel. Dann gibt es eine abzihlbare Familie
G C F wvon paarweise disjunkten Kugeln, so dass

Beweis. Definiere induktiv maximale disjunkte Familien G; C F, wie folgt.
Wiéhle zunéchst

d
Gi1 C {B € F;diam B > ?0 =:d };
fir ¢ = 1,2,... wihle sodann
d;
gi+1 C {BE]:; d; > diam B > 5 =dit1, BNB =0 fir BIEglU...Ugi}.
Setze G = Uf; G;. Nach Konstruktion besteht G aus abzédhlbar vielen paarweise

disjunkten Béllen.

Sei By € F. Bestimme ¢ € N mit diam By €]d;,d;—1]. Da G; nach Konstruktion
maximal ist, existiert B € Gy U... U G; mit BN By # (. Insbesondere folgt
diam B > d;, also

By C Uzdi(B) C B.

Beweis von Satz[5.1.2. Sei a > 0. Setze

A={z; f*(z) > a}.
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Zu x € A wihle r = r(z) > 0 mit

][ lf ()| dy > a.
B, (x)

Mit wy, = p(B1(0)) folgt
o™ =ap(B@) < [ 1fldy <|Ifllos (5.12)
B, (z

insbesondere erhalten wir die gleichmiissige Abschitzung

r(z) <ro = (wyta™ | fllL)", Vo € A.

Betrachte die Familie
F = {BT(Z)(:L'), T € A}

Offensichtlich gilt A C |Jzcr B. Wihle eine Teilfamilie G C F von disjunkten
Billen nach Satz mit
Ac |UBc U B

BeF Beg

Aus (BI2) folgt dann die gewiinschte Abschiitzung

p(A) <> u(B)=5"Y u(B)

Beg Beg
" 5" "
<SS [ifa=" iy < il
Beg”’B Upeg B

O

Definition 5.1.3. Fin Radonmass p auf R™ hat die Verdoppelungseigen-
schaft, falls eine Konstante C > 0 existiert mit

fir alle x € R™, r > 0 (“doubling measure”).

Bemerkung 5.1.3. Der Beweis von Satz [5.1.2] (also auch der von Satz [E.1.1])
ldsst sich ohne weiteres iibertragen auf Radonmasse mit Verdoppelungseigen-
schaft.

5.2 Differentiation von Radon-Massen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, wie man den Integranden f
aus dem unbestimmten Integral [ f dp zuriickgewinnt, falls 4 = £ oder falls p
die Verdoppelungseigenschaft (B.I3]) besitzt.

Fiir den allgemeinen Fall benotigen wir zunichst einen feineren Uberdeckungs-
satz analog Satz [5.1.3
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Satz 5.2.1. (Besicovitch) Sei p ein Radonmass auf R™, F eine Familie von
abgeschlossenen Billen B = B,.(x), wobei r > 0, und sei A die Menge von
deren Mittelpunkten. Weiter gelte u(A) < oo sowie inf{r; B.(z) € F} = 0 fiir
jedes © € A. Dann ezistiert zu jeder offenen Menge G C R"™ eine abzdihlbare
disjunkte Schar G C F von Bdllen B C G mit

wAna)\ | B)=o.

Beg

Der Beweis ist vollkommen elementar aber recht umfangreich; vergleiche Evans-
Gariepy, Cor. 1, S. 35.

Bemerkung 5.2.1. A muss nicht g-messbar sein.

Seien nun u, v Radonmasse auf R™.

Definition 5.2.1. i) Fir x € R™ setze

=

wv(x) = w(Br(z)
+00 , sonst,

= {lim SUDP, 04 “UB ) falls u(By(x)) > 0 fiir alle r > 0,

w(Br(x))

liminf,_op 282E) - glls (B (z)) > 0 fir alle r > 0,
D, v(x) =
+00 , sonst.

it) Falls Dyv(z) = D,v(z) < oo, so heisst v beziiglich pu an der Stelle x
differenzierbar mit Dichte D,v(z) = D,v(z) = D,v(z). Die Dichte D,v
bezeichnen wir auch als Ableitung von v beziiglich .

Lemma 5.2.1. Seien u, v Radonmasse auf R™ mit u(R™) < oo, v(R™) < oo,
und sei 0 < a < co. Dann folgt:

i) Fir AC{z € R"; D,v(z) < o} gilt v(A) < o p(A);

i) Fiir AC {x € R"; D,v(z) > a} gilt v(A) > a u(A).

Bemerkung 5.2.2. A muss nicht y- oder v-messbar sein.

Beweis. i) Sei A wie in i), € > 0, G eine offene Umgebung von A. Betrachte

F={B=DB(z); €A, r>0, BCG, v(B)<(a+e)uB)}
Nach Definition von D ,v(z) und Wahl von A folgt

inf{r; B.(z) € F} =0, Vz € A.
Wihle eine abzihlbare, disjunkte Teilfamilie G C F geméss Satz (2.1l mit
v(A\ U B) = 0;
Beg

also

v(A) < Z v(B) < (a+e) Z w(B) < (a+e) p(G).

Beg Beg
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Nach Ubergang zum Infimum bzgl. G O A folgt mit Satz [L7] zuniichst die
Abschétzung

v(A) < (a+e)  inf p(G) = (a+e)u(A)
GoA, G offen

und nach Grenziibergang ¢ — 0 die Behauptung. Die Abschitzung ii) beweist
man vollkommen analog. |

Lemma 5.2.2. Seien p, v Radonmasse auf R". Dann existiert D,,v p-a.e., und
D,v ist pu-messbar und p-a.e. endlich.

Beweis. OBdA seien pu(R™) < oo, ¥(R™) < oo. (Sonst betrachte p| K, v|K
fir K = Br(0) mit anschliessendem Grenziibergang R — oo.) Wir fiithren den
Beweis in zwei Schritten.

i) Wir zeigen, D,v existiert, und D,v(z) < oo fiir y-a.e. x € R™. Setze dazu
I ={x; D,v(z)=+o0}
sowie fiir 0 < a < b < oo
R(a,b) ={z; D,v(z) <a<b< D,v(r) < 0o}

Da fiir alle o > 0 gilt

I C {z; Dyv(z) > a}
folgt mit Lemma [5.2.7]
v(R™)

o (a—00)

M(I)Sﬂé 0;

also pu(I) = 0, und D,v < 0o p-a.e.
Analog folgt aus Lemma [5.2.T]

b u(R(a,)) < v(R(a,b)) < a p(R(a,b)),
also p(R(a,b)) =0 fiir alle 0 < a < b < co. Wegen

{z; D,v(x) < Dyv(z) < oo} C U R(a,b)
o<t

gilt daher D,,v(x) = D,v(z) < oo fiir p-ae. z € R™.

it) Wir zeigen, fiir festes r > 0 ist die Funktion

BT fanis w(BoD)
T = gr(l') = { u(Br(z))’ als ,LL( T(z» >0
+00, sonst

p-messbar. Da nach Teil i) des Beweises D,v = lim; 0 g, = limy— 0 911 pi-a.e.,
ist D, dann nach Satz [ZTT] ebenfalls p-messbar.

Dazu zeigen wir zunédchst die pu-Messbarkeit der Funktionen

x = u(Br(x)), x+— v(Br(z)).
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Nach Beispiel 2.1.2] geniigt es zu zeigen, dass diese Funktionen nach oben halb-
stetig sind. Fixiere dazu zp € R™. Fiir eine Folge x — x9 (k — o0) setze

fre = XB, (zr)’ [ = XB,(z0) mit

limsup fr < f p-a.e,;

k—o0

das heisst,
likminf(l —fr) > 1—f p-ae.
—00

(Beachte, dass fiir « &€ B,(xq) stets auch x & B,.(xy), falls k > ko(x).)
Mit Fatou’s Lemma, Satz [B.2.1] erhalten wir

1(Bar (20)) — (B, (o)) = /B (s / liminf(1 — fi) du

BZT(ZO) k—o0

< liminf/B ( )(1 — fr) dp = pu(Bar(x0)) — limsup u(B,(zk)).

k—o0 k— o0
Da p(Bay(z0)) < o0, folgt

limsup u(By (21)) < (B (@0)).

k—o0

Somit ist die Abbildung x — u(B,(z)) nach oben halbstetig; analog fiir v.
Schliesslich ist die Menge
I ={z;pu(Br(z)) =0} C I

nach Teil i) des Beweises eine p-Nullmenge. Die Messbarkeit von g, folgt somit

aus Satz 2111 O

Wir kénnen nun Satz BI.T] auf geeignete Radonmasse verallgemeinern, welche
Bedingungen analog Satz B3] erfiillen. Dazu erinnern wir an Definition B3l

Definition 5.2.2. Seien u, v Radonmasse auf R™. Dann heisst v beziiglich p
absolut stetig (v < p), falls fir alle A C R™ gilt:

w(A) =0=v(A) =0.

Die Masse p und v heissen zueinander singulér (u L v), falls eine Borelmenge
B C R"™ existiert mit
p(B) =0=v(R"\ B).

Satz 5.2.2. (Differentiationssatz fir Radon-Masse) Seien pu, v Radonmasse
auf R™ mit v < p. Dann ist Dyv € L (R™, ), und jede p-messbare Menge
A C R" ist auch v-messbar mit

V(A):AD#Vdu.

Bemerkung 5.2.3. Nach Satz [5.2.2] hat also jedes bzgl. einem Radonmass p
absolut stetige Radonmass v eine Darstellung der Art (3.3.1)).
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Beweis von Satz[5.2.2. OBdA seien p(R") < oo, ¥(R") < oo. (Sonst be-
trachte zunéchst pp = p|Br(0), vy = v|B;(0), I < k € N. Da fir | < k
gilt Dy, v = Dyvy, [, Dyovidpg = [, Dyuvidp, erhalten wir aus der Aussage
des Satzes fiir ur und v; nach Grenziibergang k& — oo die Aussage des Sat-
zes fiir p und v;; da weiter die Folge I — D, v; offenbar monoton wachsend ist,
folgt hieraus mit Satz[[.T.2] bzw. Satz[3.2.2 bei anschliessendem Grenziibergang
[ — oo die Aussage des Satzes fiir die Masse p und v.)

Sei A C R™ p-messbar.

i) Wir zeigen, A ist v-messbar. Da p Borel reguliir ist, gibt es eine Borelsche
Menge B mit B D A und u(B) = u(A), also u(B\ A) = 0. Da v < p, folgt
dann auch v(B \ A) = 0.

Fiir beliebiges B’ C R™ erhalten wir somit
v(B'\ A) <v(B'\B)+v(B\ A) =v(B"\ B)
und damit
v(BPNA)+v(B'\A) <v(B'NnB)+v(B'\ B)=v(B),

da B Borelsch, also auch v-messbar. Die Behauptung folgt mit Bemerkung[T.T.4

it) Zum Beweis der Darstellung von v betrachte zunéchst

I={zeA; D,(z)=o0} (“infinity set”)
mit
u() =0 = (1) = [ Dy

gemiss Korollar B.T.4l Analog betrachte

Z ={z € A; Dyv(x) =0} (“zero set”)

mit
v(Z)< inf au(Z)=0= / D,vdpu.
a>0 VA
Weiter sei o
N={recA; D,v(r) < D,v(zx) < oo}
mit

u(N) =0
gemiss Lemma [B.2.0l Da v < u, folgt mit Korollar B.1.3] auch

v(N)=0 :/ D,vdpu.
N
Fiir 1 <t < oo zerlege nun

A=ZUIUNU UAm,
MEZL

wobei
Ay ={z € A; t" < D,v(z) <t™'}, meZ.
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A, ist p-messbar gemiiss Lemma [5.2.2] und damit auch v-messbar nach Teil i),
fiir jedes m € Z. Es folgt

v(A) = Y v(An) < ) 1" u(A)

meZ MEZ
=t t"u(An) <ty Dyvdpu=t | Duvdpu,
A A
meZ MEZL m

und analog
1
v(A) > —/ D,vdpu.
tJa

Grenziibergang ¢t — 1 liefert die Behauptung. |

Durch Anwendung von Satz [5.2.2] auf die von f, beziechungsweise f~ fiir ein

f € LL.(R" pn) erzeugten Radonmasse erhalten wir die gewiinschte Verallge-

meinerung von Satz BT}

Satz 5.2.3. (Lebesgue-Besicovitch-Differentiationssatz) Sei p ein Radonmass
auf R™, f € LL (R™, ). Dann gilt fir p-a.e. v € R™

loc

flz) = lim o fdu.

Beweis. OBdA sei f € LY(R", p). Zerlege f = f+ — f~. Fiir p-messbares
B C R" setze vt(B) = [, f* dp und fiir beliebiges A C R™ setze

vE(A) = inf{v=(B); A C B, B p-messbar}.

Nach Satz B30 und Satz [2.2] definieren die Mengenfunktionen v+ Radonmas-
se, und v+ < L.

Weiter folgt aus Satz
vE(A) = / Duyi du :/ f*du, YA p-messbar;
A A

also gilt
DHVi = f* p-ae.,

und mit Satz [[T.2lii) erhalten wir

. o )
lim o) fdp = lim m[“+(3r($)) — v (Br(2))]
— fim lim ——— [ (B, (@) — v~ (B, (@))]

750 17 (B (x)
= Dyt (@) = D™ (@) = [ (@) = f~(2) = ()

fur p-a.e. z € R™. O
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5.3 Differentiation absolut stetiger Funktionen

Sei F': R — R monoton wachsend, oBdA von links stetig, mit

F(b) — F(a), fallsa <b
0, sonst

>\F([a7 bD - {

und mit zugehorigem Lebesgue-Stieltjes Mass

AF(A) = inf {i )\F([ak,bk[); AC D [ak,bk[}

k=1 k=1
gemdéss Abschnitt 1.5.

Definition 5.3.1. F' heisst absolut stetig auf R, falls gilt:

Ve >03d6>0 V(aknbk)kENa ar < by <agy1, ke N:

Z|bk—ak| <6:Z|F(bk)_F(ak)| <e. (5.3.1)
k=1 k=1

Bemerkung 5.3.1. i) F absolut stetig = F' gleichmiissig stetig.
it) F' Lipschitz stetig = F' absolut stetig.

iii) Eine monotone, stetige Funktion muss nicht absolut stetig sein, wie das
Beispiel der Cantor-Lebesgue Funktion in den Ubungen zeigt.

Satz 5.3.1. Es sind dquivalent:
i) Ap ist absolut stetig beziiglich £';
it) F ist absolut stetig auf R.

Beweis. i) = ii): Gemiss Satz [£.2.2] gilt fiir alle £!-messbaren A C R die
Darstellung

Ap(A4) = /A fact

mit f = DpiAp € L (R, £Y). Mit Satz B30l folgt fiir (ay, by)ken mit ap <
b < apy1, keEN:

i |F(bk) — F(ak)| =Ap <G[ak,bk[> — 0,
k=1

k=1
falls
El (U [ak,bk[> = Z |bk — ak| — 0.
k=1 k=1

ii) = i): Sei A C R eine Lebesgue-Nullmenge. Zu £ > 0 wihle § > 0 gemiiss
(5:3.0)) und wiihle eine offene Menge B O A entsprechend Satz[[32mit £!(B) < §.
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Nach Satz [[3] gilt B = {J,—, Ix mit disjunkten, halboffenen Intervallen I, =
[ak, bi[, k € N. OBdA diirfen wir annehmen, dass

ar < by <apy1, kEN,

> b —ak| = > L'(Ix) = LY(B) < 4.

keN kEN
Mit (530) und Satz [[53 koénnen wir nun abschéitzen

und daher

Ap(A) < Ap(B ZAF L) =Y Ar(Ik) Z|F br) — F(ag)| <e.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt Ap(A) = 0; das heisst, Ap < L1, O

Aus Satz [£.2.2] erhalten wir mit Satz [5.3.1] unmittelbar den ersten Teil des fol-
genden Satzes.

Satz 5.3.2. (Rademacher): Sei F': R — R monoton und absolut stetig. Dann
ist DpxAp =: f € Ll (R), und fir alle o, x € R gilt

F(z) — F(zo) = Ap(]zo, z /f (5.3.2)

Insbesondere ist F in L'-a.e. Punkten x € R differenzierbar mit F'(z) = f(z).

Beweis. Zum Beweis der Differenzierbarkeit von F' an £!-fast jeder Stelle x
schétze ab

— | F - F 1
iy | 2D =T | [ 00 - s ay
- 1 +r
<Tm s [ 10 - fE@)ldy
<ol 17) ~ )l dy.
r— BT(I)
Die Behauptung folgt nun aus Korollar G111 O

Bemerkung 5.3.2. Ist umgekehrt fir 0 < f € L{ _(R) die Funktion F fiir
ein festes o € R durch (532) erklirt, so ist F nach Satz B3 und Satz B3]
absolut stetig und nach Satz BT £!-a.e. differenzierbar mit F’ = f. Satz
liefert somit eine exakte Charakterisierung aller monotonen Funktionen, fiir die
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt.

Wir wollen dieses Ergebnis auch auf nicht notwendig monotone Funktionen
F: R — R ausdehnen.

Definition 5.3.2. Sei F': R — R beliebig.
i) Fiir a <b € R heisst

VF([a,b[):sup{Z|F(bk)—F(ak)|; aS...Sakakgak+1§...<b}
k=1
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die totale Variation von F auf [a, b].

i) F hat lokal endliche Variation, F € BVioc(R), falls Vi ([a,b]) < co fiir alle
a<beR.

Lemma 5.3.1. Sei FF' € BVi,c(R), 29 € R. Dann ezistieren
limg ., F(z) =: F(zo+) sowie limgq, F(x) =: F(x0—).

Beweis. Nimm widerspruchsweise an,

¢ = liminf F(z) < limsup F(x) = &.

- ztzo xzTxo
Dann existieren Folgen (ag), (br) mit

$0—1<ak<bk<ak+1 <z, kEN

so dass B
F(ag) = &, F(br) — & (B — 00);
also -
Ve(wo — 1,20) = Y |F(bk) — Flax)| = o0
k=1
im Widerspruch zur Vorausssetzung F' € BVjo.(R). Analog fiir F(xo+). O

Im folgenden sei nun F' € BVj,(R) vorausgesetzt. Offenbar umfasst diese Klasse
alle monotonen Funktionen. Wegen Lemma 53Tl diirfen wir F stets als von links
stetig annehmen.

Lemma 5.3.2. Sei F' € BVjoo(R) von links stetig.
i) Fir a <b < c gilt Vp([a, c]) = Ve([a,b]) + Ve ([b, c]).
it) Vr([z, z0[) = 0, falls © 1 xo.
iii) x — Ve ([a, z[) ist auf |a, oo von links stetig .
Beweis. i) “>” ist klar.

“<":Seia<x < ... <axp <yp <2y < ... <c Falls xp <y < b fiir alle
k € N, so folgt offenbar

Y 1F(ye) = Flaw)| < Ve([a, b)),
k=1

also auch

> 1P (yk) — F(xx)| < Vie([a,b]) + Vi ([b, ). (5.3.3)
k=1
Analog schliessen wir, falls b < xp < y; fiir alle k € N oder falls yr, < b < Xp,+1
fiir ein kg.

Daher diirfen wir annehmen, dass zp, < b < yg, fiir ein ky. Wihle T = b. Zu
vorgegebenem ¢ > 0 wihle sodann § €]xy,, b[ mit |F'(b) — F ()| < €. Wir fithren
7y < T als weitere Unterteilungspunkte des Intervalls [z, yx, [ €in mit

|F(yno) — F(wy)| < [F(G) = Fan)| + [F(yr,) — F(@)] + €.
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Es folgt

S|P — Flaw)| < (Z F(ye) — F(ex)| + |F(@) —F(ka)
k=1

k<ko

+ (lF(yko) —F@)|+ Y |Fy) - F(éEk)I) +e < Vr(la, b)) + Ve (b, c]) +e.
k>ko

Nach Grenziibergang ¢ — 0 erhalten wir (53.3)). Die Behauptung folgt.

1) Nimm widerspruchsweise an, es gelte

lim Vg ([z,2z0[) =: 2¢ > 0.

xTxo

Dann gibt es fiir jedes © < zg Zahlen x = ag < a1 < b < ... <ap < b, <T <
Ty mit

k
Ve([z.2)) > Y [F(b) — Flag)| > .
k=1

Zu x1 < xo wihle iterativ xy = Typ—1 €]zr—1,20[, k > 2, wie oben. Mit i) folgt
V(s o) 2 3 Vie(low, Tal) = 00
k=1

im Widerspruch zur Voraussetzung F' € BVj,.(R).
111) Nach Teil i) folgt fiir a < x < g
Ve(la, zol) = Vi (la, z[) = Vi ([z, zo])-
Daher folgt Aussage iii) aus Aussage ii). O

Lemma 5.3.3. Sei F' € BVio.(R) von links stetig. Dann besitzt F' eine bis auf
eine additive Konstante eindeutige Darstellung F = Fy — F> mit monotonen,
von links stetigen Funktionen Fy, Fs, so dass

1
Ar ([a,8) = Vr((a,8) 2 5AR,([a,b]) (5.3.4)
fiir alle a < b € R, und F ist absolut stetig genau dann, wenn Fy und Fs absolut
stetig sind.

Beweis. Offenbar ist fiir festes zg € R die Funktion

Ve ([zo, z[) , T > T
EHZ €T — 0 , T = T¢
—Vr([z,z0]) , = <o

monoton wachsend und nach Lemma [(.3.2] von links stetig. Fiir Fy := F; — F
und zo < z <y gilt dann

Fy(y) — Faz) = (Fi(y) — Fi(z)) — (F(y) — F(x))
> [F(y) — F(z)| = (F(y) — F(x)) = 0,
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und analog unter Verwendung von Lemma [5.3.2] fiir allgemeine x < y € R; das
heisst, F5 ist monoton wachsend. Da F' und Fj von links stetig sind, gilt dies
auch fiir Fy.

Nach Konstruktion und Satz [[5.3] gilt weiter
Fi(b) — Fi(a) = Ap ([a, b)) = Vr([a, b))
sowie
Ap,([a,b]) = F2(b) — Fa(a) < F1(b) — Fi(a) + |[F(b) — F(a)| < 2VE([a, b]);
das heisst, wir erhalten (G3.4).

Eindeutigkeit folgt aus (53.4]), da diese Bedingung F; bis auf eine Konstante
bestimmt, also auch Fp = F} — F.

Offenbar sind analog zu Satz B3] die folgenden Aussagen dquivalent:
i) F ist absolut stetig.

ii) A, ist absolut stetig. (Genauer: die Carathéodory-Erweiterung von Vg,
welche jedoch nach (34 mit Ap, iibereinstimmt.)

ii1) Fy ist absolut stetig.

Wegen iii) = i) ist dann auch die folgende Bedingung zu den vorgenannten
dquivalent:

iv) F1 und F» = F; — F sind absolut stetig.

Das Lemma ist damit vollstéindig bewiesen. |

Korollar 5.3.1. Eine absolut stetige Funktion F: R — R ist L'-a.e. differen-
zierbar mat

=fe Llloc(R)v
und fir alle xo, v € R gilt

F@) = Fao) + [ 1)y

Beweis. Zerlege F = F} — F5 gemiiss Lemma [5.3.3 und setze
fi=DpiAg, € L (R), i =1,2
gemiss Satz[B.3.2 f = f1— fo. Aus Satz[B2.3.2folgt nun zunichst die Darstellung
F(z1) — F(zo) = (Fi(z1) — Fi(20)) — (F2(21) — Fa(20))
Fiir h > 0 schétze ab

/fldy /fzdyf/ fdy.
’F(x0+h)—F(

xo+h
gl =1y U@ - S

xo+h
< % 1@ = s

—h
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Da f € L{ (R), strebt die rechte Seite nach Korollar Bl gegen 0 fiir h — 0;
also ist F' L'-a.e. differenzierbar mit F’ = f. O

5.4 Lebesgue-Zerlegung

Auch ohne die Voraussetzung v < p erhalten wir eine interessante Darstellung
von v.

Satz 5.4.1. (Lebesgue-Zerlegung) Seien p, v Radonmasse auf R™. Dann gibt
es eine eindeutige Zerlegung v = Vg + Vs von v in Radonmasse vge <K b, Vs L
mit Dyv = D, vee, Dyvs =0 p-a.e., und es gilt

V(A)zADuudu+us(A)

fiir jede Borelmenge A C R™.
Bewets. Wir fithren den Beweis auf Satz zuriick.
OBdA seien p(R™), v(R™) < co. Setze

& ={A CR"; ABorelsch, u(R"\ A) = 0}.

Wihle By € £ mit

1
< iy
v(Bg) < Xéfg v(A) + -

OBdA diirfen wir annehmen By, D By, k € N. Setze B = (,—; Bi, mit

pR*\ B) < » p(R™\ By) = 0;
k=1
also B € £, und
v(B) = lim v(By) = inf v(A).

k—o0 Ae€

Setze nun
Vae = V| B, vs = v|(R"\ B).

Vae und v, sind Radonmasse nach Beispiel [L7.1liii), und vs L p, da
vy(B) = 0 = u(R"\ B).
Weiter gilt fiir jede Borelmenge A C B mit u(A) = 0 offenbar B\ A € £, also
v(A)=v(B) —v(B\A) <0 (5.4.1)
wegen Minimalitit von v(B); das heisst
Vage < U.

(Da p, v als Radonmasse insbesondere Borel-regulir sind, geniigt es, die Bedin-
gung (B41) fiir Borelmengen zu priifen.)

Behauptung 1: Sei v = v,. + 5 eine beliebige Zerlegung von v in Radonmasse
Vge <y, Vs L p. Dann gilt D,v, = 0 p-a.e.



90 KAPITEL 5. DIFFERENTIATION VON MASSEN

Beweis. Sei B Borelsch mit v5(B) =0 = p(R™\ B). Fiir 0 < a < oo setze
C ={z € B; D,vs(z) > a}.
Mit Lemma [F.2.7] erhalten wir
a p(C) <vs(C) <vs(B) = 0;
das heisst u(C) = 0. Somit folgt D,vs =0 p-a.e. O

Es folgt D,vee = Dyv p-ae., und Satz [5.2.2 liefert fiir Borel messbares A C R™
die gewiinschte Darstellung

Vac(A) :/ Dyvgcdp :/ D,vdp,
A A
aus der auch die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt. (|

Anwendung 5.4.1. (Ableitung monotoner Funktionen) Sei F: R — R mono-
ton, von links stetig mit assoziiertem Lebesque-Stieltjes Mass Ap. Gemdss Satz
[54 1 besitzt Ap eine Zerlequng Ap = A3+ A% beziiglich u = L', und es existiert

F' =DpiAp = DoAY =: f u-a.e.
Weiter gilt f € Li _(R), und

loc

zy

3 fdz = Ay (Jzo, 21]) = Ap(Jzo, 21]) — Ap(Jzo, 21]) (5.4.2)

< Ar(Jzo, 21]) = F(x1) = F(o),
da trivialerweise A% (Jzo,x1]) > 0.
Beispiel 5.4.1. i) Sei F' = X[g,oo[ die “Heaviside function”. Da F' € C*°(R\{0})
mit F'(x) = 0 fiir x # 0, folgt A% = 0. Weiter gilt
Ap([a,b]) =1, fallsa <0< b,
und Ap([a,b]) = 0 sonst; also Ap = AS, = §y. Beachte: F ist unstetig bei z = 0.

i) Sei I die in den Ubungen definierte Cantor-Lebesgue Funktion. Da F
stiickweise konstant ist auf R\ C', wobei C' die klassische Cantor-Menge ist mit
L1(C) =0, folgt F =0 L'-a.e. und A% = 0. Weiter gilt supp A% C C; jedoch
enthélt A} keine Punktmassen der Form a - d,,, da F' stetig ist.

5.5 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir gehen nun der Frage nach, ob man auch abstrakte Masse analog zum vor-
angegangenen Abschnitt zerlegen kann.

Sei X eine Menge, pu: 2% — [0,00] ein Mass auf X, ¥ die o-Algebra der pu-
messbaren Mengen. Weiter sei ®: ¥ — R endlich und o-additiv. Beispiele sind
die zuvor betrachteten Fille i) X = R", u= L", ® = [ fdp fiir ein f € L' (R"),
oder ii) X =R, & = Ap fiir F € BV (R).
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Definition 5.5.1. Fiir S € X setze

V(S)= swp  ®(A), V(S)= sup (~B(A)).

ACS,Aex ACS,Aex

Die Zahl

V() =V(S)+V(S)
heisst die totale Variation von ® auf S.

Bemerkung 5.5.1. Da ® o-additiv, gilt insbesondere ®(()) = 0. Folglich sind
die Mengenfunktionen V, V und V nicht negativ, endlich, und o-subadditiv.

Satz 5.5.1. i) V, V. und V sind nicht negative Masse, und es gilt die Jordan-
Zerlegung .
VSeX: oS =V(S)—V(S).

it) Weiter existiert P € ¥ mit

V(S) =®(SNP), V(S)=—-3(S\ P)

)y —

fiir S € ¥ (Hahn-Zerlegung).

Beispiel 5.5.1. i) Falls ® = [ fdL™, sogilt P = {z; f(z) >0}, V = [|f] dL™.
it) Falls ® = Ap, soist V = Ap.
Beweis von Satz[5.5.1]. Es geniigt, eine Menge P € ¥ zu finden mit

O(A)>0furalle ACP, A€ X,

5.5.1
P(A)<Ofiralle ACX\P, AcX. ( )

Es folgt, V := <I>LP_Z 0, und V ist o-additiv auf ¥; analog fiir V und V. Die
Mengenfunktionen V', ¥V und V lassen sich nach Satz [[L.2.2] zu Massen auf X
erweitern. Die Darstellungen i) und ii) ergeben sich unmittelbar aus (.5.1).

Zur Konstruktion von P betrachte eine Folge (Px)ren in X mit
V(Py) > ®(Py) >V(X)—-27% keN. (5.5.2)

Mit
sup ®(Py \ A) < V(Py) < V/(X)
ACPy

folgt fiir jedes k € N die Abschétzung

V(Pi) = sup (—2(A)) < sup 2(P\ 4) — 2(Py) < 27*.

Setze

P:ﬁUPkEE.

1=1k>1
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Die o-Subadditivitat von V liefert
. . -1 _
Z(P)Sllggoz<u ><l1~lglo<z )§l1~lglo2 =0
k>l k>l
Fiir alle A C P, A € ¥ gilt somit

®(A) = —V(P) =

und daher
O(P)=P(A)+P(P\A) > P(A).

Nach Ubergang zum Supremum bzgl. A erhalten wir die Ungleichung

V(P)>®(P) >

sup  ®(A) = V(P);
ACP,Aex

das heisst,
®(P) =V (P). (5.5.3)

Fiir [ € N schreibe
P, CPUUPk\Pk—i-l-

Es folgt .
V(R) <V(P)+ ZV(Pk \ Pr+1)-
Fiir K € N und jedes A C X \ P gilt nun
(A) = B(AUP,) — ®(P) < V(X) —B(P) <275,
Damit erhalten wir fiir jedes k € N die Abschéitzung

V(P \ Piy1) < sup  ®(A) <27F71
ACX\P]C+1

und mit (5.5.2)) folgt

V(P) > lim ( i V(Py\ Pey1) ) =V(X).

l—o0
k=l

Mit (B.53) gilt daher B
o(P) = V(X).

Fir AC X \ P, A € ¥ koénnen wir daher abschétzen
P(A) +O(P)=P(AUP)<V(X)=(P).
Da |®(P)| < oo, folgt nach Subtraktion von ®(P)
P(A) <0, VACX\PAcX,

wie gewiinscht. O
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Lemma 5.5.1. Sei ®: ¥ — R o-additiv und endlich, ® > 0. Sei weiter S € &
mit p(S) < 00, 0 < o < 0o. Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung

S=Nul]J S
k=1
mit wW(N) =0, Sk, € X so, dass fiir p-messbares A C Sy gilt

ak —1) - u(A) < ®(4) < ak - (), k€N,

Bemerkung 5.5.2. Vergleiche Lemma [52.T1
Beweis. OBdA sei S = X, a = 1. (Sonst betrachte ® = (DTL(S)

Fiir £ € N betrachte
P =d—-kpu:X—>R

. ist o-additiv. Wihle P, € ¥ zu ®; gemiiss Satz [0.5.T] mit
Q| Py <0< D[Py, keN.

Das heisst
D(A) > ku(A), VAC Py, A€ X,

bzw.
D(A) <ku(A), VAC P, AcX.

Aus (Pg)ren erhalten wir eine monotone Folge von Mengen mit denselben Ei-
genschaften, indem wir setzen

Qk:UPl-

1>k
Wir priifen leicht, dass gilt

bzw.

D(A) < ku(A), VAC QS, Aex.

Definiere weiter

N={)@Qk S1=0Q5 Sk=Qr1\Qx k>2.

k=1
Aus der Abschétzung
k n(N) < ®(N) < ®(X), Vk,
erhalten wir unmittelbar u(N) = 0. Fiir A C Sk, A € X, folgt zudem
(k— 1) p(A) < B(A) < & u(4),

wie gewiinscht. O
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Beachte, dass man das p-Integral einer Funktion f: X — R analog zu Abschnitt
3.1 auch in einem beliebigen Massraum (X, u1, ) definieren kann. Die Konstruk-
tion der Rédume LP(X, u) verlduft dann wie in Abschnitt 3.5, und es gelten die
zu Satz[3.5.7] Korollar B.5.2 analogen Resultate, insbesondere sind diese Rédume
auch vollsténdig analog zu LemmaB.5.21 Im folgenden sei der Einfachheit halber
stets p(X) < oo vorausgesetzt.

Satz 5.5.2. Sei (X, u,Y) ein Massraum mit p(X) < oo, ®: ¥ — R o-additiv
und endlich. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung

b =, + D, (Lebesgue-Zerlegung)

mit o-additiven Mengenfunktionen ®5 L u, Py < u, und
Boo(A) = / Fdu, B4(A) = B(AN N)
A

fiir ein geeignetes f € LY (X, u) und ein geeignetes N € ¥ mit u(N) = 0.
Beweis. i) Wir zeigen zunéichst die Eindeutigkeit. Sei
b=0F04+0=y+T

mit 8,7 < u sowie o,7 L pu. Dann ist p := 0 — 7 = v — 8 absolut stetig und
zugleich singuldr beziiglich p. Da p singulér, existiert S € ¥ mit p(S) =0 und

p(A) =p(ANS),VAcX.
Da andererseits p < g und p(ANS) < p(S) =0 fir alle A € 3, folgt
p(A) =p(ANS)=0,VA X,

das heisst, p = 0.

i) Zum Beweis der Existenz der Zerlegung geniigt es, den Fall & > 0 zu
betrachten. (Sonst betrachte V', bzw. V.)

Fiir [ € N withle a = 27! und zerlege disjunkt
X =N U U Skl
k=1

gemiss Lemma B0 mit x(N;) = 0 und mit Si; € X, so dass fiir g-messbares
A C Sy gilt

27k —1)- w(A) < ®(A) <27k - pu(A), keN. (5.5.4)
Setze weiter
fi=2""Y (k—1)xs,, l€N.
k=1

Schliesslich sei N = U°; N; mit u(N) = 0.
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Es folgt fiir alle A € X:

fd:/ frdu = / Ffrdu< S ®(AN Sy \ N
/Azu o ;Amsklwlﬂ ;( s\ N)

:@(A\N)g/A(fl+2*l)du:Lfldﬂ+2*lu(X).

(5.5.5)

Behauptung 1: Es gilt |f; — fiy1] < 27! p-a.e. auf X.

Beweis. Es geniigt, die Ungleichung fiir p-a.e. € Sp \ N C UgF_ Sk N Spr(141)
und beliebiges k € N zu zeigen.

Setze a := 27 (k—1) < b:=2"'k,a’ := 2= HD(F' 1) < b := 2=+ DL/ Gemiiss
elten fiir y-messbares A C Sk N Sy 41y somit die Abschétzungen
g 1% (14+1) g

a p(A) < @(A) <bp(A),

sowie

o' w(A) < D(A) <V p(4).
Kombination dieser Abschétzungen ergibt
(a = 0)pu(4) <0, (a' = b)u(A) <0.

Falls also p(Ski N Sk 41y) > 0 fiir einen Index k', so folgt fiir 2 € Sk N Sy (141)
nach Definition von f;, fi+1

filz) =a <t =d +27) = £ (x) + 27D
firr(@)=d <b=a+27" = fi(x)+27".

Damit gilt p-a.e. auf Si; die Abschéitzung
fi = fial <27,

wie gewiinscht. |

Da u(X) < 00, ist (f1)ien geméss Behauptung 1 Cauchy-Folge in L' (X, i1). Nach
Lemma B.5.2 existiert lim;_,o. f; =: f € L(X, ).

Setze o = ®| N und definiere

B(A) :/ fdu, AeX.
A
Offenbar gilt o L p, 8 < p. Grenziibergang | — oo in (L.5.0) liefert zudem
5() = [ fdu=a(a\N), A€
A
Fiir alle A € ¥ erhalten wir somit die Darstellung
D(A) =P(A\N)+P(ANN) =p5(4) +0(4),

wie gewiinscht. O
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Korollar 5.5.1. (Radon-Nikodym) Seien X, p, &2, ®: ¥ — R wie oben, wobei
® < p. Dann existiert f € LY(X, p) mit

B(A) = /Afdu, VAT (5.5.6)

Beispiel 5.5.2. Sei X = {1,2}, und sei ;1 das Zshlmass mit ¥ = 2%, &: ¥ - R
gegeben durch ®(0) =0, ®({1}) = a, ®({2}) = b, ®(X) = a + b. Dann erhalten
wir die Darstellung (5.5.6) bei Wahl von f = ax {1y + bx{2}-

Bemerkung 5.5.3. Wie das obige Beispiel zeigt, ist der Satz von Radon-
Nikodym kein Differenzierbarkeitstheorem; wir konnen jedoch die in Korollar
E.5.T konstruierte Funktion f wiederum ansehen als Dichte von ® beziiglich p.



Kapitel 6

Anhang

Zum Abschluss geben wir noch einen vom Besicovitch-Uberdeckungssatz un-
abhiingigen Beweis der Lebesgue-Zerlegung nach Satz B.4.1] der ebenfalls zum
klassischen Repertoire der Masstheorie gehort.

6.1 Ein wenig Funktionalanalysis
Definition 6.1.1. Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Eine lineare Abbildung
l: H— R heisst beschrinkt, falls

sup  I(u) < C < 0.
ueH,||ul|<1

Bemerkung 6.1.1. Offenbar sind folgende Aussagen &quivalent:
i) | ist beschréinkt.
ii) 1 ist stetig bei 0.
iii) 1 ist stetig in jedem Punkt.

Beweis. i) = ii): Fiir u — 0 gilt wegen Linearitét

l(u) = 1 (m) lull < Cffull 0.

ii) = 1i): Sei [ unbeschrénkt, u, € H eine Folge mit ||ug|| =1 und
ag = l(ur) = oo (k — o).

Fiir v, = a;luk gilt dann
v = 0, l(vg) =1 (k — o0).

ii) < iii): Dies folgt unmittelbar aus der Linearitit von . O

97
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Beispiel 6.1.1. Jedes v € H induziert ein stetiges Funktional [,,: H — R mit
lu(v) = (u,v), Yv € H.
Die Stetigkeit folgt aus der Cauchy-Schwarzischen Ungleichung
|(w, ) < el [ []o]]-
Umgekehrt wird nach dem folgenden Satz jedes stetige Funktional auf diesem
Weg erzeugt.

Satz 6.1.1. (Riesz) Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum, l: H — R stetig. Dann gibt
es genau ein uw € H mit
(u,v) =1(v), Yv € H. (6.1.1)

Dieses u wird charakterisiert durch

E(u) = ||u|]® — 2(u) = vmelﬁE(v)

Beweis. Sei uy € H eine Folge mit

FE = inf F > —
(uk) ey @ nd (v) > —oo,

eine sogenannte “Minimalfolge” fiir F.
Wir zeigen: (uy) konvergiert gegen die gesuchte Losung von (61.T).
Behauptung 1. a > —.
Beweis. Schiitze ab
B(u) = [Jul* = 2U(u) = [Jul|(||ul| - 2C) = -C?,

gleichméssig fiir alle u € H. |
Behauptung 2. (uj) ist Cauchy-Folge.
Bewetis. Mit der Parallelogrammidentitét

(g + 2w * + [Jun — wi][* = 2| u]* + 2] fw]? (6.1.2)

erhalten wir die Abschétzung

Up + U 1 1
a <8 (M) = Sl + fhal) = -+ ) = 3~ wl?

= 5B Gu) + Bu) = 7l =l

Da E(uy) — a (k — 00), folgt ||ux — w||> = 0 (k,1 — 00). O

Da H vollstdndig, existiert u = limg_oo ux € H. Dieses u ist die gesuchte
Losung. Da [ sowie (-, -) stetig sind, folgt zuniichst E(u) = klim E(ug) = a.
— 00
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Behauptung 3. u 16st ([GI1T]).
Beweis. Beweis: Fiir v € H, € € R gilt
E(u) = i%fE < Eu+ev)=(u+ev,u+ev)—2(u+ ev)
|ul|? + 2e(u, v) + £2||v]|* — 20 (u) — 2¢l(v)
= B(u) +2¢[(u,v) — U(v)] +€[v]|*.

Es folgt
d
0= E}E:OE(U + ev) = 2[(u,v) — I(v)].
O
Damit ist nun auch der Satz vollstdndig bewiesen. O

Bemerkung 6.1.2. Die Gleichung ([G.I.2]) ist eine Art Konvexititsbedingung;
betrachte zum Beispiel ||ux|| = |Jw|| = 1. Zu Satz [E11] analoge Darstel-
lungssétze gelten auch in allgemeineren strikt konvexen Réumen.

6.2 Alternativer Beweis von Satz [5.4.7]

Es gelten die Annahmen von Satz .4l Betrachte das Radonmass p = p+ v
auf R™. OBdA seien p(R™) < oo, (R™ < o0) und daher auch p(R™) < oo. Mit
Korollar B5.2 folgt L*(R™, p) C LY(R", p) C L*(R™,v), und die Abbildung

L*R™,p)>f— | fdveR
Rn
ist stetig und linear.

Nach Satz BT existiert g € L?(R", p) mit

_ _ v 2/mn . 2.
Rnfdv—/Rnfgdp—/Rnfgdqu/Rnfgd , Ve L*(R",p);  (6.2.1)

das heisst,
[ fa-gyav= [ Fodu, V] € L®",p). (6.2.2)

Beachte, dass g p-messbar ist, also auch p- und v-messbar. Weiter folgt aus

©.2.1)

0 <g <1 p-a.e., also auch p-a.e. und v-a.e.

(Falls g < 0 auf einer p-messbaren Menge A C R™ mit p(A) > 0, setze f = xa
mit 0 < [o, fdv = [;. fgdp < 0, um einen Widerspruch zu erhalten. Analog
zeigt man g < 1.) Setze

B ={z; g(x) <1}

und definiere
Vae = V| B, vs = v|(R"\ B).
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Beachte, dass B bzgl. p und daher auch bzgl. u und v messbar ist; v, und v,
sind also Radon-Masse. Offenbar gilt

vo(B) = 0 = u(R" \ B);
also vs L p. (Wéhle f = xgn\p in (6.22).)

Fir A C B, | € N setze

l
fi(z) = ng(x) =14+g(x)+...+¢'(x), =€ A,
k=0

und f;(z) = 0 sonst, mit
fl(l—g)du:/(l—gl+1)dy
R" A
= A flgd,uZ/A(g—l—gQ—i—...—i—ng)d,u.

Da g' — 0 (I — 0o) punktweise auf A, ist die geometrische Reihe h = Y7 | ¢
auf A konvergent, und mit Satz .22 und Satz B.2.3] folgt

v(A)=1lim [ (1-¢"™dv= / hdp.
A A

=0

Insbesondere erhalten wir h € LY(R", i), v4e = v| B < p. O

Bemerkung 6.2.1. Falls = L™, so folgt aus Satz .11l die Gleichung
h=D,v=D,v,e.

Im allgemeinen Fall bendtigen wir Satz[5.2.3/fiir diese letzte Aussage. Zumindest
fiir p = L™ ist nun jedoch die Darstellung auch ohne den Uberdeckungssatz von
Besicovitch vollstandig.

6.3 Masstheoretische Begriffe in der Wahrschein-
lichkeitstheorie

In der Wahrscheinlichkeitstheorie erscheinen viele Begriffe der Masstheorie unter
anderem Namen. Ist (X, u, X) ein Massraum, und gilt u(X) = 1, so heisst p
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf dem FEreignisraum X . Eine p-messbare Menge
A € ¥ heisst ein Ereignis, deren Mass p(A) die Wahrscheinlichkeit von A. Die
Elemente x von X heissen Elementarereignisse. Eine Zufallsvariable ist eine u-
messbare Funktion f auf X, deren p-Integral der Erwartungswert von f. Das
Bildmass p o f~! auf der Borel-Algebra B(R) heisst die Verteilung von f.

Der Raum X tritt in der Wahrscheinlichkeitstheorie oft in den Hintergrund;
wichtiger sind die Zufallsvariablen und deren gemeinsame Verteilung. X muss
nur “geniigend gross” sein, damit alle Zufallsvariablen von Interesse darauf de-
finiert sein kénnen. Analog geht man meist von eine Klasse £ von Teilmengen
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aus, die man als mogliche Ereignisse betrachten will, und definiert dann ¥ als
die kleinste o-Algebra, welche £ enthélt.

Es haben sich in der Wahrscheinlichkeitstheorie auch andere Standardbezeich-
nungen eingebiirgert: So schreibt man Q statt X, P statt p, F statt ¥ und X
statt f.

(Ich danke meinen Kollegen Hans-Ruedi Kiinsch und Hans Biihlmann fiir wert-
volle Hinweise und Ergénzungen zu diesem Abschnitt.)
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